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Predmluva

Tento predmeét i studijni materidly vznikly ve snaze neochudit studenty pocitacovych oboru aspoil o néco, co
prindsi spojity, nedigitalizovany pohled na svét. Cilem neni vychovat cvitené borce, hbité integrujici s tuzkou
a papirem, ale poucené uzivatele moderniho softwaru, ktefi budou aspon schopni spravné formulovat tlohy a
snad i interpretovat dosazené vysledky.

Pro odlehéeni nas nékterymi misty provedou znamé osobnosti, moudry SH a jeho o néco méné moudry
spoleénik DW. SH nen{ zkratkou autoru znamenité knihy [Schlesinger, Hlavac], i kdyz ti se o vznik tohoto
pfedmétu, textu, a hlavné jeho pojeti zaslouzili mnohem vic a zaslouzili by si v ném byt zvéénéni. Cinfm tak
aspon zde.

Praha, 21. prosince 2011 Mirko Navara

1 Vzdalenosti v prostoru

1.1 Metriky a normy

Priklad 1. DW: ,Vime, Ze loupeZ v klenotnictvi na kiizZovatce 45th Street a 8th Avenue probéhla od 10:30 do
10:85. Zkoumal jsem, zda mohl pachatel odjet lodi v 11:15 z pristavu, ktery je na rohu 52nd Street a 12th Avenue.
Primd vzddlenost téchto dvou mist by to dovolovala, ale smér ulic nikoli. Mohl se vydat po 45th Street az k 12th
Avenue, nebo naopak po 8th Avenue az k 52nd Street. Prepodcital jsem i fadu dal§ich mozZnosti, ale podle Zddné
z nich to nemohl stihnout.“ SH: ,Priteli, nerad to Fikdm, ale pljtval jste Gasem zbyteéné.“ DW: ,Ale vidyt je
tolik moznosti, ani jsem nevyzkousel vSechny, kterych je (7+4) = 330, kdyz samozrejmeé vylucuji ty, kdy by se
pachatel pohyboval proti smeéru, kterym jiz drive postupoval.“ SH: ,Stacil vam pruni vysledek, ostatni neprinesly
nic nového. Pachatel mohl utikat pouze na zdpad, nebo na sever, a je jedno, v jakém poradi, vzddlenost byla
vzdy stejnd. Ne nadarmo ji podle tohoto mista tikaji i matematici manhattanskd metrika.“

Pro zjednoduseni zanedbame zakfiveni i nerovnosti Zemé a budeme se pohybovat v aritmetickém linearnim
prostoru R2. Vzdélenost mist se soufadnicemi (z,y), (u,v) € R? byla v ptedchozim pifkladu déna rozdily
soufadnic:

my ((z,y), (u,0)) = & —u| + |y — ] .

Pifméa (=vzdusn4, téz euklidovska) vzdédlenost by byla
2 2
ma (@), (w,0) = /(2 — ) + (y — v)*.
To jsou jen dva specialni piipady obecnéjsiho vzorce

my (,y)  (u,0)) = (Jz — ul’ + |y —o")"/?, (1)

kde p > 1. V limitnim piipadé pro p — oo by o vysledku rozhodoval jen nejvétsi rozdil soufadnic a dostali
bychom

Moo ((xvy) ) (U,’U)) = max(|x - u| ) |y - UD .
I to méa své opodstatnéni, nékdy se ptame na maximalni chybu v kterékoli soufadnici.
Zobecnénim do n-rozmeérného prostoru bychom pro vzdédlenost bodu (které ztotoziiujeme s jejich polohovymi

vektory) @ = (z1,...,%,), u= (u1,...,u,) € R™ dostali vzorce
1
my (@, u) = (lor =]+ — ")
my (T, u) = |z —ur] + -+ |2n — un| ,
mz( x, )=\/($1—U1)2+'-~+($n—un)27
( T, ):max(|x1—u1|,...,|xn—un|).

V piipadé n = 1 dostavdme ve vSech piipadech |z — uq].
Vsechny tyto vzorce definuji tzv. metriky (vzdalenosti), tj. funkce m: R™ x R™ — R s nésledujicimi
vlastnostmi:

(z,u) >0, pricemz m (xz,u) =0, pravé kdyz ¢ = u, (2)
m(x,u) =m(u,x) ,
m (@, w) < m (@, w) +m (w,u)



Posledni vztah se nazyva trojihelnikova nerovnost a tika, ze cestu z  do w si nezkratime, kdyz navic
predepiSeme, zZe je tieba jit pfes w.

Cviceni 2. Ovérte, Ze funkce m, ze vzorce by pro p < 1 nebyla metrika.

Vsechny uvedené metriky jsou odvozeny od norem ve vektorovém prostoru R™, coz jsou funkce ||.|| : R™ — R
splnujici
[lz]| >0, pricemz ||z|| =0, pravé kdyz € = 0, (3)
llax|| = |a| - ||| pro vSechna a € R,

|z +ul| <[z + [|u]] -

Posledni vztah je opét trojuhelnikova nerovnost. Pribyl druhy vztah, ktery uvadi normu do souvislosti s nasobenim
vektoru skaldrem. Linearni prostor s normou se nazyva normovany linearni prostor.
Kazd4 norma ||.|| definuje (indukuje) metriku m vztahem

m(z,u) = |z —ul . (4)
Zde uvedené metriky jsou odvozeny od nasledujicich norem:

e, = (Jaf” + -+ |z
||y = |za| + - + |an]

lzlly = /a7 + -+ 2},

llz||, = max (|z1],...,|zx]) .

Obrécené tvrzeni neplati; nékteré metriky nejsou indukovény normami. (Kromé toho metriky lze zavést na
obecnéjsich prostorech nez linedrnich.) Metrika m indukovand normou ||.|| musi spliiovat vztah, ktery dostaneme
zZ dosazenim u := O:

||z|| = m (2,0) .

Problém muze nastat pouze u druhé z podminek pro normu , kterd pozaduje
m(ax,0) = |laz|| = |a| - ||z|| = am (x,0) pro véechna a € R,
coz nékteré metriky nespliuji.
Piiklad 3 ( metrika neindukovand normou). Na R? lze zavést metriku
m ((x,y) , (u,0)) = |V — Ju| + [y — Vo

ktera ment indukovdna Zddnou normou.

)

Nadéle se budeme zabyvat pouze normovanymi linedrnimi prostory a metrikami indukovanymi ptislusnymi
normami.

1.2 Konvergence a limity
Pomoci normy muzeme definovat konvergenci posloupnosti bodu:
Definice 4. Posloupnost bodi (x;);cy v R™ md limitu b € R", jestlize
lim ||z; — b|| =0.
1— 00
Poznamka 5. Obecnéji bychom mohli konvergenci zavést pomoci metriky podminkou
lim m (z;,b) =0.
11— 00

Pokud je metrika indukovand normou, dostaneme piedchozi definici.



V definici [4] jsme nespecifikovali normu, takze jsme vlastné definovali mnoho typu konvergence. Nicméné
v prostoru koneéné dimenze se vSechny tyto typy konvergence shoduji. Pro zde uvedené normy za to vdécime
nésledujicim nerovnostem (pro p > 1):

lzllo < el <n [l2]]

Tim je omezen pomér norem shora i zdola (pfi dané dimenzi konstantou). I kdyz pro ruzné normy dostdvéme
ruzné vzdalenosti, na tom, jestli konverguji k nule, to nic neméni. To plati obecné i pro jiné normy, presnéji pro
libovolny normovany linedrn{ prostor koneéné dimenze (a jinymi se zde zabyvat nebudeme).

Nadéle budeme obvykle uvazovat euklidovskou normu (nebude-li stanoveno jinak) a index 2 budeme

vynechavat:
|| = [lzll, = \/2T + -+ a5 .

Bohuzel pii studiu konvergence nevystac¢ime s posloupnostmi, proto budeme muset zavést obecnéji pouzitelné
pojmy.

Definice 6. Pro € > 0 definujeme e-okoli bodu b € R™ jako mnoZinu
U.(b) = {w R | |lz — bl <} .
(Pro n =1 je to interval (v — e,z + €).) Pokud z e-okoli U, (b) vynechdme bod b, hovotime o prstencovém

e-okoli bodu b,
P. (b) = U: (b) \ {b} .
Pokud nepotrebujeme specifikovat polomér, hovorime pouze o okoli a znacime U (b), P (b).
Definice 7. Nechf D C R"™. Bod b € R" se nazijvd
e hromadny bod mnoZiny D, jestlize kazdé prstencové okoli P (b) md neprdzdng prunik s D,
e hraniéni bod mnoZiny D, jestlize kazdé okoli U (b) md neprdzdny prinik s D i s R"\ D.

Nezdlezi na tom, zda b € D nebo ne.

Je-li b hromadny bod mnoziny D, pak je mnozina P (b) N D nejen neprazdnd, ale dokonce nekonecénd. Ke
kazdym kone¢né mnoha bodum z nf lze totiz najit mensi okoli P* (b), které zddny z téchto bodu neobsahuje,
ale i to ma neprazdny prunik s D.

Pomoci pojmu okoli lze preformulovat pojem konvergence: Posloupnost bodi (x;),;.y v R™ ma limitu b €
R™, jestlize pro kazdé okoli U (b) existuje ig € N takové, ze x; € U (b) pro vSechna i > ig. V tom piipadé
mnozina bodu X = {x; | i € N} nem4 jiny hromadny bod nez b. Bod b muze byt (jedinym) hromadnym bodem
mnoziny X (a to pravé tehdy, je-li nekonecénd), ale nemusi (jestlize existuje ig € N takové, ze &; = b pro vSechna
i >1p). (Je nutno rozlisovat mnozinu od posloupnosti, v mnoziné se body neopakugt.)

Posloupnost bodu, kterd nemé limitu, (pfesnéji mnozina vsech bodu této posloupnosti) muze mit i vice
hromadnych bodu:

Priklad 8. MnoZina D = { (-1)" (1—1/i)|i¢e N} obsahuje napr. proky
.

0 1 -2 _4 5 _6 1 _8 9
2 7 9 10
Md dva hromadne body —1 1; 2 dny do ni nepatri. Je]z hranicni body jsou vsechny jeji body a —1,1.

Piiklad 9. Hromadné body intervalu I = (0,1) tvord uzavieny interval (0,1); hromadné body jeho dopliku
R\ T = (—00,0) U (1,00) jsou prdvé vsechny body mnoziny (—o0,0) U (1,00). Hrani¢ni body (jak I, tak R\ I)
jsou 0, 1.

Definice 10. Mnozina M C R"™ se nazgvd

e uzavrend, jestliZe obsahuje vSechny své hromadné body,

e otevrend, jestlize jeji doplnék je uzavieny, tj. jestlize M neobsahuje Zddny hromadng bod mnoZiny R™\ M.
Cviceni 11. Muze bijt mnoZina soucasné otevirend i uzaviend?

Reseni. Ano, napr. prdzdnd mnozina a jeji doplnék.



2 Funkce vice proménnych a jejich spojitost
Doporucend literatura: [Hamhalter, Tiser: Dif. pl, kap. 1].
Definice 12. (Redlnd) funkce n proménnich je zobrazeni F: D — R, kde D C R" je definiéni obor.
Neni-li stanoveno jinak, uvazujeme u funkci jejich maximalni defini¢ni obor, tj. nejvétsi mnozinu, na niz
jsou vsechny potiebné vyrazy v jeji definici definovany. Nechceme-li o defini¢nim oboru hovofit a neni to celd
mnozina R™, hovoiime o funkci z R™ do R.
Pokud zafixujeme vSechny proménné az na jednu, dostaneme funkci jedné proménné. Takto muzeme funkci

vice proménnych chépat jako zobrazeni, které n — 1 argumentum pfifazuje funkce jedné proménné; tento pohled
vSak nepostihuje specifika funkci vice proménnych.

Ptiklad 13. Funkci F (z,y) = 22y lze chdpat jako funkci R?> — R, ale i jako linedrni funkci R — R, z +— 21y,
zavislou na parametru y. RovnéZ ji muzeme povazZovat za linedrni funkci R — R, y — 2xvy, zdvislou na
parametru x.

Budeme potiebovat i vicerozmeérny piipad, vektorovou funkci vektorového argumentu, tedy zobrazeni F': D —
RF, kde k € N a D C R™ je definiénf obor. To lze vyjadiit jako k funkei F,,: D = R, m=1,...,k,

F=(F,....F) .
F(z)=(F (x),...,F (@) e RF.

Piiklad 14. Vektor intenzity gravitacniho (nebo elektrického) pole, jehoZ zdroj se nachdzi v poddtku souradnic,
je v bodé (x,y, z)

. (z,y,2) _ ( —cx —cy —cz >
(22 +y2 + 22)*° (@2 + 2+ 22)%% (22 + 2+ 22)%7 (22 42 4 22)°2)

kde c je konstanta.

2.1 Spojitost

Priklad 15. DW: ,Chtél jsem vdm ukdzat vilu San Michele. Méli jsme k ni dojit po této silnici od vijchodu,
ale nikde ji nevidim. Jak je to mozné?“ SH: ,Jak jste se tam véera dostal?“ DW: ,Ulici od zdipadu.“ SH: A
kudy jste odesel?“ DW: Do parku na kopci, myslim, Ze na jih.“ SH: ,Jisté, na sever by to neslo.“ DW: [ To
tedy opravdu ne. Ale jak to vite, kdyz jste tam nikdy nebyl?“ SH:  ,Myslel jsem si to, ale nebyl jsem si jist. S
jistotou to mohu turdit teprve ted, kdyz vidim, Ze silnice zde nekonci.

Piiklad 16. Soucin dvou ,malych® c¢isel je ,maly“, neboli x — 0,y -0 = zy — 0.
Priklad 17. Podil dvou ,maljch® ¢isel muze byt libovolny.

Priklad 18. Jakych hodnot nabyvd funkce

Yy

pro ,malé“ hodnoty argumenti? Zkusme se blizit k poédtku po riznych primkdch (zadangch parametrem t € R
tak, Ze pocdtku odpovidd t =0):

F(l’,y) =

er=ty=0: lim F' (¢,0) = lim 0 =0,
t—0 t—0
e r=0,y=t>0: lim F(0,t) = lim 1=1,
t—0+ t—0+
e r=0,y=—-t<0: lim F(0,—t) = lim —1=—-1,
t—0+ t—0+
ty=t>0 lim F(4) = lim — — —
[ ) = = . = _— =
r=hy 50 ’ t—1>%1+\/§ V2
. . b b
e x=uat,y=>bt,t >0: lim F(at,bt) = lim =
t—0+ t—=0+ /a2 + b2 Va2 + b2

(predpokldddme a # 0V b #0).



Limity podél kazdé z téchto poloptimek existuji (dokonce jsou to limity konstantnich funkci), ale jsou rizné,
proto nemizeme definovat limitu funkce F' v poédtku. (Jak je u limit obuyklé, neni podstatné, zda a jak je funkce
definovdna v bodé, v némz zkoumdme limitu.)

Piiklad 19. Jakych hodnot nabyjvd pro ,malé“ hodnoty argumentu funkce

2
_v
g (l‘, y) - T 9
definovand pro x > 02 Zkusme se bliZit k pocdtku po ruznych poloptimkdch (zadangch parametrem t € R tak, Ze
poédtku odpovidd t = 0, s ohledem na definiéni obor potiebujeme limity zprava):

e r=t>0,y=0: t1_1>r51+g(t70)=t1_1>%1+0=0,
e r=t>0,y=t: tg%1+g(t,t):t£%1+t20,

_ _ . : . 2
e r=1t>0,y="0bt: t1_1>151+g(t,bt)7t£r51+b t=0.

1y

Vse se zdd v porddku a chtéli bychom definovat limitu funkce g v pocdtku jako 0. Ale blizime-li se k nému
napr. po parabole,

2

_ 1. : 2 — 1 —
e xr=t, y=t: th_r%g(tj)—}l_r)r(l)l—l,

coZ je v rozporu s predchozimi, takZe ani zde nent limita v pocdtku definovdna.

2.1.1 Definice limity a spojitosti

Zémérem je definovat limitu pouze v pifpadé, Ze dostaneme stejny vysledek, at se blizime k bodu ,,libovolnym
zpusobem®. Piedchozi piiklad ukazuje, ze moznych cest je mnoho.

Definice 20. Funkce F': D — R, D CR", md v hromadném bodé b definicniho oboru D limitu u, jestliZe ke
kazdému okoli U (u) existuje prstencové okoli P (b), které se celé zobrazuje do U (u); presnéji Ve € P(b)N D :
F(x) € U (u). Znacime lin},F(a:) = u.
z—
Funkce F se nazyvd spojitda v bodé b, jestlize v ném md limitu rovnou své funkéni hodnoté. Funkce F se
nazyvd spojitda na mnoziné A C D, jestliZe je spojitd v kazdém bodé mnoZiny A.

Hovofit o limité a spojitosti v bodé, ktery neni hromadnym bodem definiéniho oboru, by nemélo vyznam.
Hledani limity funkce vice proménnych nelze rozlozit na hledani limit podle jednotlivych proménnych. Pokud
existuje limita

lim F(x,y),
(z,y)—(asc) (@9)
pak se rovna limitam
lim lim F (z,y) , lim lim F (z,y) ,
r—a y—c y—cr—ra

ale obrdcend implikace neplati, viz priklad [I8]

2.1.2 Priklady
Priklad 21. Spojitost soucinu z pfz’kladu v bodé (0,0) lze prokdzat ndsledovné: Pro libovolné e > 0 mdme najit
takové okoli, v némz funkénd hodnoty patii do U, (0) = (—¢,¢€). Staci zvolit § < e, § < 1; pak pro (z,y) € Ps(0,0)
hodnota soucinu splnuje poZadované nerovnosti

zy<o6’<d<e,

Ty >—02>—0>—¢.

(Stacilo 62 /2 < e, tj. 6 < \/2¢, ale podstatné je, Ze existuje § > 0 takové, abychom byli schopni garantovat, Ze
pro (z,y) € Ps(0,0) plati zy € (—¢,¢).)



Ptriklad 22. Nespojitost funkce

y2

g(x,y):;

z p'fﬁﬂladu lze prokdzat ndsledovné: Pro libovolné & > 0, lze najit n > 0 tak malé, Ze (n,0), (n*,n) € P5(0,0).
Funkcéni hodnoty v téchto bodech jsou

g(n,00=0, g(n*n) =1.

Tyto hodnoty nemohou bijt spolecéné v okoli o poloméru mensim nez 1/2. Navic napt. v bodé (773,17) (ktery také
patii do Ps (0,0), zvolime-li n dostatecné malé) je g (n*,n) = 1/n, coz miize byt libovolné velké éislo.

Priklad 23. Mame vysetrit limitu funkce

22 +2z9y% + 42

v bodé (0,0). Je spojitd ve vSech bodech svého definiéniho oboru, R\ {(0,0)}. Po dpravé

2

Y
Proy =0,z #0 je F(x,0) = 1.
Pro y # 0 lze upravit
1
Flo,y)=1+2a
& +1
Jelikoz
0< 3 <1,
yZ
po vyndsobeni 2 x je
2] < 20— <21,
y2
1
1-2z|<F(z,y)=1+22 1§1—|—2|ﬂc|,
yZ

vSechna (x,y) € P5 (0,0) splriugi
1-26 < F(z,y) <1420

a staci zvolit 0 < €/2, abychom zajistili F (z,y) € U, (1); proto

lim F(x,y)=1.
(,y)—(0,0) (@9)

2.1.3 Limita a spojitost vektorové funkce

Definice limity a spojitosti ztistdvaji beze zmény i pro vicerozmérny piipad, tedy pro zobrazeni F': D — R,
nebot vychdzeji pouze z pojmu okoli, pouZitelného nezdvisle na dimenzi.

Tvrzeni 24. Zobrazeni F= (Fy,...,F,): D — R*, D CR", md v hromadném bodé b definiéniho oboru D
limitu w = (uy, . ..,ur) € R¥, prdvé kdyz lirr%)Fm () = up, pro véechnam =1,... k.
T—

Zobrazeni F' je spojité v bodé w, prdavé kdyz jsou spojité vSechny jeho slozky.
Limity a spojitost maji obvyklé vlastnosti znamé pro funkce jedné proménné, zejména:
Tvrzeni 25. SloZenim spojitijch zobrazeni dostaneme spojité zobrazeni.

Zejména pii hleddni extrému bude vyhodou, pokud se zajimdme jen o omezené uzaviené mnoziny.
(V obecnéjsich prostorech se potiebnd vlastnost nazgvd kompaktnost.)

Tvrzeni 26. Obor hodnot spojitého zobrazeni na omezené uzaviené mnoziné je omezend uzaviend mnozina.
Pokud je takové zobrazent prosté, je i inverzni zobrazeni spojité.



Disledek 27. Spojitd funkce nabyvd na omezené uzaviené mnozZiné mazrima a minima.
Dulezity je nasledujici piiklad:

Priklad 28. Pro kazdy bod (x,y) # (0,0) jsou jednoznacné definovdny jeho polarni souradnice (r (z,y), ¢ (z,v)),
kde r = /a2 4+ y?2 > 0 a p(x,y) je jeding ihel z (0,27) takovy, Ze x = r(x,y) - cosp (x,y), y = r(z,y) -
sin (x,y). (Pro vyjpocet tohoto tihlu nestaci vzorec ¢ (x,y) = arctg?, je nutno o3etrit znaménka a nulové
hodnoty.) Prevod z kartézskyjch do poldrnich souradnic popisuje vektorovd funkce F= (r,p) : R?\ {(0,0)} —
(0,00) x(0,27). (Mdme-li ji dodefinovat i v bodé (0,0), pruni slozka bude nulovd a na druhé nezdlezi.) Funkce F,
stejné jako funkce p: R%\ {(0,0)} — (0,27), je spojitd viude kromé bodii na poloprimce (0, 00) x {0}.

To je $patnd zprava pro robotiku, nebot z mechanického hlediska se snaze realizuje otoény pohyb nez
na uhlech nez délkach. Jelikoz se tim nutné zavede nespojitost v oboru, ktery néds zajimé, programovani pohybu
robotu nardzi na problémy. Navic inverzni zobrazeni (ze souradnic robotu do kartézskych souradnic scény) je
nespojité, coz vyzaduje velké akéni zasahy i v nékterych ptripadech, kdy pohyb ramene je minimalni.

Reseni. Nyni zbyjvd roziesit ivahu z prikladu . Silnice, na niz byli nasi hrdinové, je pripevnéna ke svislé
severni skalni sténé. Ta tvori mespojitost, takZe lze ze zdpadu dojit do jiného mista neZ z vychodu — lisi se
vyskou. Protoze DW odesel z vily smérem do kopce, nemize byt vila pod nimi (tam by navic nejspis byla vidét),
je tedy nad nimi na skdle. Ndvstévnik, ktery by ji opustil smérem na sever, by dopadl do mista, kde nasi pruvodci
stoji, nebot silnice pokraéuje na zdpad. Kdyby zde konéila svahem, bylo by mozné po ném sestoupit (alespon z
blizkého bodu), nicméné nespojitost zistdvd jedingm vysvétlenim, proé nasi hrdinové nedosli k vileﬂ

Priklad 29. Najdéte néjakou funkci, jejiz prubéh odpovidd posledné zminéné varianté z predchoziho Tesend.

Reseni. Jednou z moznosti je funkce p: R?\ {(0,0)} — (0,27) z prikladu . Pokud bychom chtéli presnéjsi
analogii, dodefinovali bychom chybéjici hodnotu ¢ (0,0) = lim,_0— ¢ (x,0) = 7 a umistili tam vilu. Aby na jih
(ve sméru zdaporné osy y) byl kopec, muZeme pricist linedrni funkci,

F(x,y) = @(Ivy) —Cy,
kde ¢ > 0, nebo predefinovat funkci v celé poloroviné, napr.

_ | w(z,y) proy>0,
g(x,y)—{ T—cy proy<O0.

ITento pifklad je inspirovdn autorovou osobni zkuSenost{ na zndmém misté. Protoze viak osoba SH byva vidy obestfena
tajemstvim, ani o tomto misté dalsi podrobnosti neuvadime.



3 Derivace funkci vice proménnych

3.1 Jak znacit derivace aneb co nas uci pocitace

Nez se pustime do zobecnovani derivaci na funkce vice proménnych, je tfeba vyjasnit ¢asty problém se znacenim.

Vysledkem sport Newtona s Leibnizem je, ze neméame vyhovujici znaceni derivace. Teprve pocitacova algebra
nés nuti k prfesnému vyjadfovani. Musime napf. rozlisSovat mezi vyrazem In (mQ + 4), funkci F': x — In (x2 + 4)
a funkéni hodnotou F (z) =1n (x2 + 4) (coz je opét vyraz). Zatimco In (y2 + 4) oznacuje jiny vyraz (formuli
s jinou proménnou y), G: y — In (y2 + 4) je stéle stejnd funkce (proménnd y je v jeji definici lokaln{ a slouzi jen
k vyjddieni funkéniho predpisu). Historicky se vzil zdpis funkce F (x) = In (a:2 + 4) misto F': z — In (a:2 + 4).
Neni korektni, hovofime-li o funkci In (a:2 + 4). Népadnéjsi to je, pokud zavedeme dalsi, globalni proménnou,
napf. misto 4 bude konstanta a. Muzeme psit F' (z) = In (Iz + a) nebo F: z +— In (x2 + a); je ziejmé, ze se
jedné o funkci jedné proménné, oznacené x. Kdybychom chtéli hovorit o funkci In (x2 + a), nebylo by tim feceno,
zda proménnou je x, a nebo obé.

Na obhajobu Leibnize je nutno tici, Ze napt. ve fyzice casto nevime, na jakych promennyjch fyzikdlni velicina
zavist, takZe je tézké predem stanovit i odpovidagjici pocet proménngch.

3.1.1 Leibnizova (a Newtonova) notace

Definice 30. Méjme funkci F: D — R, D CR. Jeji derivace v bodé x € D je

lim F(zx+h)—F ()
h—0 h

(pokud existuje).

Jmenovatel h 1ze chépat jako prirustek dz nezdvisle proménné z, Citatel jako odpovidajici pFirustek dF'
zdvisle proménné F' (nebo F (x)). Tyto prirustky maji byt ,nekoneéné malé®, zajimd nds jejich pomer.
V Leibnizové notaci se derivace znaci

dF (z) dF _d
e _@(x)_ﬁF(x)

Lze ji chapat také jako predpis pro vypocet derivace v mnoha bodech defini¢niho oboru, tedy funkci

dF
—: Dy — R,
dx
kde Dy C D je defini¢n{ obor derivace. V Newtonové notaci se tato funkce znaéi F’.
Leibnizova notace nema problém, dokud nechceme vyhodnotit derivaci v konkrétnim bodé. Nechf napf.

F =1In. Pak d q )
—F = —Ilnx=—.
dx () dx n T

Chceme-li tuto derivaci vyhodnotit v bodé 2, nelze pouzit zapisy

%ln? =(n2)",

které znamenaji derivaci konstanty In 2, vysledek je 0. Nepomuze ani zapis

dln

5(2)7

protoze derivujeme podle proménné z, kterd se nikde dale nevyskytuje. V Leibnizové notaci by korektni zapis

byl neohrabany:
1

—Inx = —.

dx e 2

Newtonova notace dovoluje zavést funkei In’: z — % apsat In’ (2) = % Bohuzel nedovoluje vhodné zobecnéni
na funkci vice proménnych, kdy nemame jak rozlisit, podle které proménné derivujeme.
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3.1.2 Operatorova notace

Moznym feSenim tohoto dilematu je operator derivovani D. Operdtor zobrazuje funkci na funkci (zde na
derivaci argumentu). Tedy derivaci funkce F' je funkce D (F') = F” a jeji hodnoty zna¢ime standardné:

D (F) (z) = F' (z) .

Pro jednodussi zapis zde vynechavame zévorky a predpokladame, ze operator D ma prednost pired vyhodnocenim
funkce, tj.
DF (z) =D (F) (z) = (D (F)) (z) .
Muzeme napi. psat
1

Dln(2):§.

Zde pouzivame operatorovou notaci, a dle moznosti i ostatni tam, kde je to korektni. Je to mozné nezvyk, ale
uSetTi nds nesndazi, které jsou v ucebnicich tézko vysvétlovany slovy. Umozni ndm spravné pouziti pocitacovych
algebraickych systému.

Maple® ma implementovanu jak Leibnizovu notaci pro derivovéni vyrazii ve tvaru diff (vyraz,x), tak
operator derivovani ve tvaru D(funkce) (x). Mathematica® podporuje Newtonovu notaci ve tvaru funkce ?,
nikoli v§ak operatorovou.

3.2 Parcialni derivace

Piiklad 31. Mdme vypocitat v = /999 - 4002. SH: ,Reknu-li, e vijsledek je priblizné 1999.5, nemylim se vic
nez o jednu tisicinu.“ DW po chvili potvrzuje, Ze v = 1999.499 437, SH se mylil jen o 0.000 563.

3.2.1 Pojem parcialni derivace a gradientu

Z n proménnych funkce F z R™ do R zafixujeme (,zmrazime*) vSechny proménné az na jednu. Dostaneme
funkei jedné proménné, kterou muzeme zkusit derivovat (podle jediné zbylé proménné; s ostatnimi proménnymi
nakldddme jako s konstantami).

Definice 32. Parcidalni derivace funkce F: R™ — R podle k-té proménné je

F hyooosn) — F (X1, s Thye vy Ty
DkF(fEh...,xn):’lliL% (z1,...,zK+ R, ,x})l (z1 Th )

(pokud existuje).
Pro jednodussi zapis predpoklddame, ze operator Dy mé piednost pred vyhodnocenim funkce, tj.
DipF (z1,...,2n) = (DEF) (x1,...,25) -

Alternativni znaceni:

OF
DkF - 87{1)’67
oF
DpF (21, %) = aka(l”h---,mn) ;

OF

DlF(xvy) = %(‘x’y) =F; (x,y) )
OF

Dy F (z,y) = n (z,y) = Fy (z,9) -

Piiklad 33. V r. 2006 se na FEL CVUT pedagogické vjkony ndsobily koeficientem

55—z

k(z,u)=14u 5

kde
z € (1,5) je zndmka z predmétu ve studentské anketé,
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u € (0,1) je (celofakultni) icast studenti v anketé.
[Metodika KOMETA, https://www. feld. cvut.cz/glance/zapisy/FImetodika.pdf/

Cilem wvzorce bylo zohlednit kvalitu vjuky a priklédnout pritom k casti studentii, nebot pri nulové ucasti
studenti se Zddnd korekce neprovddi. JelikoZ funkce k je linedrni v obou proménnych (fikdme, Ze je bilinedrni),
snadno vypocitdme parcidlni derivace, které vyjadiugi jeji citlivost na malé zmény proménnych. Dosazenim
skutecngch hodnot z ankety za zimni semestr 2006/07, z, = 1.61, us = 0.31, dostaneme

ok

le(zsaus) = g? U) = —% = —0.155,
ok 5

Dok (2, us) = 75,2@ = % 1,695,

Z toho je vidét, Ze vysledek je vice meZ 10X citlivejsi na zménu ucasti v anketé neZ na zménu zndmky, takzZe
nevyjadruje to, co bylo jeho cilem. Napf. zména zndmky o 0.1 ovlivni vysledek méné, nez zména ucasti studentu
v anketé o 1%.

Casto chceme pracovat se vSemi parciadlnimi derivacemi, proto zavadime nésledujici pojem:

Definice 34. Vektor vsech parcidlnich derivaci se nazgvd gradient, grad F': R™ — R",

grad F = (D1 F,...,D,F) ,
grad F (z1,...,2n) = (D1F (x1,...,2n) ..., DeF (1,...,2p))

oF oF
<ax1(xl,...,xn)7...,m(xl,...,xn)> .

Alternativni znaceni: VF (¢teme ,nabla®).
Gradient je tedy funkce, jejiz hodnotou je vektor (stejné dimenze jako definiéni obor). Z fyzikaln{ analogie
se takovému zobrazeni iikd téz vektorové pole a redlna funkce vice proménnych se nazyva skalarni pole.

3.3 Smérova derivace

Piiklad 35. DW: Mily priteli, ze svého venkovského sidla mdte jisté krdsny vghled na vijchody slunce, kdyz
stoji na svahu, Ze? SH: Ano, smérem na vijchod svah strmé klesd se sklonem 10 %. DW: Jd myslel, Ze je to jizni
strdn. SH: Nikoli, ale i na jih mirné klesd, se sklonem 5%. DW: Takze kdyz se vyddte na bicyklu do Yorku,
smérem na jihoviychod, sjizdite z nebezpeéného kopce se sklonem 7.5%. SH: Je to jesté horsi, mily priteli! DW:
Pardon, to bylo ode mé hloupé opomenuti. Svah ovsem neni sklonén ani presné k jihovychodu. Uréit sklon silnice
do Yorku z uvedenyjch dat neni trividlni, ale je to mozné. SH: Opravdu?

Co zpochybnil SH posledni otazkou?

Zndme sklon (parcidln{ derivace) ve dvou smérech, cilem je urcit sklon (derivaci) v jinédm sméru. Stejnou
otdzku muzeme kldst v libovolné dimenzi a dospivame k nasledujicimu pojmu:

Definice 36. Smeérovd derivace funkce F: R" — R ve sméru v € R™ je funkce Dy, F: R" — R,

DvF(w):hmF(az—f—tv)—F(m)

t—0 t

(pokud existuje).
Opét predpokldaddme, ze operator D, ma pfednost pred vyhodnocenim funkce, tj.
Dy F(x) = (Dy F) (x) .

Alternativni znaceni:

or
Oy F, e

Smeérovéa derivace ma ndasledujici ndzorny vyznam: Pokud F: R? — R vyjadiuje vysku terénu, t € R ¢as,
x € R? polohu pro t = 0 a v € R? rychlost pohybu (vektorovou, v projekci do vodorovnych soufadnic), pak
D, F (x) urc¢uje vertikdln{ rychlost. Ta je imérnd velikosti rychlosti, ||v ||, takze pro v = 0 je nulovd. Obecné

Duow F(x) =aD, F (x)
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pro vSechna a € R. Proto nés ¢asto zajima smérova derivace ve sméru ur¢eném jednotkovym vektorem. Ta v
nasem pifkladu udavé sklon svahu (pfesnéji tangens vertikdlniho tihlu teény ve sméru v ).

Parcidlni derivace jsou vlastné derivace ve smeéru (kladnych) soufadnych os, tedy specidlni piipad smérovych
derivaci. To néds opraviuje k tomu, Ze jsme pro smérovou derivaci zavedli témét stejné znacni, D, , v € R"”,
jako pro parcidlni derivaci, Dy, k& € N. Rozdil je jen v tom, zda indexujeme vektorem nebo pfirozenym ¢islem
(urcujicim odpovidajici vektor béze).

K nejasnosti by doslo jen tehdy, kdybychom chtéli pouzivat smérové derivace v jednorozmérném prostoru,
ale ty nepotiebujeme, nebot tam existuje jediny smér (aZ na znaménko) a jedna se o normalni derivace funkce
jedné proménné. Presnéji (po substituci u =t h)

hmF(x—i—th)—F(x) ~ lim

Fr+u) - F(z) '
lim ; lim u =hDF (z) =hF'(x).

Pro vypocet smérové derivace potiebujeme jen hodnoty na pifmce s parametrizaci p (t) = x +tv,t € R, a
ty lze vyjadrit jako funkci f jediné proménné, kterou je parametr ¢:

f@)=F(zx+tv),

D, F (a) = lim T L@y SO SOV 0= prgo).

t—0 t t—0

Tim jsme vypocet smérové derivace pievedli na derivaci funkce jedné proménné.
Dusledkem je, ze smérova derivace mé vSechny vlastnosti derivace funkce jedné proménné, zejména:

Dy (aF +bG) =aDy, F+bD, G,
D, (FG)=GD,F+FD,G,

b (F\_GDyF - FD,G
v G - G2 ’

kde F,G: R? — R, v€ R", a,b € R a posledni vztah Ize pouzit jen tam, kde je funkce G nenulovd. Stejné
vztahy plati i pro parcidlni derivace.

Pozdéji se naucime pocitat smérové derivace i bez prevodu na funkci jedné proménné, ktery sice neni obtizny,
ale byva zdrojem chyb.

Priklad 37. Vyjasnime priklad sklonu svahu. Necht kladnd osa x sméfuje na vijchod a y na sever, pocdtek
zvolime pro jednoduchost ve vyjchozim bodé (venkovském sidle SH). Jednotkovy vektor v jihovijchodnim sméru je
v= (1/\/5, —1/\@). Zndamé sklony ve sméru souradnych os jsou parcidlni derivace vysky terénu F,

OF
D, F (0,0) = OF (z.y) — 0.1,
Oz =0, y=0
OF
Dy F (0,0) = 2 @:9) = 0.05.
dy =0, y=0
Derivace ve sméru v je
0.1 0.05
D, F (0,0) = 2 0.106.

V2oV
Muze bijt prekvapivé, Ze je to jen o mdlo strméjsi neZ ve sméru na vychod.
V roviné je smér uréen jedinym tihlem ¢ € (0, 27) (méfenym od kladné poloosy 2 smérem ke kladné poloose y
atd.). Smérové derivace odpovidajici jednotkovému vektoru e (¢) = (cos g, sin ) ve sméru ¢ je

De(pyF' = (D1 F) - cosp + (D2 F) - sin .

Podobné v tifrozmérném prostoru lze libovolny smér uréit tfemi thly «, 8, € (0,7) (které dany smér svird
po tadé s kladnymi poloosami z,y,z). Smeérovd derivace odpovidajici jednotkovému vektoru e («,3,7v) =
(cosa, cos B, cosy) je

De(a,p,)F = (D1F) - cosa + (Do F) - cos f + (D3 F) - cosy.

Z funkce jedné proménné jsme zvykli, Ze spojita funkce nemusi mit derivaci, ale mé-li funkce v bodé derivaci,

musi v ném byt spojitd. Sta¢i ndm k tomu u funkei vice proménnych existence parcidlnich derivaci, nebo
potifebujeme vSechny smérové derivace? Kupodivu to je vSe maélo:
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Priklad 38. [Hambhalter, Tiser: Dif. p.| Mé&jme funkci

[ 1 proy=2a* x#0,
Fw,y) = { 0 jinak.

Ta nabjvd nenulovych hodnot (vesmés 1) podél paraboly s rovnici y = x*. Podél této paraboly, stejné jako v
poédtku (0,0), je nespojitd. Nicméné vsechny jeji smérové derivace v pocdtku jsou nulové, nebot podél kazdé
primky prochdzejici pocédtkem je nulovd s vyjimkou nejvyse jednoho bodu, ktery je v menulové vzddlenosti od
pocédtku.

Vidime, zZe ani vS8echny smérové derivace nedavaji dostatecnou informaci o chovani funkce v okoli bodu,
budeme potfebovat silnéjsi pojem.

3.4 Totalni diferencial

Doporucend literatura: [Hamhalter, Tiser: Dif. p, kap. 1],
nedoporucend: [Ayres, Mendelson)].

Piiklad 39. DW: ,Ted uZ chdpu, v jaké krajiné mdte své venkovské sidlo. Predpokldddm, Ze na bicyklu jezdite
smérem priblizné jihojihozdpadnim, po wvrstevnici.“ SH: ,Ano, presné tak.“ DW:  Nebo naopak severoseve-
rovijchodnim.“ SH: ,Co vds nemd, priteli! To nejde!* DW: ,Ale vidyt podle mapy je tam cesta, tedy Zddnd
houstina nebo moécdl.“ SH: ,V této mapé nejsou vyznaceny vrstevnice, takZe nevidite, jak strmd je to cesta.“
DW: ,Myslel jsem, Ze je také témeér vodorovnd! Kde jsem udélal chybu?“

Motivaci pro dalsi pojmy je linearizace funkce, tj. jeji pribliznd nahrada linedrni funkei v okoli néjakého
bodu.

Poznamka 40. Bohuzel, pojem linedarni md odlisny vyznam v matematické analyze a v linedrni algebre. V
matematické analyze je to funkce, jejiz graf je primka (v jedné proménné), rovina (ve dvou proménngch) atd. V
linedrni algebie se navic pozZaduje, aby nulovy prvek byl zobrazen na nulovy, tj. aby graf prochdzel poédtkem, po
pricteni nenulové konstanty se jiZ funkce nepovazuje za linedrni. To md dobry motiv: Linedrni funkce jsou ty,
které zachovdvaji linearni kombinace, tj.

Flax+by)=aF (x)+bF (y)

pro vSechna x,y € R", a,b € R. Pojem pouzZivany v matematické analyze se presnéji oznacuje afinni funkce
[Hambhalter, Tiser: Int. p.|, nebof zachovdvaji afinni kombinace, tj.

Flax+by)=aF (x)+bF (y)
pro vSechna x,y € R™, a,b € R takovd, Zea+b=1.

Stejné jako v jedné dimenzi umoznuje derivace vyjadrit rovnici teény ke grafu funkce, lze ve dvou dimenzich
vyjadiit te¢nou rovinu, v obecné dimenzi teénou nadrovinu. Dulezity rozdil je v tom, Ze tato aproximace nemusi
byt dobra ani v piipadé existence parcidlnich derivaci, jak jsme vidéli v piikladech a Je tedy dulezité
veédeét, kdy je linearizace v okoli bodu pouzitelnd.

Reseni (piikladu . Funkce
F(z,y) = Vry

se md vyhodnotit v bodé (999,4002). Snadno se pocitd v blizkém bodé F (1000,4000) = 2000. V jeho okoli lze
pouzit linearizact pomoct parcidlnich derivact

0 1
0 1

pro x # 0, y # 0; jinak jsou nulové.
D; F (1000, 4000) =1,

D, F' (1000, 4000) =

RNy
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1
F (999,4002) = 2000 — 142 - =1999.5.

Ve skutecnosti SH wvazoval relativni chyby, prond ¢initel se relativné zmendsil o tisicinu, druhy zvétsil o dvou-
tisicinu, soucin se zvétsil zhruba o dvoutisicinu, odmocnina snizi relativnd vliv na polovinu, tj. jednu ¢étyrtisicinu
vysledku. Chyby druhého tddu se budou od chyb proniho vddu lisit podobné, jako chyby pruniho rddu od visledku,
tj. budou zhruba tisickrdt mensi.

SH by tento postup nepouzil v okoli bodu (0,0), kde

F(0,0)=0,
D, F(0,0) =DyF (0,0) =0,
takze linearizace by vychdzela nulovd, zatimco napr.
F(1,2) = V2 =1.414.

Zduvodnéni, pro¢ zde linearizace selhdva, vyzaduje nasledujici pojem. Budeme pozadovat, aby odchylka od
ndhrady afinni funkei klesala se vzdalenosti , rychleji, nez vzdédlenost”, a to ve smyslu konvergence v R™.

Definice 41. Necht F: R* — R a b € R™. Pokud emistuje linedrni funkce dpF': R™ — R takovd, Ze

fo F(b+0) = F (b) — doF (v)

o530 Il =0, (5)

pak je jedind a nazgvd se totdlni (neboli uplny) diferencidl funkce F v bodé b. V tom pripadé tikime, Ze
funkce F mad diferencidal (neboli je diferencovatelnd) v bodé b.

Opét predpokladame, ze operator dp méa prednost pred vyhodnocenim funkce, tj.
dpF' () = (dp F) () .
Alternativni znac¢en{ [Hamhalter, Tiser: Dif. p.]:
dpF' = DF (b) ,
dpF (x) = DF (b) [x] .

VVVVVV

znaéni dF [Ayres, Mendelson)|.)

Norma v citateli v se v jednorozmérném piipadé redukuje na absolutni hodnotu. Stejnou definici (s
normou) lze pouzit i pro diferencidl vektorové funkce F': R™ — R™ (v ¢itateli je pak norma misto absolutn{
hodnoty). Mé-li funkce F' v bodé b diferencidl, pak ten je tak dobrou linedrni aproximaci, ze

Fb+v)—Fb)=dpF(v)+e(v),
kde funkce £: R™ — R klesd v poc¢atku 0 k nule ,,rychleji nez linearné* v nasledujicim smyslu:

L @)l

v=0 ol

Kromé toho dpF (0) = 0.
Nyni uz muzeme piredejit situaci z piikladu

Véta 42. Nechf F: R"™ — R a b € R". Jestlize je funkce F v bodé b diferencovatelnd, pak je v ném spojitd a
md vSechny smeérové derivace, a to

D, F(b)=dpF(v)=v1D1F++--4+v,D,F =v egrad F (b) .
Dikaz. Pro v#0:
Fb+tv)— F(b)

iy : Al =

F —F —dp F
iy [EO v D) (b) — dpF (tv)] vl =o0.
50 [t ||
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To znamena, ze smérové derivace lze urcit z diferencidlu, a ten je dan parcidlnimi derivacemi. Jejich znalost
staci, ale pouze pro diferencovatelné funkce.

Dusledek 43. Pro diferencovatelné funkce gradient uddva velikost a smér nejrychlejsiho riustu funkce v daném
bodeé.

Diikaz. Hodnota v e grad F' (b) je maximdlni, pokud jsou vektory v, grad F' (b) rovnobézné. O

Priklad 44. Pokracujme v prikladu[35 Ptdme se, kterym smérem je svah sklonén a jaky je jeho sklon. Oboji
pozndme z gradientu

grad v (0,0) = (D1v(0,0), Dav (0,0)) = (0.1, 0.05) .
Jeho wvelikost je

lgrad v (0,0)|| = 1/(—0.1)* +0.052 = 0.112 = 11.2%,

jednotkovy vektor ve smeéru gradientu je

gradv (0,0) . (—0.1, 0.05) .
= = (—0.893,0.446) .
llgrad v (0, 0)|| 0.112 ( ’ )

Gradient je orientovdn ve sméru nejrychlejsicho ristu a zde je to néco mezi severozdpadem a zdpadem, v uhlu
priblizné 2.678 rad = 153.4° od vyjchodu, coZ je azimut 296.6°.

Tvrzeni 45. Mad-li funkce v bodé spojité vSechny parcidlni derivace, md v ném diferencidl.

Reseni. (prikladu z pocdtku kapitoly) Na severovjchod od sidla se zvedd strmy skalnaty svah. Parcidlni derivace
toto mepostihuji. Jejich pouZiti smérem na jih vychdzelo, nebot tam lze terén popsat naklonénou rovinou, ale
z toho mic nevyplyvd o smérovych derivacich v jinych smérech, ani o jejich existenci. Ve zkoumaném bodé
neexistuje diferencidl vysky v.

3.4.1 Aplikace parcidlnich derivaci

Parcialni derivace ndm dovoluji napf. odhadnout, jak chyba v jedné proménné ovlivni vysledek vypoctu. Je-li
chyba mald, muzeme v jejim Taylorové rozvoji zanedbat chyby ¢leny vyssich fadu a chyba vysledku bude tmérna
chybé vstupni proménné, ptricemz koeficient imeérnosti je pravé parcidlni derivace podle této proménné.

Priklad 46. Obsah trojuhelnika lze stanovit z délek jeho stran a, b, c podle Heronova vzorce

S(a,b,c)=+/s (s—a) (s—b) (s—c),

kde
at+b+e

2

je polovina obvodu, po dosazeni

S(a,b,c):i\/(bfaJrc) (a=b+c)(a+b—c) (a+b+c).

Citlivost na zménu Aa v proménné a charakterizuje parcidlni derivace

0 (b* —a*+c?) a
Dls(a,b,c) = %S(a,b,c) = W,

S(a+ Aa,b,c) =S (a,b,¢) + Aa-D1S (a,b,c) ,
obdobné pro ostatni proménné,

2_b2 2 b
D»S (a,b,c) = gS(a,b, c) = u

b 8S (a,b,c)
0 (a2 + 52— 62) c
D = — -
35 (a,b,c) 805 (a,b,c) $5(a.b.0)
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Konkrétné pro a = 13cm, b = 1dem, ¢ = 15 e¢m dostaneme

S (13,14,15) = 84 cem?,

39
DS (13,14,15) = = = 4.875.cm,

coZ znamend, Ze chyba Aa = 0.13cm, tj. 0 1%, zpusob? chybu viysledku priblizné o
Aa-D;S(13,14,15) = 0.13 - 4.875 = 0.633 75 cm?
relationt chybu 0‘86% = 0.75%. Skuteénd hodnota
S (13.13,14,15) = 84. 63 cm?

je v dobrém souladu s odhadem.
Pro a = 28 em bychom vsak dostali

9
S (28,14,15) = i‘/551 = 52.815cm?,

1694

551 = —24.056 cm

takze chyba Aa = 0.13cm, tj. 0 méné nez 0.5%, zpusobi chybu vysledku priblizné o
AaDyS (28,14,15) = 0.13 - (—24.056) = —3.1273 cm?,

Skuteéna hodnota
S (28.13,14,15) = 49.548 em?

je v dobrém souladu s odhadem

5 (28,14,15) + Aa - D15 (28,14, 15) = 52.815 — 3.1273 = 49. 688 cm? .

V tomto pripadé je vsak relativni chyba 7532'_1821753 = —5.9%, narostla vice nez 10x. Pro tupotuhlé trojihelniky

je Heronuv vzorec velmi mepresny, coZ je Skoda, protozZe se jako jediny obejde bez mérend dhli i bez dalSich
konstrukcei, napr. stanovend vysky trojihelnika. (Povsimnéte si téZ fyzikdlnich rozméri jednotlivijch velidin.)

V piedchozim piikladu bychom mohli klast pfirozenou otazku, jak se zméni vysledek pfi malych zméndach
vSech vstupnich veli¢in. Bude to soucet vliva jednotlivych veli¢in?

Priklad 47. Pokracujme v pf'ﬂfladu (pivodnd zaddni s a = 13em). Jak se zménd obsah trojihelnika, jestlize
délky stran a,b,c zménime o Aa = Ab = 0.1cm, Ac = —0.1 em ? Pomoct parcidlnich derivaci dostaneme obecnyj
odhad

S(a+ Aa,b+ Ab,c+ Ac) =
= S (a,b,¢) + Aa-D1S (a,b,¢) + Ab-DsS (a,b,¢) + Ac-D3S (a, b, ¢) ,

po dosazeni
39
DlS (13, 147 15) = ? = 4.875 cm

33
DS (13,14, 15) = 2 = 4. 125 cm,

25
D35 (13,14,15) = = = 3.125em

dostaneme odhad

39 33 25
S(13.1,14.1,14.9) = §(13,14,15) + 0.1 - =+ 0.1+ = = 0.1+ = = 84. 588 cm?

v pomérné dobré shodé se skutecnou hodnotou

S (13.1,14.1,14.9) = 84.575 cm?.
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Priiklad 48. Odezou tlumeného oscildtoru s amplitudou A a whlovou frekvenci w lze chdpat jako funkci dvou
proménnych, ¢asu t a casové konstanty T:

F(t,7)= Ae™ coswt,
pro konkrétni hodnoty A =3V, w=10s"1,t=0.55, 7 =0.1s,
F(0.5,0.1) =5.7339 x 1073,

D F (0.5, 0.1) = 0.136 50,
Dy F (0.5, 0.1) = 0.286 70 .

Pro zménu vstupnich veli¢in At = 0.001s, AT = 0.002 s dostaneme odhad

F(t+ At,7+ A1) =F (t,7) + At - D1 F (t,7) + A7 - Do F (¢t,7)
= 5.7339 x 1073 + 0.001 - 0.136 50 4+ 0.002 - 0.286 70 = 6.4438 x 1073V,

skuteénd hodnota je
F(0.501, 0.102) = 6.4742 x 1073 V.

Pro 10x vétsi zmény At = 0.01s, AT = 0.02 s dostaneme odhad

F(t+At, 7+ A7) =5.7339 x 1072 4 0.01 - 0.136 50 + 0.02 - 0.286 70 =
=1.2833 x 1072V,

zatimco skutecnd hodnota je
F(0.51,0.12) = 1.6175 x 1072V .

Zde uz je odhad nepresny.

Priklad 49. Funkce
F(z,y) =2>+2y+zy

md pro x # 0, y # 0 parcidlni derivace

0 1 Jy
0 1 [z
DzF($7y)=@F($,Q)=2+§ v

Proxz =0, resp. y =0 je
2 ) y 9y ) y )

0
DiF(z,0) = —F(z,0) =0.
1 (.23, ) or (.23, )
Zkusme aprozimovat F v okoli bodu (1,2), kde
F(1,2) =V2+5=6.4142,

1
DlF(1,2):2+§\/§i2.7071,
1 /1.
DQF(1,2)=2+\/>:2.3536.
2 V2
Pro Ax =0.1, Ay =0.2:

F(1.1,2.2) =6.4142+0.1-2.70714+0.2-2.3536 = 7.1556,

ve skuteénosti
F(1.1,2.2) =7.1656.
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Zkusme aprozimovat F v okoli bodu (0,0):

F(0,0) =0,
D, F (0,0) =0,
DyF (0,0) = 2.

Pro Az =0.1, Ay =0.2:
F(0.1,02) =01-04+0.2-2=04,

ve skuteénosti
F(0.1,0.2) = 0.55142,

coz nent prilis uspokojivy vysledek. Ani pro 100x mensi zmény Ax = 0.001, Ay = 0.002 nend relativni chyba
podstatné mensi:
F(0.1,0.2) = 0.001 - 0+ 0.002 - 2 = 0.004,
F'(0.001,0.002) = 0.005415.

3.5 Diferencial a jacobian vektorové funkce

Necht F= (Fy,...,F) je funkce D — R¥ a b € R™ je vnitini bod jejtho definiéniho oboru D C R™. Pokud
existuje linedrni zobrazeni dp F': R® — R¥ takové, ze
F (b — F(b) — dpF
L IF (bt w) - F(b) — dF (0)]

v—0 [o ]

:07

pak je jediné a nazyvéa se totalni (neboli dplny) diferencial zobrazeni F' v bodé b. V tom piipadé iikdme, ze
zobrazeni F' ma diferencial (neboli je diferencovatelna) v bodé b, a plati

D.Fy (b) DoFi(b) --- DuFi(b)] [w
D1F2 (b) DQFQ (b) R DnFQ (b) (%)
de (U) = . . . : . )
Jr(b)

kde matice Jg (b) se nazyva Jacobiho matice zobrazeni F v bodé b. Pomoci ni lze linearizaci v okoli bodu b
pséat
Fb+v)~F(b)+dpF(v)=F(b)+ Jr(b) v .

Je-li Jacobiho matice ¢tvercova, jeji determinant se nazyva jacobian.
Ptipomenme, ze jak Jacobiho matice, tak jacobidn jsou funkcemi bodu v R™.

3.6 Parcialni derivace vyssich radu
Zavadime je obdobné, napi. 2. parcidlni derivace podle i-té proménné je
DiyiF (1'1,. .. ,{En) = DZDZF(.’El, e 71'»,1) =

. DZ'F(J?L...,J)Z‘+h,...,.’1}n)—DiF(l‘l,...7.’Bi,...7$n)
= lim .
h—0 h

Muzeme také postupné parcidlné derivovat podle ruznych proménnych, napf.

Di’jF(.’L‘h...,l'n) :DiDjF(LL'17...,$n) =
— lim DjF(xl,...,xi —|—h,...,a:n)—DjF(xl,...,xi,...,xn) )
h—0 h

(Pozor na pofadil)
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Alternativni znaceni:

0’F 0?
Di’iF(l'l,...,.’En) = W(wl,...,xn) = @F(ml,...,xn) 5

0?F 0?

DiiF (x1,...,20) = W(xla---axn) = WF(M,M,%) :
J ? J 7

Porad{ tzv. smisenych pacidlnich derivaci (podle riznych proménnych) se muze plést, nastést{ to mnohdy
nevadi:

Priklad 50. Vypoctéme parcidlni derivace operace délent, F (x,y) = r.
Y

D1F($ay):€% gzé’
DQF(%Z/):(% 22—57
D1,1F(%y)=a%22 520,
D272F(x,y):aay22 522%,
Do F (z,y) = 852(93/ gz —%7
Dy oF (z,y) = 8528x gz —é-

Priklad 51. Pokracujme v prikladu [/3,
F(t,T)= Ae+ coswt.

Parcidlni derivace vyssich 7ddu jsou napfr.
2
ot?

1 , t
-2 (A (costw) T +2ATw (sintw) e —AT2W? (costw) e‘?) ,

82
DQ’QF (t,’r) = ﬁF (t,’r) =
1

— = (At2 (costw) T _2AtT (cos tw) e_%) 7

Dl,lF(th) = F(th) =

D2’1F(t77'): F(t,T):

Dl)QF(t,T): F(t,T):

1 . . .
= (AT (costw) e™7 — At (costw) e” ™ — AtTw (sintw) e_?)

Rovnost poslednich dvou vyrazu (smiSenych derivaci v rizném poiad{) nenf ndhodn4:

Véta 52. Jestlize v okoli néjakého bodu je funkce F: R? — R spojitd a md spojité parcidini derivace Dy oF, Dy 1 F,
pak jsou si rovny.
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Drikaz. Podle definice je

D F k) —DiF
D271F(I’,y) — lim 1 (iﬂ,y+ ) 1 (Z,y) _

k—0 k
i L F(erh,erk)fF(:r,erk)—F(z+h,y)+F($7y)’
k—0 h—0 hik

Do F h — Do F
D172F (Qj,y) — lim 2 (I+ 7y) 2 (I7y) —

h—0 k
= lim lim F($+h,y—|—k)—F(z,y+k)—F($+h’y)+F(x7y).
h—0 k—0 hk

Oba vyrazy se lisi jen poradim limit. Podle predpokladu jsou zlomky na pravé strané spojité a libovolnou cestou
dojdeme ke stejné limité. O

Obdobn4d véta plati i pro smiSené derivace funkei vice proménnych.

Véta 53. Je-li funkce F': R™ — R v okoli bodu = spojitd a md spojité parcidlni derivace D;; F,D; ;F, pak jsou
St rovny.

Lze zavést téz diferencidly vyssich fadu, zalozené na aproximaci polynomem stupné vyssiho nez 1.
3.6.1 Laplaceuv operator

je soucet druhych parcialnich derivaci, napf. v trojrozmérném prostoru

A=D;;1+Dy2+ D33,
AF =D11F + Do oF + D3 3F.

Vyjadiuje
e 7 hustoty rychlost difuze,

e z potencidlu pole (elektrického, gravitaéniho) objemovou hustotu jeho zdroju (ndboju, hmotnosti). (Ma-
tematicky pojem potencidlu zavedeme pozdéji.)

3.7 Lokalni extrémy

Véta 54. Je-li funkce v bodé b diferencovatelnd a md v ném lokdlni extrém, pak v ném md nulové vsechny
parcidlni derivace.

Predchozi véta nepiekvapi, protoZe znamena, ze teénd nadrovina v lokdlnim extrému je konstantni funkce.
Nulovost parcialnich derivaci neni postac¢ujici podminkou. Stejné jako v jednodimenzionalnim piipadé zalezi
vyskyt lokdlniho extrému na derivacich vyssich fadu. Ve vicerozmérném piipadé se situace dale komplikuje.

Kromé toho nesmime zapominat, ze lokdlni extrém muze byt v bodé, kde funkce neni diferencovatelna.

3.8 Pojmy oblouk a krivka

I kdyz intuitivné chapeme, co chceme fici, neni snadné to matematicky definovat.

Oblouk je takovd mnozina C C R™, k niz existuje interval (a,b) C R a vzdjemné jednozna¢né zobrazen{
(=parametrizace) ¢: (a,b) — C, které md spojitou nenulovou derivaci. V krajnich bodech uvazujeme jedno-
stranné derivace ¢’ (a+), ¢’ (b—) a navic povolime, aby byly nulové. Tim je mj. vyjaddieno, ze oblouk je ,hladky*
a sdm sebe neprotind. Pfipomenme, Ze hodnoty funkce ¢ jsou vektory, stejné tak jeji derivace (podle jediné
proménné). Jejich nenulovost znamend, ze nejsou viechny slozky soucasné nulové. Kdybychom to totiz pripustili,
oblouk by nemusel byt hladky. Pfi pohybu bychom se mohli ,zastavit“ a pokracovat libovolnym smérem. To
dovolime, ale jen v kone¢né mnoha bodech v nésledujicim pojmu: Kiivka je takovd mnozina C C R™, k niz
existuje interval (a,b) C R, spojité zobrazeni (=parametrizace) ¢: (a,b) — C a rozklad intervalu (a,b) na
koneéné mnoho intervalt I, ..., I takovych, ze pro kazdé j € {1,...,k} je ¢ (I;) = {¢(t) |t € I;} oblouk.
Kiivka tedy vznikne tim, ze spojime za sebe koneéné mnoho oblouku. Bude uzaviena, jestlize ¢ (a) = ¢ (b).
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Kiivka se muze protinat (v libovolné mnoha bodech) a muzZe nespojité ménit smér v koneé¢né mnoha bodech.
Ve v8ech ostatnich bodech ¢ (t), ¢t € (a,b), piedstavuje derivace ¢’ (t) tecny vektor a

¢ (t)
1" ()]

jednotkovy tecny vektor ke kiivce ve sméru jeji orientace (ve sméru rustu parametru).

Uvedené pojmy se nepouzivaji jednotné, zde prebirame terminologii
[Hamhalter, TiSer: Int. p.] s jedingm rozdilem, Ze nepiipoustime uzavieny oblouk (ten lze vSak vzdy slozit ze
dvou oblouki). Casto se pro zde zavedeny typ kfivky pouzivé termin po ¢dstech hladka kiivka.

Kfivka muze mit vice parametrizaci. Ty vSak nemohou byt libovolné, lze je navzijem pievadét; ukazeme to
pro oblouk:

Tvrzeni 55 (transformace parametru). Necht oblouk C' C R™ md parametrizace @: {a,b) — C, : {¢,d) — C.
Pak zobrazeni h =~ o (a,b) = (c,d) je vzdjemné jednoznaéné a md na (a,b) spojitou nenulovou derivaci.
Spriuje ¢ = 1) o h, neboli

Vi € (a,b) i () = (h(1)) .

V predchozim tvrzen{ muze transformace h: {(a,b) — (¢, d) byt jednoho z nésledujicich dvou typu:
e rostouci, h(a) = ¢, h(b) =d,
o klesajici, h(a) =d, h(b) = c.

V prvnim piipadé nazyvame parametrizace ¢, 1 souhlasné, ve druhém nesouhlasné. Zalezi na tom, zda
pfi rostoucim parametru prochazime kfivku stejnym nebo opaénym smérem.

V piipadé uzaviené kiivky se mohou parametrizace navic lisit volbou poc¢atec¢niho bodu (rovného koncovému
bodu).

3.9 Derivace podél krivky

Predpoklddejme, ze se pohybujeme podél kiivky. Ptame se, jak se méni hodnota funkce vice proménnych.
Odpovéd nam dévaji smérové derivace ve sméru postupu. Ty lze obecné ziskat z gradientu.
Derivace funkce F': R™ — R podél kiivky C C R"™ s parametrizaci ¢: {(a,b) — C v bodé ¢ (t), t € (a,b), je

@' (t) e grad F (¢ (1))

tj. skalarni souc¢in gradientu a tecného vektoru ve sméru kiivky. Tento vyraz je definovan pro vsechny body
oblouku; pro kiivku mimo kone¢né mnoha bodu. Rozepsanim po slozkach dostaneme

@' (t)egrad F (¢ (t)) = (#1 (t),..., ¢, (1)  (D1F (@ (t)),...,DaF (¢ (1)) =
= () (1) D1F (@ (1)) + -+ ¢, (t) DuF (¢ (1)) -

Stejny vysledek dévéd derivace funkce F o ¢: {a,b) — R podle véty o substituci. MuZeme substituci provést
a derivovat funkci jedné proménné. Vhodnou volbou parametrizace lze docilit teény vektor ¢’ (¢) jednotkovy.
(Existuje pravé jedna takovd parametrizace souhlasnd s ¢ a pravé jedna nesouhlasnd s ¢. Pii nesouhlasné
parametrizaci by se zménilo znaménko.)

Nazorny vyznam: Pokud F' je vyska terénu, v némz se pohybujeme po kiivce s parametrizaci ¢, jejiz
proménnou je ¢as, pak

@' (t) e grad F (¢ (1))

je rychlost ve svislém sméru v zavislosti na ¢ase. Je zfejmé, ze pokud pfejdeme k nesouhlasné orientaci kiivky,
zméni se znaménko, protoze ze stoupani se stane klesdni a naopak.

Specidlnim pfipadem derivace podél kiivky je smérova derivace (podél pifmky) a parcidlni derivace (podél
pifmky rovnobézné s osou soutradnic).
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3.10 Numericky vypocet derivace

Pro¢ derivovat numericky, kdyz cokoli umime zderivovat symbolicky?
e Muze to byt pracné.
e Hledame snadnou alternativu.

e Ne vse je dano vzorci.
Pro¢ nederivovat numericky?

e Neni to prilis korektni — i ,,dobrd“ aproximace funkce (napf. dle Weierstrassovy véty) muze vést na Spatnou
aproximaci derivace.

e Musime ,,vhodné“ zvolit nenulovy konecny krok.

Princip i problémy pfedvedeme na jednodimenzionalnim piipadé.
Limitu

DF (z) = F' (2) :%ii%

F(z+h)—F(x)
h
muzeme odhadnout tak, Ze za h dosadime malé nenulové cislo.
Zavislost na ném vyjadiime funkci dvou proménnych

F(z+h)—F(z)
: .

T(xz,h) =

Ta vyjadfuje smérnici sec¢ny vedené body (z, F (z)), (z + h, F (x + h)), zatimco derivace je smérnice tecny v
bodé (z, F' (x)).
Osvédcuje se i symetricky vzorec

F(x+h)—F(x—h)
2h ’

S(x,h)=

coz je smérnice secny vedené body (z — h, F'(x — h)),(x + h, F (x + h)). A¢ jsou tyto body vzddlené v prvni
soufadnici o 2 h, chyba tohoto vzorce byva mensi.

e Piilis velky krok zpusobuje velké chyby metody.

e Pi{lis maly krok zpusobuje velké zaokrouhlovaci chyby (v citateli odéitdme dvé skoro stejné hodnoty,
vysledek délime malym jmenovatelem).
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4 Obecné poznamky o linearnich operatorech

O linearité zobrazeni hovoiime, pokud plati princip superpozice:

Utinek (=obraz) souctu vstupu je soucet uc¢inku (=obrazi) jednotlivych vstupa. Takovych piipadu je mnoho.
Jesté vic je téch, kde linearita neni zcela splnéna, ale slouzi k dobré ndhradé nelinedrniho systému. Piikladem
je v teorii elektrickych obvodu velmi oblibend linearizace v okoli pracovniho bodu.

Vzhledem k fyzikalnim omezenim malokdy byva zavislost linarni v celém rozsahu. Napi. neocekavame, ze
kdyz na vstup akustického zesilovace pfipojime 1kV misto 1 mV, ze vystupem budeme moci napéjet osvétleni
meésta. [ pfesto je linearizace uzite¢nym nastrojem.

Nés budou zajimat linedrni operdtory na prostoru funkci, zejména linearni zobrazeni, kterd funkcim na
(podmnozindch) R™ pfifazuji redlnd ¢isla. Takovych operdtori méme mnoho. Nejjednodussim piipadem je
operator Hy, ktery funkci pfirazuje jeji hodnotu v bodé b € R™,

Ten je samoziejmé linedrni, nebot
Hy(rF+sG)=(rF+sG)(b)=rF(b)+sG(b)=rHy(F)+sHp(G) .

Jakdkoli linedrni kombinace linedrnich operatoru je opét linedrni operator. Napi. muzeme zvolit body by, ..., by €
R"™ a ¢isla aq,...,ar € R a definovat linedrni operator

H(F)=ay F (b)) + - +a,F (by) .

Véha a; urcuje, nakolik hodnota F'(b;) ovliviuje celkovy vysledek. Podili se na ném jen hodnoty v kone¢né
mnoha bodech. Muzeme si v8ak predstavit pfechod k systému s rozprostienymi parametry, kdy vysledek urcuji
hodnoty podél tisecky, oblouku kiivky, plochy atd. Tomu odpovida piechod od sumy k integralu. Stejné jako
suma, i integral bude linearné zaviset na prislusnych funkcich.

I derivace je v tomto smyslu linearni.

U integralu mame jesté druhou dulezitou vlastnost. Pfedvedeme si ji na operatoru H. Rozdélme indexovou

mnozinu {1,...,k} na dvé disjunktni podmnoziny I, J a definujme operdtory
Hy(F) =Y a; F(b;),
jeI
Hy(F)=Y a;F(b)).
jedJ
Pak

H(F)=H;(F)+H;(F),

tj. H = H; + H;. Obdobny princip nds bude provézet i u integralu. Pokud integrujeme stejny integrand
pres dva disjunktni obory I, J, pak integral pres I U J bude soucet dil¢ich integrali. Analogicky vztah plati
pro libovolny spocetny pocet disjunktnich oboru. Této vlastnosti integrélu tikdme (spocetna) aditivita. Pro
nekonecéné mnoho oboru dostdvame vysledek jako soucet fady a pro jeji korektni definici je nutné, aby byla
absolutné konvergentni.

5 Integrace funkci vice proménnych

Jestlize v jedné dimenzi byla integrace inverzni operaci k derivovani, lze ocekdvat, ze tomu tak bude i ve vice
dimenzich. Klademe si tedy otdzku, jak najit funkci, zndme-li jeji derivace. Protoze ovSem méme vice pojmu
derivace, mame i vice otazek.

Integrovat budeme pouze funkce spojité nebo po castech spojité; tj. takové, jejichz definié¢ni obor lze
rozdélit na konetné mnoho Cédsti, na nichz je funkce spojitd. Zabyvat se budeme téméi vyhradné urcitymi
integraly, k pojmu neurcitého integralu najdeme analogii jen nékdy.

24



o’

5.1 Integrace parcidlnich derivaci, aneb co ndm o funkci (ne)fikaji jeji parcidlni
derivace

Hleddme funkci F': R? — R, pficemz zname jeji parcidlni derivaci podle (BUN prvni proménné, D1 F =
fi: R? = R. Dostaneme ji integraci podle této proménné:

FT%y)ZPWmmy%+/me&y)d6

(To je integrél podle jedné proménné.) K tomu jsme potiebovali hodnotu funkce F' ve vychozim bodé, ktery
mé stejnou druhou soufadnici. Hodnoty funkce F' jsou timto urc¢eny na ptimce R x {y}. Abychom uré¢ili
funkci F' i v dalsich bodech, potiebujeme ji znat v aspon jednom bodu pro kazdou hodnotu y. Bez pocatecénich
hodnot bychom dospéli k neur¢itému integralu

mezjﬁmwM+dw,

kde ,integracni konstanta“ ¢ (y) sice nezdvisi na integra¢n{ proménné x, ale muze byt libovolnou funkef y.
Vysledek z4visi na nekonéné mnoha parametrech c(y), y € R.
Obdobné miizeme vyjit z parcidlni derivace podle druhé proménné, Do F = fo: R? — R:

Yy
F(z,y) =F(z,y)+ [ fi(z.n)dn.
Yo
Potiebovali jsme hodnotu funkce F' ve vychozim bodé, ktery ma stejnou prvni souradnici. Hodnoty funkce F'
jsou timto uréeny na piimce {z} x R. Abychom uré¢ili funkci F' i v dalsich bodech, potfebujeme ji zndt v aspon
jednom bodé pro kazdou hodnotu z. Bez pocatecnich hodnot bychom dospéli k neurcitému integrélu

F@w:/ﬁmw@+wm,

kde , integra¢ni konstanta“ b (x) nezdvisi na integraéni proménné y, ale muze byt libovolnou funkef x.
Obdobneé lze integraci hledat puvodni funkei (vice nez 2 proménnych) z parcidlnich derivaci (podle libovolné
proménné). Pro uré¢ity integrél potiebujeme zndt hodnotu v aspoin jednom bodé pro vsechny mozné kombinace
ostatnich proménnych. V neurcitém integralu misto integraéni konstanty je libovolna funkce vsech ostatnich
proménnych (kromé té, podle které integrujeme).“
Zavér: Nepotiebovali jsme nic nového, ale také jsme nic moc nedostali.

5.2 Nasobné integraly

Vysledek integrace 1ze znovu zintegrovat. (Nebo integrandem muze byt dalsi integrdl.) S tim jsme se setkali uz
u funkei jedné proménné, dostavame operaci inverzni k druhé derivaci.
Priklad 56. Dwoji integraci zrychleni a podle ¢asu t dostaneme polohu s, aZ na dvé integracni konstanty,
ktergmi mohou bijt poédtecni rychlost vo = v (tg) a poédteéni poloha so = s (tg),

d2

a(t)=Du(t) = So) =DDs(0) = Trs5(),

S(t)250+/ttv(r)d7'=80+/t <vo+/t:a(u)du> dr =

0 to
t T
= 50 + vo (t—t0)+/ / a(u) dudr.
to Jt

0

Vzhledem k lokdlnosti proménnych v zdpisu integrdlu lze psdt i

t t t
s(t):so—i—/ o() dt = 5o+ o (t—to)—i—/ / a(t) di?
to to Jto

ale interpretace jednotlivych vyskyti t muzZe vést k chybdam.

Podobné muzeme pokracovat k vicenasobnym integralam.

U funkci vice proménnych mame dalsi moznost, integrovat postupné podle ruznych proménnych, ¢imz do-
staneme operaci inverzni ke smiSené derivaci.

?Bez tjmy na obecnosti.
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5.2.1 Dvojny integral pies obdélnik a Fubiniova véta

Piiklad 57. Hristée md byt vodorovné. V jaké visce md byt jeho povrch, aby materidl nechybél ani neprebyval?

Funkci G: R? — R miizeme povazovat za funkci prvnf proménné a druhou povazovat za parametr,

G(i,y) = 9011 (l‘) 9

jeji integral podle prvni proménné jako funkce horni meze je

[ eenac= o ©w-0,0.

kde @, (zo) = 0. Dals{ integraci ®,, (z) podle z bychom dostali pfedchozi pfipad, zndmy z funkce jedné proménné

(y zstava parametrem).
Integraci ®, (z) podle y bychom dostali funkci horni meze F': R? = R,

F(x,y>=/y:<1>n<x> dn:/y: (/w:c:(m) ds) an,

OF (x,y)
Oz Oy

splitujici
Di2F (z,y) =

F(ﬂfoyyo) =0.

=G (2,y),

Mohli bychom G také povazovat za funkci druhé proménné (s parametrem x) a integrovat napied podle

druhé proménné, pak podle prvni:

G(l‘,y) :wm (y) s
/ Glam) dy= | bu(n) dn=",(y)

Yo Yo
x x Y
P = [ v = [ (/ G (¢.) dn> d,
o Zo Yo
kde funkce F'* spliiuje
. PF* (x,y)
Do F™ (z,y) = Toyor G (v,y),
F* (l'o,yo) =0.

Piiklad 58. Funkci G (x,y) = xy? zintegrujeme napred podle pruni proménné v intervalu (0, ),

N R L 55 " m 2
G (z,y) de = zy’de = |=z°y = —y°,
0 0 2 =0 2

pak podle druhé proménné v intervalu (0,1),

1.2 2 1 2
™ i . ™
0 y=0

Tutéz funkci zintegrujeme napied podle druhé proménné v intervalu (0,1),

1 1 1 ! 1
/G(f&y) dy:/ zy’dy = {wy?’} =_-x,
0 0 3 y=0 3

pak podle prund proménné v intervalu (0, ),
™

/
Pozdéji ukdzeme, Ze rovnost vysledki

/01 (/OﬂG(m,y) d:v) dy:/oﬁ (/OlG(x,y) dy) dx:%Q

1 T 2
rdx = { xz] =T
6 =0

w|

neni nahodnd.
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Nagsli jsme operdtory inverzni k Dy 5, D21 (az na integracni konstanty, které byly urCeny pouzitim urcitych
integrélu, tj. volbou pocatecniho bodu). Vime ovsem, ze D12 = Dg 1, pokud jejich argument i vysledky jsou
spojité. To je v nasem piipadé splnéno, protoze jsme se omezili na integraci spojitych funkei (a integraci pres
uzavieny omezeny obor zustane spojitost zachovéna). Tedy

Do F™ (z,y) = G (2,y) = D12F (z,y) = D21 F (2,y) .
Pro z = xg nebo y = yo je jeden z integralt nulovy, vysledek rovnéz, tj.
F*(xuyO):F(xvyO):()? F*(xo,y):F(on,y):O

pro véechna x,y. Touto dodateénou podminkou jsou funkce F, F'* jednozna¢né urceny (za predpokladu spoji-
tosti G) a musf si tedy byt rovny, F* = F|

/( ij(E,n) ) dngyj (/;G(&n) ac) an

Toto pravidlo o moznosti zdmény pofadi integrace plati i za obecnéjsich predpokladu a nazyva se Fubiniova
véta. Zde jsme predpokladali spojitost funkce G na obdélniku obsahujicim v8echny zicastnéné body; je urcen
VrChOIY (:L'Oa yO) ) ($, y)

Poznamka 59. Dvé funkce F, F*, které maji stejné smisené derivace, tj. Do 1 F* = Do F', se mohou lidit o
libovolnou funkci x (ale nezdvislou na y) a o libovolnou funkci y (nezdvislou na x). Jejich rozdil je tedy tvaru

F*(,y) = F(z,y) =b(x) +c(y) -

Funkce b, ¢ zde hraji stejnou roli, jakou v jednodimenziondlnim pripadé plnila intergracni konstanta u neurcitého

integralu.
/ (/bdG@,n) dn) d«sz/bd (/:G(Em) dg) a

se oba vztahuji k obdélniku U = (a,¢) x (b,d) a jsou si rovny. To nds opraviiuje zavést novy pojem, dvojny
integral funkce G pfes obdélnik U, pficemz neni dulezité, ktery ze dvou uvedenych postupti pouzijeme. Mohli
bychom obdélnik dokonce rozdélit na obdélniky, v nichz bychom pouzili ruzné postupy.

Spocetnd aditivita integralu dovoluje rozsitit jej na spocetnd sjednoceni dvojrozmeérnych intervali (obdélniku),
tedy napf. na kruhy a na vSechny rovinné tutvary s definovanym obsahem. Déle pak dostavame dvojny integral
pfes neomezené mnoziny jako limitu integralu pfes jejich omezené podmnoziny, ovsem je potieba hlidat exis-
tenci ptislusné limity. Pokud integrand méni znaménko, potiebujeme absolutni konvergenci, tj. aby existovaly
integraly z jeho kladné i zdporné ¢asti a nebyly oba nekone¢né.

Pokud mé obdélnik jednu stranu nulovou (obdélnik degeneruje na dsecku), jeden z integralu je pres jediny
bod a tudiz (cely vysledek) nulovy. Z toho vyplyvd, Zze dvojny integrdl pies dtvar s nulovym obsahem (napf.
kiivku) je nulovy. Pokud tedy néjaky utvar pro dcel integrace vyjadiujeme jako sjednoceni obdélniku, nevadi,
pokud se prekryvaji jejich hranice.

//G(x,y)dxdy://GdS://G:/GdSZ/G,
U U U U U

kde dS = dx dy symbolicky vyjadruje element plochy prislusného utvaru.

Zaveér: Integrély

Poznamka 60. Znaceni:

Poznamka 61 (geometricky vyznam dvojného integralu). Dvojny integrdl nezdporné funkce G pres itvar U je
objem télesa pod grafem funkce G na oboru U. Lze jej také interpretovat jako hmotnost utvaru U, je-li plosnd
hustota ddna funkci G.

Specidlné pro G = 1 dostdvame obsah utvaru U .

Zvolime-li soutadnice tak, Ze pudorys hiisté je (xo,x1) X (Yo,v1), a funkce G popisuje vysky terénu pred
dpravami, pak obsah hiisté je (x1 — xo) (y1 — yo), objem télesa pod grafem funkce G je (fml G (z,y) d:z:) dy
a hledand vyska v je prumérnd viyska terénu, tj.

F(z1,y1) (fxl G (&n) dﬁ) dﬂ.

U e —w0) (i —w0) <x1 —0) (41 — %)
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Postup z odvozeni by vedl i na vyraz

. F*(eny)  Ja ( w G (&) dn) d¢

(z1 —z0) (¥1 — Y0) (1 —20) (y1 — o)

ktery must byt stejny (z povahy dlohy i z Fubiniovy véty), v* = v.

5.2.2 Jak znacit nasobné integraly

Narazime na dal$i nejednotnost ve znaceni. Mame-li dva do sebe vnofené integraly, napf.

_/_IOO </_:f(u,v)dv) du,

obvykle bychom chtéli vynechavat zavorku. Jesté vic takovéa potieba vynikne u vicendsobnych integréla, napf.

/_; </_Z"'</_Zf(u17...7un)dun)...duz> du; .

Pak je otdzka, v jakém potfadi mame psat diferencidly na konci zapisu. V literatuie se setkdme s obéma
moznostmi. Napf. [Apl. mat., Rektorys: Co je, [Navara: PMS| pouzivaji znaceni

/; </:f(u,v)dv) du/;/yoof(u,v)dudv,

/ (/ (/ nf(uh...,un)dun)...duz) du; =
:/ / / nf(ul,...,un)dulduQ...dun,

motivované ziejmeé tim, Ze cely zdpis chdpeme jako symbol pro jeden vicendsobny integral (pfes oblast, kterd
by mohla byt i obecnéjsi nez zde pouzity soucin intervali) ndsledovany integrandem a vyctem vSech dife-
renciali opét ve stejném (logickém) pofadi. Ovsem pocitacové algebraické systémy (napi. MuPAD) ndm takovy
zapis obvykle nedovoli a pozaduji, abychom napted dokonéili zapis vnitiniho integrdlu. Proto zde, stejné jako
v [Hambhalter, Tiser: Int. p.], budeme pouzivat konvenci:

/_; (/_yoof(u,v)dv> duz/j}o/—yoof(u,v)dvdu,
/; (/_:,.(/:f(ul,...,un)dun>...duQ) duy =
/Z/Z"-/Zf(ul,...,un)dun...dUQdul.

17 1 7 1 7
/ / udvdu:/ </ udv> du:/ Tudu = -,
o Jo 0 0 0 2

17 1 7 1
/ / vdvdu:/ </ vdv) du:/ gduzg.
o Jo 0 0 o 2 2

5.2.3 Vypocet dvojného integralu

Napi.

Zapis

/ GdS

U
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vyjadiuje, ze dvojny integral zavisi pouze na integrandu G a tutvaru U, pies ktery integrujeme, nikoli na

konkrétnim postupu, jak to udéldme (dvoji integraci podle jednotlivych proménnych). Pro pocita¢ové zpracovani

vsak musime popsat ttvar U, typicky pomoci funkci, jejichz grafy jej vymezuji. Casté jsou nasledujici 2 pifpady:
1. Najdeme funkce uy,us, u1 < ug, takové, ze

U={(z,y) eR? |y € (u1 () ,uz (z)), z € (a,c)} .

MuZeme integrovat napted podle y, pak podle z (na némz zavisi meze vnitiniho integralu):

¢ pus(x)
/ / G (z,y) dydx.
a Jui(z)

2. Najdeme funkce ui, us, uy < ug, takové, ze

U:{(I,y) €R2 |g§€ <u1 (y)aUQ(y»a NS <bad>} .

MuZzeme integrovat napted podle z, pak podle y (na némz zavis{ meze vnitintho integrélu):

d  pua(y)
/ / G (z,y) dedy.
b Jui(y)

Poradi integrace zde nelze ménit proto, ze meze vnitiniho integralu mohou zaviset na integra¢ni proménné
vnéjsiho integralu.
Cviceni 62. Nékteré dtvary (nejen obdélniky) lze popsat obéma wvedenymi zpusoby. Najdéte priklad.
Piiklad 63. Necht

INT2-2

G (z,y) =2y
a U je horni polovina jednotkového kruhu se stredem v pocdatku. Matematické vyjadient
U={(z,y) eR? |2*+¢y* <1, y >0}
ndm sotva néjaky pocitacovy systém prijme jako integracni obor. Musime sami predepsat, jak maji souradnice

probihat vsechny body tohoto utvaru.
Pro dané x € (—=1,1) patii do U dusecka, pro niZ y € <O, V1-— x2>,

U={(91:,y)€]R2|yE<O7 1—902>7 x€<—171>}

a muzeme integrovat napred podle y, pak podle x:

1 V1—x2 1 1 ) 1 A 2
/_1/0 (v,y) dydz /_1<2x 2x> T= Iz

Pro dané y € (0,1) patri do U dsecka, pro niz x € <—\/1 —y2 /11— y2>,
U= {(x,y) eER? |z € <—\/1—y2,\/1—y2>, y € (0,1)}
a muZeme integrovat napred podle x, pak podle y (na némz zdavisi meze vnitrniho integrdlu):
1 /192 1o 9
/ / G(x,y)dxdy:/ gy(l—yQ)\/l—y2dy:1—5.
0 J—y/1—y2 0

Daleko jednodus$si popis mnoziny U bychom dostali v poldrnich soutadnicichr,y, kde x = r cos p, y = r sinp:

{(r,gp) ER? | pe(0,n), rc (O,1>} .

V poldarnich souradnicich dostdvame obdélnik, coZ je pro integraci ten nejjednodussi pripad. Nicméné je problém
v tom, Ze ,o0bsah plosného elementu® drdy je umérny r. To musime napred zohlednit substituci a teprve pak

vypocitame integrdl, ktery bude tvaru
I 1
/ / H (r,p) drde,
o Jo

kde integrand H (r, @) dostaneme substituct, pri niZ v G (z,y) nehradime x,y novgmi proménnymi r, .
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5.2.4 Linearni substituce v dvojném integralu

Soufadnice z, y vyjddiime pomoci jinych soufadnic u, v, zobrazenych (prozatim linedrn{) transformaci soufadnic
T:R? - R?,

x| T (u,v)
o =Twn= 300

(Nékde znacime dva argumenty v zdvorce, nékde jako sloupcovy vektor.) Protoze (u,v) = u (1,0) + v (0,1), pak
je-li T linearni, muzeme psat

Ty (u,v) =uTy (1,0) + 0Ty (0,1)
T3 (U,U) =uTs (1,0) +v1s (071) )

v maticovém tvaru

Jr

1) - D1T1 DQTl
].) - D1T2 DQTQ

je Jacobiho matice zobrazeni T'. (Argument u Jr (u,v) zde vynechdvdme, nebof na ném nezalezi, Jr je
konstantni.)
Obdélnik V', ktery m4 jeden vrchol (u,v) a strany délek h, k rovnobézné se souradnymi osami,

_Jlu+sh
=l

_ [T (1,0) T3 (0,
Jr = {Tg (1,0) T3 (0,
(

ste ).
mé obsah h - k. Zobrazi se na
TWV)={T(u+sh,v+tk)|ste(0,1)}=

= {T(u,v)+JT' [iﬂ st € <0,1>} ’

coz je rovnobéznik, jehoz strany popisuji vektory

i

T
T
Jr - {O] =k {;;

Obsah rovnobéznika T (V') je
hk |det Jr| ,

kde det Jr je jacobian. To vyplyva z nésledujiciho lemmatu:

Lemma 64 (geometricky vyznam determinantu). Obsah rovnobéinika, jehoZ strany jsou vektory a = [Zl] ,

2
I
b= [bz],]e

aq bl
det L‘Q bJ

Diikaz. V trojrozmérném prostoru je to jedina nenulovd slozka vektorového soucinu (a1, as,0) x (b1, b2,0) a ta
ma piislusny vyznam.

Kdo to nevi, muze si to odvodit:

Podle sinové véty je obsah rovnobéznika (=dvojndsobek obsahu trojihelnika se stranami a, b)

[lall [[B]] siny,
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kde v = Z(a, b). Pievedeme sinus na kosinus, ktery souvis{ se skaldrnim sou¢inem:

2
siny = /1 —cos?vy = \/1— (a.b> .

[lal| 1/0]|

Dostdavame obsah ve tvaru

[lal[ [1b]| siny = [|a]| ||b]| \/ || T ||b||> \/Ilall [bII* — (aeb)® =

= \/ a} +ad) (b3 +03) — (a1 by +azby)® =

—\/ bz+a2b%—2a1a2b1b2:

(a1 b2 — az b1)2 = |a1 b2 — a2 b1| .

Pozndmka 65. [ znaménko prislusného determinantu md vyznam, urcéuje orientaci bdze z vektori a,b.
Pokud je determinant nulovy, jsou vektory a,b zdvislé a obsah degenerovaného rovnobéznika nulovy.

Transformaci{ T' se obdélnik o obsahu hk zobrazil na rovnobéznik s obsahem hk |det Jr|, tj. |det Jp| x
vétsim. Pritom obsah utvaru je integral z konstanty 1 pfes tento ttvar.

V tomto pomeéru se zménil i dvojny integral, protoze spojitou funkci lze (z hlediska integralu) libovolné
presné aproximovat po ¢astech konstantni funkei.

5.2.5 Obecna substituce v dvojném integralu

Omezime se na piipad, kdy transformace T je diferencovatelna. Pak v okoli bodu (u, v) nahradime T pomoci
diferencidlu, resp. Jacobiho matice:

Twu+shv+tk)~T (u,v)+ Jr (u,v) - [‘;Z} .

Obdélnik V se zobrazi ptiblizné na rovnobéznik
TV)={T(u+shv+tk)|ste(0,1)}=

~ {T(u,v)—l—JT(u,v)- [jg] site <071>} :

jehoz obsah je |det Jr (u,v)| x vétsi. Pro h — 0, k — 0 bude tato aproximace dostatetné pfesnd pro odhad
obsahu.

Véta 66 (o substituci v dvojném integralu). Je-li T prosté diferencovatelné zobrazeni na itvaru V a G je
funkce, kterd md na T (V') spojité obé proni parciding derivace, pak

// z,7) da:dyf// ) |det Jr (u,v)| dudv.

(V)

Substituce polarnimi souradnicemi
Transformace z polarnich soutradnic r, ¢ do kartézskych soutadnic x,y je

x|  |rcose
{y} o {r sin (p} T(re) .-
Souradnice r € (0, 00) je euklidovskd vzddlenost od pocédtku, ¢ € (0,27) je thel (,azimut“). Jacobiho matice je

[cos @ —rsin @]
Jr=| .
singp T cosep
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a jacobian
det Jp =7 cos®> p +rsin® p =1,
v souladu s o¢ekavanim, ze ,,plocha elementu“ dr dy je tmérna r.
Je-li V utvar v polarnich soufadnicich r, ¢, pak integrédl funkce G pres jeho obraz v kartézskych soufadnicich

je
//G(x,y) dxdy://G(r cosp,r sing) rdrde.
1%

T(V
e INT2-3
Priklad 67. Pomoci poldrnich soufadnic vyresime priklad[63):

3

G (z,y) =2y = (r coscp)2 rsingp = 3 cos® p sinp = G (T (r,p))

™ 1 ™ 1
//G(x,y) dxdyz/ / rG(T (r,¢)) drdcp:/ / r* cos? ¢ sinpdrdp =
o Jo o Jo

(V)
™ 1
:/ (/ r4d7"> cos? ¢ sinpdyp =
0 0
I e 12 2
:5/0 coszgasingodga:g/_1u2du:g§:1—5,
kde jsme v jednoduchém integrdlu pouzili substituci u = — cos .

5.2.6 Trojny integral

Podobné jako u dvojného integralu lze pokracovat v libovolné koneéné dimenzi, dostaneme operaci inverzni ke
smiSené parcialni dericaci podle vsech proménnych.
Spojitou funkci G: R? — R mizeme integrovat pies kvadr postupné podle jednotlivych soufadnic,

(L ([ otnon) e

Na pofadi integrace nezalezi, a to podle Fubiniovy véty i podle toho, ze hleddme spojitou funkci F': R® — R
takovou, ze
G = D1,2,3F7

kde Dy23 = Di32 = ---. Opét pomoci aditivity zobecnime tento pojem na libovolné spocetné sjednoceni
trojrozmérnych intervali (kvadri), tedy napf. na koule a na vSechna prostorova télesa s definovanym objemem,
i na neomezend télesa, pokud piislusna limita je absolutné konvergentni.
Poznamka 68 (interpretace trojného integrélu). Trojny integrdl z nezdporné funkce G lze opét chdpat jako
(¢tyrrozmeérny) objem télesa pod grafem funkce G na trojrozmérném integracnim oboru U, to vsak neni prilis
ndzorné. Lze jej také interpretovat jako hmotnost télesa U, jehoZ hustota je dana funkci G.

Specidlné pro G = 1 dostdvame objem télesa U.

Trojny integral pres téleso s nulovym objemem (napf. plochu nebo kiivku) je nulovy.

Poznamka 69. Znaceni:

/U//G(x,y,z) dxdydz:/U/ GdV:/U//G:U/GdV:U/G,

kde dV = da dy dz symbolicky vyjadriuje element objemu prislusného dtvaru. (Nekdy se pouZivd jen jednoduchy
znak integrdlu s tim, Ze z kontextu je ziejmé, Ze se integruje pres objem.)

Pro vypocet potiebujeme obvykle obor integrace rozdélit na c¢ésti, které lze popsat pomoci funkci mensiho
poctu proménnych, takze dostaneme integral napi. ve tvaru

b us(z) v2(y,z)
/ / / G (z,y,2) dz | dy | dz,
a ui(z) v1(y,z)

kde funkce jedné proménné u, us a funkce dvou proménnych v, vo vymezuji mezi svymi grafy integracni obor.
Pak jiz nelze ménit pofadi integrace, nebof na integraénich proménnych zavisi meze vnitinich integralii.
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5.2.7 Obecna substituce v trojném integralu

Linedrn{ transformaci{ T': R3 — R? se trojrozmérny interval (kvadr) zobrazi na rovnobéznostén, jehoz strany
jsou dény sloupci piislusné Jacobiho matice Jr a jehoz objem je |det Jr| x vétsi. (Znaménko jacobidnu uddvd
kladnou, resp. zdpornou orientaci bdze vytvorené ze sloupci Jacobiho matice.)

Pro obecnou diferencovatelnou transformaci T': R?* — R? dostaneme analogicky vysledek jako ve dvoj-
rozmérném piipadeé:

Véta 70 (o substituci v trojném integrélu). Je-li T' prosté diferencovatelné zobrazeni na télese V- a G je funkce,
ktera md na T (V') spojité viechny parcidlni derivace, pak

///G(x’y’z) dedydz = ///G(T(u,v,w)) |det J (u, v, w)| dudvdw.
1%

T(V)

Substituce cylindrickymi souradnicemi
Transformace z cylindrickych soutadnic 7, ¢, z do kartézskych soutradnic z,y, z je

z T COS (P
yl = [rsinp| =T (r,p,2) .
z z

Soufadnice r € (0,00) je vodorovnd vzdélenost (euklidovskd vzddlenost prumétu do roviny ay) od pocétku,
¢ € (0,2m) je thel prumétu do roviny xy (,azimut®), soufadnice z ma puvodni vyznam (,vyska®). Jacobiho
matice je
cosp —rsing 0
Jr=|sing rcosp 0
0 0 1
a jacobian
det Jp =7 cos®> p + 7 sin® p =1,
v souladu s otekdvanim, Ze ,objem elementu“ dr dy dz je tmérny r.
Je-li V ttvar v cylindrickych soufadnicich r, ¢, z, pak integral funkce G pres jeho obraz v kartézskych

soufadnicich je
///G(m,y,z) dzdydz = ///G(T(T,%z)) rdrdedz.
v

(V)

Substituce sférickymi souradnicemi
Transformace ze sférickych soutradnic o, ¢, 8 do kartézskych souradnic x,y, z je

x o sinf cos
y| = |osinfdsing| =T (o,,0) .
z o cosf

Soufadnice p € (0, 00) je (sikmé) euklidovskd vzddlenost od pocatku, ¢ € (0,2 ) je hel prumétu do roviny xy
(,azimut“), 6 € (0,7) je tihel od osy z (,svislice®). Jacobiho matice je

sinf cospy —psinf sing o cosf cosp
Jr = |sinf singy psinf cosyp o cosf sinp
cos 6 0 —p sind

a jacobidn
det Jp = 0? sinf .

Jelikoz 6 € (0, ), je i tento determinant vzdy nezdporny.
Je-1i V téleso ve sférickych soutradnicich g, ¢, 6, pak integral funkce G ptes jeho obraz v kartézskych souradnicich

je
///G(:c,y,z) dxdydz/v//G(T(g’%o)) o sinfdodypdd.

T(V)
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Piiklad 71. Zintegrujeme funkci G (z,y,2) = 2% pres jednotkovou kouli se stiedem v pocdtku.
1. Primo v kartézskych souradnicich:
Vi=z2 1 —y —z2 Vi—z2
/ / / z dxdydz—/ / 22241 — 22 —y2dydz =
Vi—z2 1 y —22 Vi=z2

4
_ 2\ . —
—[1 (1 z)dz 7

V integralu podle y byla vyuzita goniometrickd substituce obdobnd pouziti jingch souradnic, které ukdiZeme
ddle.

2. 'V cylindrickych souradnicich:

1 V1—-22 27w 1 V1—22
/ / / zzrdgodrdz:/ / 2n 22 rdrdz =
-1J0 0 -1J0

! 4
:/ 722 (1722) dz=—nm
1 15

3. Ve sférickych souradnicich: z = g cos#,

1 ™ 2m 1
/ / / (0 cosB)® ¢® sinfdpdfdp / /
o Jo Jo 0

1
//27rg COSH) sinfdfdp =

0 Jo

1
4
[ tegaetn
3 15

27
/ (cos)? sinfdpdfdo =
0

(=)

o

Integrdl podle 6 byl resen substituci — cos = u.

Zaveér: Néasobné integrily pfevadime na vice jednoduchych. Pfitom musime sami najit popis potiebnych
mezi, pripadné rozklad integracniho oboru na vice disjunktnich podmnozin. Mnohé piipady usnadni vhodna
substituce, tj. volba souradnic.

Poznamka 72. Nasli jsme (v mezich moznostt) operdtory inverzni k D1,D2,D1.1,D22,D12,D21,D1,233, ..
¢imz jsme zjevné nevycerpali vSechny moznosti, napt. operdtor inverzni k Dy 29 atd.

s

5.3 Krivkové integraly druhého druhu

Hledejme operaci inverzn{ ke smérové derivaci, resp. derivaci podél kiivky. Smérové derivace (a parcidlni derivace
jako jejich specidlni pifpad) dévajl moznost stanovit derivaci funkéni hodnoty, pohybujeme-li se podél néjaké
kiivky. Nyni klademe opacénou otdzku: Jak ze znalosti smérové derivace podél kiivky stanovit puvodni funkéni
hodnoty? Samoziejmé piedpoklddame, Ze zndme funkéni hodnotu v pocateénim bodé, nebot derivace ndm
vypovida jen o jejich zménach.

Jestlize derivace podél kiivky se nakonec redukovala na derivaci podle jediné proménné (parametru kiivky),
méme tim i odpovéd, jak bude vypadat opaéné operace, totiz integral podle jediné proménné. Je tedy ziejmé, co
mame udélat. Vysledkem budou hodnoty puvodni funkce podél ptislusné kiivky. Problém je, ze ve vice dimenzich
se do stejného koncového bodu lze dostat vice cestami, a kdybychom dostali ruzné vysledky, neméli bychom
jak vybrat jediny spravny. Postup bude mozno uplatnit jen tehdy, jestlize vysledek nezavisi na integracni
cesté. Vektorové pole s touto vlastnosti se nazyva potencialni. To je ekvivalentni s pozadavkem, ze integral
pres uzavienou krivku je nulovy.

Poznamka 73. Duvod je ndsledujici: Jestlize integrujeme podle krivek p,q a chceme porovnat visledky, pak
miZeme projit po krivce p, vrdtit se po ni a projit po kiivce q. Vijsledek lze interpretovat bud tak, Ze jsme prosli
po krivee q (a predtim si zadli po p tam a zpdtky, bez vlivu na visledek), nebo Ze jsme prosli po krivee p a pridali
uzavrenou krivku.
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Poznamka 74. Kromé pojmu potencidlni se pole s podobnymi vlastnostmi nazyvd téZ konzervativni nebo
nevirové. Tyto pojmy se v podrobnostech lisi, ale shoduji se napr. pro pole, kterd jsou spojitd na otevieném
kruhu nebo obdélniku.

Integrujeme vektorovou funkci (vektorové pole) f = (f1, f2) = grad F' podle jediné proménné, kterou je
parametr kiivky C' s parametrizaci ¢ (t), t € (a,b). Vysledkem je

b
/ @' (t)e f(p(t) dt=F(p (b)) - F(p(a),

nebot integrand vznikl derivaci funkce F o ¢ (jedné proménné) podle véty o substituci.

Skalarni pole F' takové, ze f = grad F, se nazyva potencial vektorového pole f. Je urcen jednoznacéné az
na pri¢teni konstanty. Je zobecnénim neurcitého integralu funkce jedné proménné.

Pokud by obecnéji (po ¢dstech spojité) vektorové pole f nebylo gradientem néjakého skaldrniho pole, integrél
podle kiivky lze vypocitat stejnym zpusobem, ale neni nezavisly na integraéni cesté a nemd uvedeny vyznam;
nazyva se kiivkovy integral druhého druhu

b
[ e e

Alternativni znaceni: [, f e ds, kde ds = ¢/ (t) dt.
fc fidx + fody vyjadiuje, ze f1 integrujeme ve sméru x, fo ve sméru y; integrand vznikne symbolickym
skaldrnim soucinem (f1, f2) o (dz, dy).

Poznamka 75. Interpretace: Je-li f sila, pak krivkovy integrdl druhého druhu uddvd prdci pri pohybu podél
prislusné krivky. Je-li sila zpusobena potencidlnim polem, dostaneme rozdil potencidli.

Véta 76. Krivkovy integrdl druhého druhu nezdvisi na volbé shodné parametrizace kiivky. Pri prechodu k ne-
shodné parametrizaci kiivky se znaménko krivkového integrdlu druhého druhu zméni v opacné.

Diikaz. Diikaz staéi provést pro oblouk C' C R™. Necht m4 shodné parametrizace ¢: {a,b) — C, 1: {c,d) — C.
Pak rostouci zobrazeni h = ¢~ ' o: (a,b) — (¢, d) je vzéjemné jednoznaéné a mé na (a, b) spojitou nenulovou
derivaci. Spiuje @ (t) = ¥ (h(t)), ¢’ (t) = W (t) ¥’ (h(t)), h(a) = ¢, h(b) = d. Pomoc{ substituce h(t) = u
dostavame

b b
[ emesema= [ wownweswno)d-
— [ s @) du.

P1i neshodné parametrizaci kiivky se zméni znaménko skaldrntho souc¢inu. O

Priklad 77. Zdvazi je na obvodu kola, které se odvaluje po ose x. Gravitacéni pole pisobi ve sméru zdporné
poloosy y. Vypoctéme prdci, kterou je treba vykonat, aby se zdvazi dostalo z nejnizsi do nejuyssi polohy. (Ostatni
stly, zpusobené valenim kola a trenim, zanedbdvdme.) Polomér kola r zvolime (BUNQO) jednotkouvy.

Reseni. Zrejmé nezdlezi na (1ihlové) rychlosti valeni kola, zvolime ji (BUNO) rovnomérnou a jednotkovou,
zacneme (BUNO) v pocdtku; dostaneme rovnici cykloidy

v = (t) =t—sint, D"Ol(t):jditc:@
Y=o (t)=1—cost, Doy (t) =W =

kde t € (0, 7). Pusobime proti sile umérné (0,—1), tj. ve sméru vektoru (0,1); prdce je imérnd vjrazu

/(0,1)0(lfcost,sint) dt:/ sintdt =2,
0 0

coz je rozdil y-ovyich souradnic poédteéniho a koncového bodu, nebot pole s gradientem (0,1) je F (z,y) =y +c,
kde ¢ je konstanta.
Konstanta imérnosti je tiha zdvaZi (zahrnuje i intenzitu gravitacniho pole).
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Piiklad 78. Integrujte pole f(x,y) = (x+y,y —x) od bodu (1,1) do bodu (4,2) podél (a) isecky spojujici
koncové body, (b) paraboly s rovnici x = y?, (¢) lomené édry s vrcholy (1,1),(1,2), (4,2).

Reseni. (a) Usecka md parametrizaci napi. @ (t) = (1+3t,1+1), t € (0,1), ¢’ (t) = (3,1),
/lcp'(t)of(go(t)) dt:/1(3,1).((1—1—37&)+(1+t),(1—|—t)—(1+3t)) dt =
0 0
:/1(3 (2+41) — 2t) dt:/1(6+10t) dt =11.
0 0

(b) Zde se nabizi parametrizace ¢ (y) = (y*,y), y € (1,2), ¢’ (y) = (2y,1),
2 2
/1 @' (y) o f (¢ (y)) dy:/1 2y, 1) e (y* +yy—y®) dy =

/12 2y (" +v) + (y—v?)) dy=
4

2 3
:/1 (y+ > +2¢°) dyz;.

(¢) Nejprve integrujeme druhou sloZku podle druhé proménné, pak proni slozku podle pruni proménné,
2 4 2 4 1 97
/ fo(1,y) der/ f1(z,2) dm:/ (y—1) dy+/ (x+2) de = §+? =14.
1 1 1 1
5.3.1 Co musi splinovat gradient

Hledame ke gradientu piislusny potencidl. Jelikoz potencidl je v kazdém bodé urcen skaldrem a gradient vekto-
rem, mame duvod se domnivat, Ze ne kazdé vektorové pole je gradientem néjakého skalarniho pole, tj. nemusi mit
potencial. I kdyz tato argumentace v nekonetnérozmérném prostoru funkci neni dostatecénd, zavér je spravny.
Jen nékterd vektorovd pole maji potencidl. (Zatimco vSechny diferencovatelné skalarni funkce maji gradient.)
Pokud potenciél existuje, je jednozna¢ny a dostaneme jej integraci po libovolné cesté vnitfkem oboru, v némz
je prislusné vektorové pole spojité. Pokud to obor dovoluje, mohli bychom postupovat i ve sméru kartézskych
soufadnic. V dvojrozmérném piipadé se lze z bodu (a,b) do bodu (¢, d) dostat ve sméru soufadnych os dvéma
zékladnimi zpisoby, bud’ napfed ve sméru prvni osy do (c, b), nebo napfed ve sméru druhé osy do (a, d). Tomu
odpovidaji nésledujici vyrazy (trividlni parametrizaci vynechdvéme):

c d d c
/ £ (8,5) dt+/ fo (e, ) du:/ fo (a,u) du+/ £ () dt. (6)
a b b a
Muzeme si piedstavit, ze funkce f1, fo vznikly integraci svych derivaci D f1, D1 f2 podle piislusnych proménnych:
d
fultd) = ()= [ Dafi () du.
b
fole) ~ folauw) = [ Difaltu) at.
Pak 1ze rovnici @ upravit nasledovné:
c c d d
/ £ (t,d) dt—/ £ (8.) dt:/ fo (e ) du—/ fo (ayu) du,
a a b b
c d
[ e -new)a= [ (e - falaw) d.

a b

/ac/bdszl (t,u) dudt/bd/:leQ(t’u) dt du .
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V obou ptipadech integrujeme pfes stejny obdélnik, jen poradi integrace se lisi, ale podle Fubiniovy véty na
ném nezdlezi, pokud jsou funkce Dy f1, Dy fo spojité.

/ac /bdD2f1 (t,u) dudt = /ac /bdD1f2 (t,u) dudt,
/: /bd (Do fy (t,u) — Dy fo (t,u)) dudt =0.

Funkce Dafi (t,u) — Dy fo (t,u), jejiz integrél pies libovolny obdélnik je nulovy, musi byt nulovéd skoro vsude
(tj. az na mnozinu nulové miry, napf. spocetné mnoho bodu). Tedy je-li vektorové pole f gradientem néjakého
skaldrnfho pole F' (potencidlu pole f), pak

Do f1 (t,u) — Dy fo (t,u) = DoDy F (t,u) — D1DoF (t,u) =0,
coz je znamy vztah pro rovnost smiSenych derivaci. Tim se také dovidame, co zvlastniho splnuje vektorové pole,
které je potencialni.
Dasledek 79. Je-li dvojrozmérné vektorové pole f = (f1, f2) potencidlng, pak splriuje
Do f1 (t,u) — Difa (t,u) = 0.

U potencidlniho pole mizeme z jedné slozky urcit druhou. Reenf neni jednoznacéné, obsahuje libovolnou
funkci jedné proménné v roli integracni konstanty.

Zname-li f;, dostaneme fy integraci Do f; podle prvni proménné; k vysledku lze pticist libovolnou funkci
druhé proménné.

Zname-li fy, dostaneme fi integraci D; fo podle druhé proménné; k vysledku lze pric¢ist libovolnou funkci
prvni proménné.

Piiklad 80. Duvojrozmérné vektorové pole f = (f1, f2) je potencidlni a zndme fo (x,y) = 2% — 4z y3. Urcete
slozku fy.

Reseni. Difs (z,y) = 22 — 4y = Dofi (x,y). Tuto funkci zintegrujeme podle y, pricemz v roli integracni
konstanty je libovolnd funkce g proménné x,

fi(z,y) =2xy —y* +g(x).

Potencidl je
F(z,y) =2y —zy' +G(2),
kde G je primitivni funkce ke g, DG = G’ = g.

5.3.2 Jak najit potencial

K danému dvojrozmérnému potencidlnimu vektorovému poli f = (f1, f2) muzeme najit potencidl F' v libovolném
bodé (z,y) (je-li tam definovén) napf. nasledujicim postupem:

1. Zvolime vychozi bod (¢, yo) v oblasti, v niZ je pole f diferencovatelné, a libovolnou hodnotu ¢ = F' (z¢, yo).

2. Po cesté z bodu (xg,y0) do bodu (z,yo) integrujeme f; podle prvni proménné, dostaneme piirtustek
potencialu

F(z,y0) — I (0,50) = /T J1 (& o) d€.

3. Po cesté z bodu (x,yp) do bodu (z,y) integrujeme fo podle druhé proménné, dostaneme piirustek po-
tencidlu

Yy
F(z,y) = F(z,y0) = [ f2(x,m) dn.
Yo

4. Setteme piirustky
F(z,y) = F(x0,50) + (F (z,90) — F (z0,90)) + (F (2,y) — F (z,90)) =

x Yy
:c—|—/ fl(f,yo) d§+ f2(xa77) d77~

Yo
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Potencidl (pokud existuje) je urcen jednozna¢né az na integra¢ni konstantu c.
Samoziejmé jsme mohli postupovat napted ve sméru osy y do bodu (zg, y):

F(z,y) = F (z0,y0) + (F (z0,y) — F (20, 90)) + (F (z,y) — F (v0,y)) =

y €T
=c+ | folzo,m) dn—i—/ fi(&y) dE.

Yo

Mohli jsme zvolit i jinou cestu.

Piiklad 81. Integrujte vektorové pole f (x,y) = (6 zy? —y3,62%y — 3z y2) po kruznici s rovnict (x — 5)2—i—y2 =
20 v kladném sméru od bodu (1,2) do bodu (3,4).

)

Reseni. Kdo si chee procvicit integrdly goniometrickyjch funkei pomoci parametrizace ¢ (t) = (5 + v/20 cost,
V20 sint), t € (arctan (—1/2) — m,arctan (—2) + 1), md prileZitost. (Pristé ho moznd potkd mnohem té7si po-
dobnd loha.)

Nicméné neztratime mnoho casu pokusem, zda dané vektorové pole neni ndahodou potencidlni:

d
Dy f1 (x,y) = dy (6zy* —y°) =122y — 397,

d

Difs(w,y) = - (627y —3wy?) = 120y — 3y,
x

Z rovnosti téchto vyrazi (vSude) vypljvd, Ze vysledek nezdlezi na integracni cesté. Muzeme si zvolit libovolnou

krivku se stejngmi koncovymi body, napft. jednu nebo dvé isecky. Jednou z moznosti je lomend édra z bodu (1,2)
pres (3,2) do (3,4):

3 4 3 4

/fl(x,Q)dx+/ f2(3,y)dy:/ (24x—8)dx—|—/ (54y—9y2) dy =

1 2 1 2
=80+ 156 = 236.

Potencidl F' jsme pro vijpocet integrdlu nepotiebovali, ale také jej odvodime, napr. ndsledovné:
z Y
Fla)=c+ [ fi6m e+ [ fa(en) dn=
) Yo

x y
:c+/ (6598_3/8) df"‘/ (632277—333772) dn =
Zo Yo

=c—azy®+32%y> + xoyl — 33y

Muizeme zvolit napf.
F*(z,y) = —zy’ + 327 ¢

a konstantni vyraz
—F* (20,y0) = To Yo — 375 Y5
zahrnout do integracni konstanty. Vsechny potencidly jsou tvaru

F* (z,y) +c1 = —zy® + 327 y* + 1,

kde c1 je konstanta.
Pomoci potencialu by puvodni integral byl

F*(3,4) — F* (1,2) = 240 — 4 = 236.

Pokud bychom pocitali Tadu iloh se stejnym polem a jingmi koncovymi body, stdilo by ndm za to si vypocitat
potencidl (pokud existuje).

Priklad 82. UvazZujme vektorové pole
_ Y r
f<x7y)_<x2+y27$2+y2>’
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které je definované a diferencovatelné na R?\ {(0,0)}. Plati pro néj

0 x 0 —y
Difa (z,y) = Dafi (z,y) = o 2ty Oy Pt

_ 1 222 242 1 _
P @ e)?) @) P

2 2x2+2y2_
Pyt @y

Integrdl po uzaviené krivce bude nulovy, pokud bod (0,0) leZi v jejim vnéjsku. Presto toto pole nemd potencidl
na celém svém definiénim oboru. Stacéi vypoéitat integrdl pres uzavrenou kiivku takovou, Ze bod (0,0) lezi v
jejim vnitiku, napr. jednotkovou kruznici s timto stredem. Jeji parametrizace muze byt ¢ (t) = (cost,sint),
t € (0,27). Pak ¢’ (t) = (—sint,cost) a integrdl pres krivku je

2m

| ewesema-

—/Qﬂ(—sint,cost)o< ;sint. 5 2cost - 2) dt =
0 (cost)” + (sint)” (cost)” + (sint)

_ /27T ( (sint)? n (cost)? ) gt =
0 (cost)® + (sint)®  (cost)® + (sint)?

27
:/ 1dt =27 #£0.
0

Obecnéji pro funkce vice proménnych:
Véta 83. Vektorové pole f: R™ — R™ je potencidlni (=je gradientem néjakého skaldrniho pole F), prdvé kdyz
Difj (t1,...,tn) = Djfe (t1,...,tn) =0
pro vechna j, k € {1,...,n}.
Poznamka 84. To jen (n — 1) /2 rovnic (nebot pro j =k jsou trividlné splnény).

Zaver: Krivkovy integral (druhého druhu) z vektorového pole nezavisi na parametrizaci, pouze jeho znaménko
zavisi na orientaci parametrizace. Pokud je ptislusné vektorové pole potencidlni, vede kiivkovy integral druhého
druhu na potencidl tohoto pole. Ten je urcen jednoznacné az na konstantu.

Poznamka 85. Pokud by potencidlni pole bylo definovdano na nesouvislé mnoziné (napr. na nékolika uzaviengch
kruzich, které maji prazdny prunik), pak by mezi potencialy v jednotlivich oblastech (kruzich) nebyla Zddnd
souvislost, tj. pro kazdy by mohla byt jind integracni konstanta. Je to tim, Ze neexistuje krivka, podél niZ bychom
mohli vektorové pole integrovat a po niZ bychom mohli tyto oblasti spojit.

5.3.3 Greenova véta

Uvazujme integral dvojrozmérného vektorového pole f = (f1, f2) po uzaviené kiivee C.

Pokud by pole bylo potencialni, integral by byl nulovy.

Pokud pole potencidlni neni, mtuzeme dostat nenulovy vysledek, ktery je dvojnym integralem skaldrniho pole
D2 f1 — Dy fo.

Tento vyraz ma tedy vyznam lokalni , koncentrace zdroje vira“, ktery zpusobuje, ze integraly pres uzaviené
kiivky jsou nenulové. Dostali bychom se k nému i odvozenim, jak se vyviji integral pfes uzavienou kruznici,
jejiz polomér se blizi k nule.

Budeme se zabyvat kiivkami, které maji vnitiek. Takovd kiivka nikde sama sebe neproting (tj. méd parame-
trizaci ¢: (a,b) — C, ktera je spojitd a prostd). Rekneme, 7e kiivka je kladné orientovana vzhledem k svému
vnitiku, jestlize pfi obéhu ve sméru jeji parametrizace mame jeji vnitiek po levé ruce.
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Véta 86 (Greenova). Necht C' C R? je uzaviend kvivka se spojitou prostou parametrizaci ¢: {(a,b) — C, kterd
je kladné orientovand vzhledem k svému vnitiku U C R2. Necht f = (f1, f2) : R? — R? je vektorové pole, které
je spojité i se svymi parcidlnimi derivacemi na mnoziné C UU. Pak

/f-ds=/abcp’(t)°f(<ﬂ(t)) dt= [[ (D152 (0.) = Dafi (2.9) oy,
C U

Drikaz. Byl jiz obsazen v odvozeni vlastnosti gradientu, kdy jsme integrovali po dvou cestach. Z nich lze vytvorit
uzavienou kiivku tvorici obvod obdélnika a dostali jsme vyraz na pravé strané. Zobecnéni na jiné tvary je
zalozeno na tom, ze vztah zustavd zachovan pro nékolik sousedicich oblasti. Obtiznéjsi je limitni pfechod k
hranicim, které nejsou rovnobézné s osami. 0

K oznaceni integralu pfes uzavienou krivku se nékdy pouzivé znaceni ¢ f e ds, kde krouzek znamens, ze
c
kiivka je uzaviena.

Priklad 87. Integrujme vektorové pole f (x,y) = (3x —zy—y3 2% — ny) po kladné orientované hranici
étverce (0,1) x (0,1).
Reseni. Misto étyr jednoduchijch krivkovgch integrdli po tseckdch mizeme podle Greenovy véty poéitat jeden
plosny integrdl, a to ze skaldrniho pole
Difo(2,y) = Dafi(z,y) =2 (x —y) — (~2 = 3y°) =32 — 2y +3y°,
3

1,1
/ / (3x—2y+3y2) dedy = =.
0 Jo 2

Priklad 88. Integrujme vektorové pole f (x,y) = (e* (1 + cosy), —e® (y — siny)) po kladné orientované hranici
oblasti U = {(z,y) | x € (0,7), y € (0,sinz)}.
Reseni. Krivkovy integrdl vede k problémim, ale plosny podle Greenovy véty je schiidny:

x

Difa2 (z,y) — Daf1 (z,y) = —e” (y —siny) —e” siny = —ye”,

Y e -1 [, 1,
/ / —ye*dyde = — e” sinfxdr = - / e’ (cos2x —1) dz =
o Jo 2 Jo 4 Jo

—_

=—-(1-¢").
S (1)
5.4 Délka krivky a kiivkovy integral prvniho druhu

Dosud jsme se vyhnuli jinému dulezitému pojmu, a to délka kiivky. Bude urcena integralem, ale jiného typu
nez dosud probiraného. Je ziejmé, Ze tentokrat bude zaviset na integracni cesté. Také nebudeme integrovat

vektorové pole, ale skaldrni funkci jedné proménné (parametru kiivky).
Délka kiivky C' s parametrizaci ¢ (t) : R® — R, ¢ € (a,b) je ddna integralem (funkce jedné proménné)

/abucp'(t)u dt:/ab\/(so’l (1) + -+ (¢, (1) dt.

Z&visi na integracni cesté (jejiz délku meéifme), ale nezdvisi na jeji parametrizaci, ani na jejf orientaci. (Pro a <b
dostaneme nezdporné ¢islo, bez ohledu na to, kterym smérem kiivku projdeme.)

Alternativni znaceni: [, ds, kde ds = ||ds|| = ||’ (¢)|| dt.

Pokud by kiivka byla z homogenniho dratu zanedbatelné tloustky, byl by vysledek imérny jeho hmotnosti.
Pokud by vsak drit nebyl homogenni a jeho hmotnost na jednotku délky byla déna funkei g: (a,b) — R (v
zdvislosti na parametru kiivky) nebo h: R — R (v zdvislosti na poloze v prostoru), pak bychom dostali
obecnéjsi vyraz

b b
/ g () lle" @] dt:/ h(e () [l ()] dt =

b 2 2
=/ B ) (9L ()7 + -+ (o) (1) dt,

tzv. kifivkovy integral prvniho druhu.
Opét jsme tlohu pievedli na integraci podle jedné proménné.
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Piiklad 89. Vypoctéme délku oblouku cykloidy, tj. drdhu bodu na obvodu kola, které se odvaluje o jednu otdcku

po ose x. Polomér zvolime (BleO) jednotkovy.

Reseni. Ziejmé nezdlezi na (ihlové) rychlosti valeni kola, zvolime ji (BUNO) rovnomeérnou a jednotkovou.
Zacneme (BUNO) v pocdtku,

(t) =1—cost,

z=¢1(t) =t—sint, @
©h (t) = sint,

dz
&
y=3(t)=1—cost, T

kde t € (0,27).

27 2
/ \/(1—Cost)2—|—(sint)2dt:\@ V1—costdt=8.
0 0

Cviceni 90 (kulova civka neboli svétobéznik). Na kouli namotejte civku z drdtu a stanovte jeho délku. Neboli:
Projdéte od severntho k jiznimu pdlu tak, Ze smér vaseho pohybu bude vidy priblizné jihozdpadni (mezi jihem a
zdapadem; nesmite jit primo na jih a vibec ne na vgchod nebo na sever). Stanovte délku cesty. Trasu si muZete
zvolit, ale zobrazte ji. ObtiZnéjsi varianta: Projdéte pres vybrand mista (bez omezeni sméru,).

Zaver: Kiivkovy integral (prvnfho druhu) ze skaldrniho pole ani jeho znaménko nezdvisi na parametrizaci
kiivky. Zavisi ovSem na integraéni cesté.

Mohli bychom zavést parametrizaci ¢ kiivky pomoci jedné soufadnice, kterd by vyjadfovala orientovanou
vzdélenost od pevné zvoleného bodu @ (ty),

w(t)= [ Il (DIl ar.

Tato parametrizace by byla obdobou neurcitého integralu, orientovand délka kiivky mezi body @ (a),® (b) by
byla
D (b)) —P(a) .

5.5 Poznamky o numerické integraci
Numerickou integraci potfebujeme, protoze

1. nékteré integraly nelze piesné vypocitat,

2. ne vse je zadano vzorci,

3. nékdy je numerickd integrace rychlejsi nebo presnéjsi nez dosazeni do exaktniho vzorce (nemluvé o jeho
nalezeni).

Numericky odhad integralu zdsadné vychdazi z koneéné mnoha funkénich hodnot. Z nich se najde aproximace
integrandu v podobé, kterou lze integrovat (napf. polynom nebo castéji funkce, ktera je po ¢dstech polynomem).
Vzhledem k predchozim dvaham o linearité vede drtivd vétSina metod na linedrni kombinaci funkénich

hodnot
M
Z w; f ()
i=1

(bez ohledu na to, jakd tivaha vedla k pouzitému vzorci),

V jednodimenziondlnim piipadé je integra¢nim oborem interval, ktery lze snadno rozdélit na zvoleny pocet
podintervalt a kontrolovat i jejich délku.

Ve vice dimenzich to muze byt obtizné, protoze integraéni obor muze mit slozity tvar.

Proto se ¢asto voli body nédhodné (metoda Monte Carlo). To si muze vyzddat vétsi pocet boda pro
dosazeni stejné presnosti, ale pro svoji jednoduchost se tato metoda ¢asto pouziva.
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5.6 Témata zde neobsazena

Podobné jako kfivkovy integral lze pocitat i integral pies plochu v trojrozmérném prostoru. Tu je ovSem potieba
parametrizovat dvéma redlnymi parametry a je ponékud obtiznéjsi zajistit, aby parametrizace byla prosté

zobrazeni.
Opét rozlisujeme plosny integral

1. prvniho druhu, ze skalarniho pole; je-li toto pole konstanta 1, dostaneme obsah plochy, obecné pak napf.
hmotnost plochy s danou plosnou hustotou;

2. druhého druhu, z vektorového pole; je-li toto pole rychlost proudéni (tekutiny, nosi¢u néboje apod.),
dostaneme tdaj o celkovém priutoku plochou.

Plosny integral druhého druhu pfes uzavienou plochu pak udava, kolik zkoumané substance ptibylo uvnit
plochy, coz vede na integréln{ véty zobeciiujici Greenovu vétu (Gaussova a Stokesova véta). Uplatnujf se zejména
v teorii elektromagnetického pole (v Maxwellovych rovnicich).
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6 Diferencialni rovnice

Doporucena literatura:

pro zacatecniky [Rektorys: Co je], pro pokrocilé [Tkadlec: Dif. rce].

Priiklad 91. Jakd je zdvislost hustoty atmosféry na vysce?
Hustota je umérnd tlaku.
Tlak je iumérny hmotnosti atmosféry nad danygm mistem, tj. integrdlu z hustoty.
V homogennim gravitaénim poli bychom dostali ve vysce x nad povrchem Zemé hustotu

DR-2

g(x):c/oog(h) dh,

kde ¢ > 0 je konstanta. Tu lze urdit z hustoty oo a tlaku po v nulové (nebo jiné zndmé) vysce a tihového
zrychlent g,nebot z fyzikdlniho odvozeni vyplijvd ¢ = g %, kde p (x) je tlak ve vysce x; pomér hustoty a tlaku

% = i—g je konstanta, dand chemickym sloZenim a teplotou plynu, takZe c =g 5—8.

Dostali jsme tzv. integrdlni rovnici pro nezndmou funkci g: (0,00) — R. Obvykle ji zderivovdnim obou
stran prevdadime na diferencidlni rovnicai:

¢ (¥) = —ce(z), (7)

s pocdtecnt podminkou o (0) = go. (Zdporné znaménko vzniklo tim, Ze puvodni integrdl byl funkci dolni meze x.)

vvvvvv

slozenim, které je také zdvislé na vysce.

6.1 Typy uloh

Resenfm podobnych tloh je funkee, nikoli jen jedna hodnota, a to na intervalu. (Mohli bychom brat nejvétsi
mozny interval, na kterém fesen{ existuje.)

Resen{ na vice disjunktnich intervalech jsou na sobé nezavisla.

Resen{ je obvykle zdvislé na parametrech (integracnich konstantdch). Hovoifme o obecném feseni dife-
rencialni rovnice. Jedno konkrétni, partikularni reSeni je urceno dalsimi podminkami, napf. pocatecnimi
podminkami v nékterém bodé.

Priklad 92. Neurcity integrdl funkce f je tesenim diferencidlni rovnice
y' () =f(z).

Priddnim podminky y (xo) = yo € R dostaneme partikuldrni Tesent, urdéity integrdl jako funkci horni meze x,
T
y($)=yo+/ f(&) dg.
xo

Jsou-li zaddny hodnoty funkce v jednom krajnim bodé intervalu (poc¢dteénim bodé), hovoifme o Cau-
chthﬂ pocatecni tuloze. Jsou-li zaddny hodnoty funkce v obou krajnich bodech intervalu (okrajové
podminky), hovoifme o okrajové tiloze. Mohou vsak byt zaddny hodnoty funkce v libovolnych bodech
intervalu, takze i okrajova t1loha je specialni ptipad.

Réad diferencidlni rovnice je ddn nejvyssi derivaci hledané funkce, ktera se v rovnici vyskytuje.

6.2 Resitelnost
Predpoklad: Cauchyho poc¢atecni uloha, pouze jedna diferencialni rovnice 1. fadu.

Uloha: Na intervalu (xo, x,,) mame fesit diferencidln{ rovnici s po¢dteéni podminkou

(@) = flx,y(@),  ylwo) = o, (8)

kde f: R? - R, yg € R.

3Cauchy, &ti [kési].
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Poznamka 93. Resend spliuje

y(x) = yo + / " e y()) de,

lze je chdpat jako integrdl (nezndmé) funkce g(§) = f(&,y(£)) jedné proménné nebo krivkovy integrdl zndmé
funkce f pres (nezndmou) krivku s parametrizact (€,y(£)), € € (xg, Tp)-

Existence a jednoznac¢nost feSeni neni obecné zarucenas:

Priklad 94. UvazZujme diferencidlni rovnici s pocdtecni podminkou:

y'(z) = Vyl@), y(0)=0,
kde treti odmocninu povazujeme za redlnou funkci definovanou i pro zdporny argument. Md fesend napft. y(z) =0
3
ay(x) ==+ (32)2.

Véta 95. Necht funkce f je definovand a spojitd na (zg,x,) X R (tj. pro vdechna x € {xo, Tn), y € R).
Necht je splnéna Lipschitzova podminka

L € R Vx € (20, 2n) Vy1,y2 € R [f(z,01) — f(z,92)| < L |y1 — ol -
Pak tesent ulohy (@ na intervalu (To,x,) existuje a je jednoznacéné.

Postacujici podminka: % spojitd a omezend na (xg, x,) X R.

6.3 Co se muze stat

Priklad 96. Mdme najit obecné reseni diferencidlni rovnice
y" (x) =3y (z) + 2y (2) = 0. (9)
Pozdéji se to naucime a nebudeme jen hddat. Ted vsak zkusime exponencidlni funkci y (z) = €%, pro kterou
y' (@) =y (z) =y (z) =",
y'(x) =3y (z)+2y(z) =e® —3e" + 2" =0.

To plati pro viechna x € R. Mdme jedno veseni. Zkusime jinou exponencidlni funkci, y (z) = e*%,

3

Zkusime obecnou exponencidlni funkci y (x) = e**, A € R,
Y (z) = Ner?,
y' (2) = A2t
Y’ (z) =3y (z) + 2y (x) = N2er® —3Xe?® 4227 =
= (N =3X1+2) M =0.

Jelikoz e\® # 0, bude tato rovnice splnéna (pro vsechna x € R), prdvé kdyz \> —3 X +2 = 0. To je algebraickd
rovnice pro A, kterd md teSend 1,2 (kterd jsme jiz nasli) a Zddnd jind. Jakdkoli linedrni kombinace jiZ nalezengjch
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resent, y (z) = ae® +be*®, a,b € R, je rovnéZ resenim,

y (x) = ae® +2be?”,
y' (x) = ae® +4be®®

Y (z) =3y (z) + 2y (z) = ae” +4be** — 3 (ae® +2be’") +2 (ae” +be*”) =

(ae” —3ae” +2ae”) + (4be®” —6be*” +2be’") =
=0.

AZ se to naucime, uwvidime, Ze jind Feseni nejsou; viechna resent jsou tvaru y (r) = ae® +be??, a,b € R.To, Ze
linedrni kombinace Tesent je rovnéz resenim, je dusledek toho, Ze rovnice

je tvaru

Ly" (z),y (x),y(x))

= 07
kde funkce L (u,v,w) =u —3v+ 2w je linedrni.

To byl dulezity specialni piipad a jeho obecné fesSeni vzdy vypadd podobné. Hovoiime o linearni dife-
rencialni rovnici, a to homogenni, nebof kazdy nasobek Fesen{ je rovnéz FeSenim.

Reseni prikladu Resime homogenni linearn{ diferencialni rovnici

y' (z) +cy(z) =0.
Zkusime najit jeji feseni ve tvaru exponencilni funkce y (z) = e**, A € R,
/ _ Az Az Ax
¥ (@) +cy(x) = e’ +ce’®=(A+¢) ¥ =0,
coz je splnéno (pro véechna x € R), pravé kdyz A + ¢ =0, tj. A = —¢, y(x) = e~ °*. Kazdy ndsobek je rovnéz
Fesenim, dostdvdme obecné feseni y(x) = ae %, kde ¢ > 0 je ddno zadéanim, a € R je libovolné. Pozdégji se
dovime, Ze jina feseni neexistuji.
Z podminky y (0) = a = g dostdvame jediné partikularni feSeni odpovidajici zadani, y () = gge

—CXT
6.4 Homogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty
Jsou tvaru

L(y® (@)t @),y (@) =0,

kde L: R¥*1 — R je linedrni funkce, takze rovnice je tvaru

Ly® (@) + ...+ Ly (z)+loy(z) =0,
kde lo, ..., € R. (BUNO [}, = 1.)

(10)
V tomto piipadé feSeni existuje na celém R. Skalarni nasobek i soucet feSeni je opét feSenim, takze vSechna
feseni tvoii linedrni podprostor prostoru vsech funkci na R. Zbyva najit bazi tohoto podprostoru.
Hledejme nejprve feseni ve tvaru exponencidlni funkce y () = e**, A € R, nebot zde derivovani odpovida
nasobeni konstantou,
k E A E
y W () =AM =Ny (a) .
Rovnice (10) mé pak tvar

AP+ 4+l Ar et = (LA .+ LA+ 1) *T =0
a je splnéna (pro vsechna x € R), préve kdyz

A+ 4+ A+1=0.

(11)
Tato rovnice se nazyva charakteristicka rovnice linedrni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty .
Jeji leva strana se nazyva charakteristicky polynom. Dalsi postup zavisi na jeho kofenech.
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6.4.1 Jednoduché koieny

M4-li charakteristicky polynom pouze jednoduché realné kofeny, odpovidé kazdému z nich feseni z — e*?;
v8echna Feseni dostaneme jako linedrn{ kombinace predchozich. (Viz piiklady )

Ma-li charakteristicky polynom jednoduchy komplexni kofen A = o+ 18, f # 0, odpovidd mu rovnéz
feseni x + e*?, kde exponencialni funkce komplexniho argumentu je zavedena nasledovné:

e =cosB+1isinf.

Tato Eulerova formule byla objevena pravé v souvislosti se studiem diferencidlnich rovnic; L. Euler si v§iml,
7e obé strany splnuji stejnou diferencidlni rovnici

se stejnou pocateéni podminkou y (0) = 1, jednd se tedy o stejnou funkei. Hodnoty e, 3 € R, se nalézaji na

jednotkové kruznici. Pro n € Z je

e2™n —cos2nn+isin2rn=1

a obecnéji _ )
ol (B2mn) — cos(B+2mn)+isin(B+2nn) ==cosf+isinf =e",

proto v komplexnim oboru je exponencialni funkce periodicka s periodou 27i. Dalsi hodnoty dostaneme z
vlastnosti exponencialni funkce:

e B — o6l — ™ cos S +1ie” sinf3.
Slozku feseni diferencidlni rovnice odpovidajici kofeni A = a4 i3 charakteristického polynomu pak lze psat

elatifle — gazw gl — qaw (g B0 1 ie*® sinfBu.

My ovsem predpokladame diferencidlni rovnici s redlnymi koeficienty a redlnou pocateéni podminkou; feseni
musi byt také redlné. V takovém piipadé je kofenem charakteristického polynomu i komplexné sdruzené ¢islo

A = a —1ipf, kterému odpovidé slozka feSeni
elamiBle — gaw o=ifr — 0% s B0 —ie®® sinfu.

Zajimaji nds jen takové linedrni kombinace obou slozek (s komplexnimi koeficienty aq 4+ 1by, as +1bs), které
jsou realné, tj. pro které ma nulovou imaginarni ¢ast vyraz
(a1 +1iby) e@HT 4 (qy 4 iby) eldTH)@ =
=e*? ((a1 +1by) (cosBr+isinfx)+ (ag +1ibs) (cosfz —isinfx)) =
=e*"[(a; + az2) cosBa + (by — by) sin S z+
+1 ((b1 +b2) cos Bz + (a1 — az) sin S )]
0

(pro vsechna z). To je splnéno, pravé kdyz as = a1, by = —by, takZze redlnd feSenf jsou tvaru
(a1 +1by) eloatif)a (a1 —1iby) ela=if)z _ 9 gaw (a1 cosBx —by sinfz),

tj. libovolné linearni kombinace slozek

e*? cos B x, e*?sinfx.
Priklad 97. Matematické kyvadlo md rovnici
y" (2) = —w? siny (z) .

Pro malé hodnoty priblizné nahrazujeme sinus jeho argumentem a dostaneme linearizovany model s diferencidlng
rovnict
y" (x) +w’y () = 0.

Charakteristicka rovnice
M +w?=0
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md 1eseni A\ = *iw. Puvodni diferencidlni rovnice md obecné teseni
y(z) =acoswz+bsinwx,
a,b € R. Priddme-li poédtecni podminky y (0) =0, y' (0) = 1, zbyde jediné partikuldrni veseni dané rovnicemsi
y(0)=acosO+bsin0=a=0,
Yy (0) = —aw sin0+bw cos0=bw =1,

s TeSenim a =0, b=1/w,

1
y(x) = — sinwz.
w
. . L ) . DR-4
Priklad 98. Homogenni linedrni diferencidlni rovnice

y"' (x) +4y' (z) +5y () =0

md prislusnou charakteristickou rovnici
N +4X+5=0,

kterd md fTeseni —2 +1. Obecné Tesend je

2z (

y(x)=e"°" (a cosx +bsinzx) ,

kde a,b € R.Priddme-li okrajové podminky y (0) = 1, y (7/2) =0, dostaneme soustavu
y(0)=a=1,
y(r/2) =be™™ =0.
Odtud a = 1, b = 0, partikuldrni Tesend je

y(z) =e 2% cosx.

6.4.2 Nasobné koieny

Pokud charakteristicky polynom ma nasobné koteny, dostavame reseni jiného tvaru. Slozka odpovidajici pfislusnému

jednoduchému koteni zustava, ale pribyde nova slozka.
DR-5
Priklad 99. Hleddme obecné teseni diferencidlni rovnice

Y (z) + 6y (z)+ 9y (x)=0.

Charakteristicky polynom
A 4+6A+9

md dvojnasobny koren —3. Resenim je nejen exponencidlni funkce

ale 1

nebot pak

y/(fﬂ) — 73x—317€73z,

e
y' () =9xe 3% —6e 37,
Vyhovuje i jakdkoli linedrni kombinace predchozich Tesent.

Je ponékud prekvapivé, ze pro nésobny kofen dostdvame zcela jiny tvar feseni. Pfi libovolné malé zméné
koeficientu bychom dostali jednoduché kofeny a FeSeni jiného tvaru.
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Véta 100. Vsechna redlnd teseni homogenni linedrni diferencidlni rovnice s redlnymi konstantnimi koeficienty
by™ @)+ ... +hy (@) +loy(x) =0
jsou (véechny) linedrni kombinace slozek odpovidagicich korenim charakteristického polynomu
X+ A+ 1.

Redlnému koteni A\ ndsobnosti m odpovidaji slozky resent

Ax xe/\w

e, oMl er T

Komplexnimu koteni A = a+1if, 8 # 0, ndsobnosti m odpovidaji slozky tesent

e*? cosfBx, e** sinfBr,re*” cosBur, xe** sinfx,...

m—1 e m—leaw

LT cosfBx, x sinfx.

Piiklad 101. Homogenni linedrni diferencidlni rovnice
y"" () +10y" (z) + 38y" () + 66y () + 45y (z) =0
md prislusny charakteristicky polynom
A+ 10N% + 3802 466 A + 45,
ktery md jednoduché koreny —2 +1 a dvojndsobny koren —3. Obecné Tesend je
y(z)=ae ?% cosz+be 2% sinx +ce 3"+ dre 37,
kde a,b, c,d € R.Priddme-li poédteéni podminky y (0) =1, y' (0) = y” (0) = ¢'” (0) = 0, dostaneme soustavu
y(0)=a+c=1,
Y (0)=-2a+b—3c+d=0,
y"(0)=3a—4b+9c—6d=0,
y" (0)=-2a+11b—27c+27d=0.
Odtud a = =9, b=9/2, ¢ = 10, d = 15/2, partikuldrni Tesent je

9 15
y(z) = —9e72% cos g+ §e_“ sinz +10e73% + ?xe_?’m.

6.5 Nehomogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty

Jsou tvaru
L(y® @),y @)y (@) = P(a) ,

kde L: R¥*! — R je linearni funkce a P: R — R je funkce proménné x, zvani prava strana diferencidlni
rovnice. Tedy

ky®™ (@) +...+ Ly (2) +ly(x) = P(z), (12)
kde lo, ..., € R. (BUNO [, = 1.)

K libovolnému partikuldrnimu feSeni této rovnice lze pficist libovolné feseni sdruzené homogenni linearni

diferencialni rovnice
L(y® @),y @),y (@) =0.

Tak dostaneme vSechna feSeni. Nezbytnym krokem je tedy feSeni homogenni linearni diferencidlni rovnice na
zékladé charakteristické rovnice (11)).

Nalezeni partikuldrniho feSeni nehomogenni rovnice muze byt problém, ktery nemusi mit analytické feseni.
Je vsak znamo pro specidlni piipady.
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6.5.1 Prava strana je polynom

Je-li P polynom stupné n, pak hleddme partikuldrni feseni ve tvaru polynomu, napf. metodou neurcitych
koeficientu. To znamend, ze dosadime obecny polynom piislusného stupné a dostaneme soustavu (linedrnich)
rovnic pro jeho koeficienty.

Véta 102. Méjme linedrni diferencidlng rovnici
by®™ (@) + .+ Ly (@) +loy () = Qu (2)

kde Q, je polynom stupné n.

Pokud nula neni kotenem charakteristického polynomu (tj. pokud ly # 0), pak je partikuldrnim tesenim
rovnice polynom stupné n.

Pokud nula je m-ndsobngm kovenem charakteristického polynomu (tj. pokud lo = -+ =lyp—1 =0, I, #0),
pak je partikuldrnim tesenim rovnice polynom x — x™ T, (x), kde T, je polynom stupné n.

Vsechna reseni dostaneme jako soucet tohoto partikuldrniho teseni a obecného reseni sdruzené homogenni
linedrni diferencidlni rovnice.

Piiklad 103. Resme linedrni diferencidlng rovnici
y" () + 3y () + 2y (z) =42 —8.

Charakteristickd rovnice
M4E3N+2=0

mda Tesent —1, —2, obecné Teseni sdruzené homogenni rovnice je
—x —2z
yp () = ae ™ +be™*7,

kde a,b € R.
Hledame partikularni Teseni ve tvaru

kde A, B € R. Pak

dosazenim dostaneme

3A+2(Az+B)=(2A) 2+ (3A+2B)=4z2-38,
2A =1, 3A+2B=-8,
A=2, B=-T,
yp () =220 —7.

Obecné Tesent nehomogenni rovnice je
y() =yp () +yn(®) =20 —T+ae “ +be ",
kde a,b € R.
Piiklad 104. Resme linedrni diferencidlni rovnici
y' (z)+3y (z) =42 —8.

(Od predchoziho prikladu se lis{ jen vynechdnim célenu 2y (x).) Charakteristickd rovnice

M +31=0
ma Tesent 0, —3, obecné reseni sdruZené homogenni rovnice je

yn (r) = a+be 3,

kde a,b € R.
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Hleddme partikuldrni Teseni ve tvaru
yp (x) =2 (Az+ B) ,

kde A, B € R. Pak
Yy, (r) =2Az+ B, y, () =24,

dosazenim dostaneme

2A+3(2Axz+B)=(6A)z+(2A+3B)=4x-38,

6A=4, 2A+3B=-8,
as? opo B
3 9

kde a,b € R.

6.5.2 Prava strana je exponencialni funkce

Je-li P exponencialni funkce, hleddme partikuldrni feseni téhoz tvaru.

Veéta 105. Méjme linedrni diferencidlng rovnici
Ly®™ @) +.. 4Ly (@) +ly () =Qe™,

kde Q,a € R, a # 0.
Pokud o neni korenem charakteristického polynomu, pak existuje partikuldrni reseni tvaru Ae*®, A € R.
Pokud o je m-nasobngm kotenem charakteristického polynomu, pak existuje partikuldrni reseni tvaru A x™ e*®,
AeR.
Vsechna reseni dostaneme jako soucet tohoto partikuldrniho veseni a obecného reseni sdruZené homogenni
linedrni diferencidlni rovnice.
Piiklad 106. Resme linedrni diferencidlni rovnici

Y (@) — 2y (z) = ¢2°.

Charakteristicky polynom md jedingy jednoduchy koren 2, coZ je prdvé koeficient v exponentu na pravé strané.
Hleddme partikuldrni Tesent ve tvaru

yp (z) = Aze®™,
Yy (1) =2Aze°" + A",
y;) (z) — 2y, (z) = Ae?* =",

2x

takze A=1, y, (z) =xe
Obecné Tesend sdruzené homogenni diferencidlni rovnice je

yn (x) = Ce*®,
kde C € R, obecné teSeni puvodni nehomogenni diferencidlni rovnice je
y(2) =y, (2) +yn (z) = (z+ C) **.
Piedchozi dvé véty vypovidaji o piipadu, kdy prava strana je konstanta, nebot ta je tvaru Q = Q e®?, kde

a = 0. Pro tento piipad davaji stejny zaveér, Ze existuje partikuldrni feSeni tvaru Az, A € R.
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6.5.3 Prava strana je harmonicka funkce

Je-li P linearni kombinace goniometrickych funkci téhoz argumentu, hleddme partikularni feseni téhoz tvaru
(tj. linedrni kombinace goniometrickych funkef téhoz argumentu).

Véta 107. Méjme linedrni diferencidlni rovnici
Ly®™ (@) + ... 4Ly (@) +loy(x) =Q cosBa+ Ssinfzx,
kde S,Q,B € R, 8 #0.

Pokud i neni korfemem charakteristického polynomu, pak existuje partikuldrni teSeni tvaru A cosfx +
Bsinfx, A,BeR.

Pokud Bi je m-ndsobnym korenem charakteristického polynomu, pak existuje partikuldrni TeSeni tvaru
2™ (AcosBax+ Bsinfx), A,B€R.

Vsechna rtesent dostaneme jako soucet tohoto partikuldrniho teseni a obecného rteseni sdruzené homogenni
linedrni diferencidlni rovnice.

Piiklad 108. Resme linedrni diferencidlni rovnici z p?‘ﬁfladu s jinou pravou stranou:
Yy (x) —2y(z) =4 cos2z.
Charakteristicky polynom md jediny jednoduchy koten 2. Hleddme partikuldrni Teseni ve tvaru

yp(x) = Acos2x+ Bsin2z,
Yy (r) = —2Asin2x+2B cos2z,
Yy () =2y, (v) =2 (B — A) cos2z —2 (A+ B) sin2z =4 cos2x.

Posledni rovnost md platit pro vSechna x, takze
-2(A+B)=0, 2(B-A)=4,

A=-1,B=1,y,(r) =sin2x —cos2z.
Obecné Teseni puvodni nehomogenni diferencidlni rovnice je

y(z) =y, (2) + yn (z) =sin2z — cos2z + Ce*”,
kde C € R.

6.5.4 Obecnéjsi prava strana
Predchozi specidlni piipady maji spoletné zobecnéni:
Véta 109. Méjme linedrni diferencidlnd rovnici
boy™ (@) + .+ by (@) +loy (2) = 7 (Qn (x) cosfa + 5, (z) sinfz),

kde a, 8 € R\ {0} a @y, Sy jsou polynomy stupné nejvyse n.

Pokud o + 18 neni korenem charakteristického polynomu, pak existuje partikuldrni reseni tvaru
e*® (T, (x) cos Bz + U, (z) sinBx), kde T,,,U, jsou polynomy stupné nejvyse n.

Pokud a4+ 1 je m-ndsobnym korenem charakteristického polynomu, pak existuje partikuldrni Teseni tvaru
a™e*® (T, (x) cos Bz + U, () sinBx), kde T,,, Uy, jsou polynomy stupné nejvyse n.

Vsechna tesent dostaneme jako soucet tohoto partikuldrniho teSeni a obecného rteseni sdruzené homogenni
linedrni diferencidlni rovnice.

Piiklad 110. Resme linedrni diferencidlni rovnici z pfﬂfladu s jinou pravou stranou:
Yy (x) =2y (z) =2e " sinz.
Charakteristicky polynom md jediny jednoduchy koten 2. Hleddme partikuldrni Teseni ve tvaru

yp (x) = Ae ™ cosz + Be ® sinz,
Yy, (r) =(B—A)e *cosx—(B+A)e *sinz,
Yy (x) = 2yp (x) = (B—-3A) e " cosz — (3B + A) e " sinz =2¢ " sinz.
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Posledni rovnost md platit pro vsechna x, takze
B-3A=0, —B3B+A4)=2,
B=-3/5 A=-1/5,
yp (z) = —%e‘x cosx — ge_” sinx.
Obecné teseni puvodni nehomogenni diferencidlni rovnice je

1 3
y(x) =yp (z) +yn(z) = —ge*w cosx — ge’m sinz + Ce*?,

kde C € R.
Dalsi zobecnéni umoznuje linearita:

Véta 111. Méjme linedrni diferencidlng rovnici

n

Ly™ @)+ .+ Ly (@) +loy () =) Pj(x) . (13)
j=1

Je-li pro kazdé j =1,...,n funkce y; TeSenim diferencidlni rovnice
lkyyc) () + ...+ Ly (2) +loy; (x) = Py (x) ,
pak funkce

y(@) =2 y;()
j=1

je teSenim diferencidlni rovnice .
Staci tedy, jestlize umime najit partikularni feSeni pro kazdy s¢itanec na pravé strané.
Piiklad 112. Resme linedrni diferencidini rovnici z pr%ladu Jjinou pravou stranou:
Y (z) — 2y (z) = ** + 3e”.

Charakteristicky polynom md jediny jednoduchy koten 2. Pro pravou stranu e®® jiz zndme teseni y; (v) =
x €2 Pro pravou stranu 3e® hleddme partikuldrni fesent ve tvaru

ya (x) = Ae”,
Y (x) = Ae”,
Yo (2) — 2y (z) = —Ae” =3¢",
A= -3, ya(x) = —3¢".
Obecné teseni puvodni nehomogenni diferencidlni rovnice je
y(@)=uy1 (z) +y2 (z) +yn(x) = xe?® —3e® —I-C'eQ””7
kde C € R.

6.5.5 Tlumeny oscilator
Sériovy LRC oscilator mé diferencialni rovnici

R 1 u' (1)
e 2 i (1) =
P00+ pgi) ="
kde i je proud, u budici napéti, R odpor, L # 0 indukénost a C # 0 kapacita.
Bez buzeni (u (t) = 0) bude proud konvergovat k nule, nebot energie se postupné ztraci v rezistoru. Resen{
homogenni linearni diferencidlni rovnice
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zavisi na reSenich charakteristické rovnice

R 1
2 —_— —
)\+L/\+LC 0,

zejména na znaménku diskriminantu kvadratické rovnice, ktery je

R\? 1 R L
<L) ~iie T e (RC_4R) :

Kli¢ovou roli proto hraje pomér ¢asovych konstant R C, %.

1. Pro RC <4 % mé charakteristicky polynom dva ruzné komplexni koteny

\  —RC+iV4LC — R2C?
1.2 = 2LC

se zapornou realnou ¢asti a feseni
. _ R .
i(t)=e" 20" (a coswt+bsinwt) ,

kde a,b € R, coz odpovida tlumenym kmittim s vlastni frekvenci

VAiLC-Rr?C*  [1 R
w= 2LC “Vic 1L
1

Specialné pro R = 0 dostavame netlumené kmity s frekvenci w = NIAeL

1 1
i(t)=acos ——t+bsin——t.

VvVLC VvVLC
2. Pro RC' >4 % mé charakteristicky polynom dva ruzné reilné koreny

\ _ —RC+VR2C?—4LC
1.2 = 2LC

a FeSeni
i(t) =aeMt 4 bet2t,

kde a,b € R, coz odpovida aperiodickému prubéhu.
3. Pro RC =4 % ma charakteristicky polynom jeden dvojnasobny redlny koien

—R

A=9T

a FeSeni N N
i(t)=ae 2! 4 bte 20t
kde a,b € R, coz odpovida aperiodickému prubéhu.
6.5.6 Buzeny oscilator

K sériovému LRC oscildtoru pfipojime harmonické budici napéti u (t) = sin 8¢, kde 8 > 0,

")+ =)+ —i(t) = v (t) = % cos Bt.

Dostaneme partikuldrni feseni tvaru
i(t)=Acosft+ Bsinft,

kde A, B € R. To odpovida ustdlenym harmonickym kmittim s budici ihlovou frekvenci 3. Jak (rychle) se bude
feSeni blizit tomuto harmonickému prubéhu, o tom rozhoduje feseni sdruzené homogenni rovnice v zavislosti
na pocatecnich podminkach.
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IT.M ANy

Specidlné pro nulové tlumeni, R = 0, dostdvdme

o

B Y/ 1
Ecosﬁt—z (t)—|—ﬁz()
—(Aﬂ2 cos Bt + B j3? sinﬁt)—&—%(Acosﬂt—FBsmﬁt)

_ 2 - I

—A( 5+LC’) coth—i—B( )smﬁt.

=0a

B
A=
L (-8*+ 7¢)

Amplituda |A| — oo pro 8 — \/ﬁ

Pro g = \/t predchozi zavéry vubec neplati, protoze Si je korfenem charakteristického polynomu.
Tento pfipad muZe nastat pouze pro nulové tlumeni, R = 0, a rovnost vlastni a budici frekvence, w = . Pak je
partikularni feseni tvaru

t (Acospt+ Bsinft),

157

1ar

-15-
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A, B € R. Jeho amplituda linearné roste, takze feSeni je neomezené! (S vyjimkou piipadu A = B = 0.)
Pri¢inou je rezonance — energie buzeni se hromadi v oscilatoru a roste nade vSechny meze.

Poznamka 113. MuZe se zddt podivné, Ze partikuldrni teSeni neobsahuje také éleny tvaru
acosfBt+bsinft.

Ve skuteénosti je obsahuje, ale jako reseni sdruZené homogenni rovnice.

6.6 Symbolické feSeni diferencialnich rovnic

Je mozné jen ve specidlnich piipadech. Téch je popsdno mnoho, zde ukdzeme jediny.

6.6.1 Separovatelné diferencidlni rovnice

(Dle [Rektorys: Prehled), Tkadlec: Dif. rce].) Jde o diferencidlni rovnice tvaru

N 1C)) _
Y (x) = W7 y(zo) =90, (14)

kde g, h jsou spojité funkce jedné proménné (s potfebnymi definiénimi obory). Lze je pfepsat do tvaru

a integrovat kazdou stranu zvIast,

/$h<y<£>>~y/<5> dfz/wg(ﬁ)dé,

0

pritemz na levé pouzijeme substituci n = y (§), dn =y’ (§) d&,

y(x) z
/ h(n) dy = / 9(€) de (15)

Yo 0
Pokud tyto integraly umime vypocitat, definuji feseni.

Véta 114. Nechf funkce g je spojitd na intervalu I, zo € I, a h je spojitd a nenulovd na intervalu J, yo € J.
Pak diferencidlni rovnice

!
Yy (@) =—"=. y(@)=1y,
h(y (z))
md v dvojrozmérném intervalu I x J jediné resent, dané rovnici
y(x) ©
[ nwan= [ g
Yo Zo

Piiklad 115. Resme diferencidlni rovnici

s pocdteéni podminkou (a) y (0) =1, (b) y(0) = 0.
(a) Rovnice je tvaru
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pro g (x) =x sinx, h(n) = n—lg, (pokud neni n =y (x) # 0 jako v pripadé (b)),

h(n) dn:/ —dnp=— {] =
/yo w 2

n=Yo

3 st-2)- ()
2 \w@)* 2 \(y(2)’ ’

[ sterag= [ €singas = ping - ccosgl_,, -

0 0

=sinx —xcosT — sinxg + o COsS Ty = sinx — xrcos T,

;1 (12—1> =sinx —xcosz,
2 \(y(2))

1
z) = )
y () V—=2sinz + 2z cosz + 1

(Resent s opacnym znaménkem nevyhovuje pocdtecni podmince.) Diferencidlni rovnice md teSend jen na inter-
valu, na kterém je vyraz pod odmocninou kladny.

H

(b) Pro nulovou pocdtecni podminku dostdvdme i nulovou derivaci a konstantni feseni y (x) = 0.
Muze se ovSem stat, ze potfebné integrdly symbolicky vypocitat nelze.

Piiklad 116. Diferencidlni rovnice

Y@= B )=
je tvaru (@)
’ At
Y= 5w
pro ) :
@) =L b=

Md v dvojrozmérném intervalu (1,00) x (0,00) jediné fesent, dané vzorcem

(@) on |
—dn = / —d£.
/1 n 9 Ing

Oba integrdly jsou transcendentni funkce.
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I kdyz 1ze potiebné integraly vypocitat, neznamena to, ze najdeme feSeni v explicitnim tvaru.

Priklad 117. Diferencidlni rovnice

y'(z)*l_x?, y(@) =1 y(0)=0
je tvaru
J (2) = 9(z)
h(y (z))
e 322 n—1
g(x):ﬁ, h(n):m-

Ma v dvojrozmérném intervalu (—oo,1) X (—o00,1) jediné Tesent, dané vzorcem

y(@) o _q x 2
o n+1 0o 183

y(z) — 2 In(y(z) +1) = —In(1 — 2%). (16)

Takto je funkce y ddna implicitné, nelze ji vyjddrit v explicitnim tvaru.

6.7 Numerické feSeni diferencialnich rovnic

Je ¢astou alternativou k symbolickému feseni. Omezime se na jednu diferencidlni rovnici 1. fadu.

Uloha: Na intervalu (zg, z,,) mame fesit diferencidlni rovnici s po¢dteéni podminkou

y'(x) = f(z,y(x),  ylzo) =wo, (17)

kde f: R? - R, yg € R.
Vektor (z, f(z,y)) mé smér tecny k feSeni v bodé (x,y) (pokud existuje).
Ekvivalentni formulace tlohy:

ymr:m+/“ﬂamama

Priblizné feSeni: Interval (xg, x,) rozdélime na n dil¢ich intervalu délky h = (x,, — xo)/n. Ziskdme uzlové
body x; = xg +th,i=0,...,n.
Spravné hodnoty fesen{ v uzlovych bodech, y(z;), nahradime odhady y;.
Generujeme posloupnost y;, i = 0,...,n. Odhad y;41 pocitame z odhadu yo, ..., y;. Pfesné feseni
Tit1
i) =)+ [ HEv(©)de
z;
odhadujeme pomoci
Ti41

Ayi = yit1 —yi & / (& y(€))dg,

X4

Yir1 = Yi + Ay; .

Jednotlivé metody se 1isi odhadem Ay;.

6.7.1 Eulerova metoda
Funkei & — f(&,y(€)) na intervalu (z;, ;1) priblizné nahradime konstantou rovnou jeji hodnoté f(z;,y;) v bodé

Li,

Ayz‘Z/lz+ Jf(wi,ys)dE = h f(zs,y:),

Yie1 = Yi +h f(xi,yi) -

Geometricky vyznam: f(z;,y;) je smérnice tsecky vedené body (z;,ys), (Tit1, Yit1)-
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6.7.2 Odhad chyby

Tayloruv rozvoj funkce y se stredem v xy vyhodnotime v bodé xy:
2

(1) = (o) + Ry (o) + o y/'€).

kde £ € (xg,x1).

2
(1) = ylwo) + b F o, o) + 54" (€),
Y1
2
y(@1) — o1 = % y"(€).

Chyba na konci prvnfho kroku je imérnd h2.
V dalsich krocich vychézime z poc¢atetni podminky, kterd neni presnd. Presto lze za jistych podminek odvodit,
ze chyba je zhruba imérnd h? a pocétu krokii n = Zn-%o,
Chyba na konci daného intervalu je imérna % h?=h = metoda je 1. Fadu.
Zmensovanim kroku lze zmensit chybu metody za cenu vétsi pracnosti feSeni (a numerickych chyb).
Dokonalejsi metody pouzivaji lepsi aproximaci
Tit1
Ayi = yit1 —yi / f(&y(€))dg

T4

a jejich chyba je pro maly krok imérnd AP, p > 1. Pak hovoiime o metodé radu p.

Ozna¢me
g(z,h) ... numerické Feseni v bodé x, ziskané s krokem h,
g(z,2h) ... numerické feseni v bodé z, ziskané s krokem 2 h.

Chyba odhadu g(z, k) bude zhruba 2P x mensi nez chyba odhadu g(x,2 h)
= odhad chyby vysledku ¢(z, h) metodou poloviéniho kroku:

g(x’h) —y(l‘) ~ (:l](l‘,?h) —g(.’L', h))

2r —1

Neni sice zaruceny, zato snadno pouzitelny. Je ovSem nutné znat fad pouzité metody.

Problém: Pokud spravné teseni jde do nekone¢na, pti numerickém feSeni se na to neptijde.

6.8 Obecnéjsi ulohy
6.8.1 Soustavy diferencidlnich rovnic

Hleddame vice nezndmych funkci. Pfitom vystac¢ime s diferenciadlnimi rovnicemi 1. fadu. Napt. jednu diferencialni
rovnici k-tého fadu
L (y(’“) @),y () 7y(x)) =P (z)

lze nahradit soustavou k diferencidlnich rovnic 1. fddu zavedenim novych neznamych funkci y;, j =1,...,k—1,
s vyznamem j-té derivace funkce y,

"(x) (18)

Y1 () = Yo (2) ,
L (Y1 (2), 91 (@), 01 (2),y (2) = P(x) .

Obdobné prevedeme pocatecni podminky.Naopak lze aspon v nékterych piipadech soustavu diferencidlnich
rovnic prevést do tohoto tvaru a nahradit ji jedinou diferencialni rovnici vyssiho rfadu.
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Specidlné soustava linearnich diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty je tvaru

() =ann 1 () + a12y2 () + - + a1p yr () + b1 (2)
(x) = a1 1 (%) + a2y () + -+ + azk yr (z) + b2 (z) ,

Y
Y

!
1
!
2
Uk (@) = ar1y1 (x) + ara 2 (2) + -+ + apr y () + bg ()

kde a;; € R. Lze ji pfevést na jedinou linedrni diferencidlni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koeficienty, a to
pres tvar (18)), ziskany eleminaci obdobnou Gaussové-Jordanové.Charakteristickd rovnice vyjde

det(A—MI)=0,

kde
aixz a2 - Alg
a1 @22 - G2k
A =
a1 Qg2 - Qgk

a I je jednotkova matice téhoz typu. Kofeny charakteristické rovnice urcuji slozky feSeni; znaménka jejich

6.8.2 Okrajové tulohy

Pro Cauchyho pocateéni dlohu je charakteristické, ze partikuldrni fesen{ je ddno podminkami (pro hledané
funkee a jejich derivace) v jednom pocatecnim bodé.

Pokud jsou ddny podminky ve vice bodech (napf. v poc¢dteénim a koncovém bodé hledaného feseni), pak
hovoiime o okrajové uloze.

6.8.3 Parcialni diferencialni rovnice

Dosud jsme studovali pouze obycejné diferencidlni rovnice, kde feSenim jsou funkce jedné promeénné.

Casto je tieba Fesit parciidlni diferencidlni rovnice, kde Fesenim jsou funkce vice proménnych a jsou dény
podminky pro jejich parcidlni derivace.

Podminky pro partikuldrni feSeni pak mohou mit mnoho jinych tvara. Napf. okrajové podminky mohou
specifikovat hodnoty na okraji oblasti, na niz mame tlohu fesit.

Priklad 118. Zmény teploty nebo koncentrace u(x,y, z,t) v zdvislosti na prostorovich soutadnicich x,y,z a
case t jsou popsany parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi difuze, které maji v nejjednodussim pripadé tvar

ou c(aZu 0%y Bzu)

o Nowz T o2 T o2

kde ¢ > 0 (argumenty x,y, z,t funkce u jsou pro strucnost vynechdny), neboli
D4U =cC (Dl,lu + D272’U4 + D373U) = CAU,

kde
A=Di1+Dss+Ds3

je Laplaceuv operdtor.

Piiklad 119. Sirend elektromagnetickijch vin v prostoru a case je popsdno parcidlnimi diferencidlnimi rovnicemi
(Mazwellovymi).

Priklad 120. Mdame odhadnout proudéni neprihledné kapaliny, jestlize vidime (pres prihlednou nddobu) pouze
jeji proudéni na povrchu. (To se skuteéné pouZivd pro sledovdni pribéhu michdni pri chemickijch reakcich nebo
vyrobé betonu.)
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6.8.4 Variacni tlohy

Nékdy hleddme neznamou funkci, spliujici podminku, kterd neni ve tvaru diferencialni rovnice, ale napf. in-
tegralu urcitych kritérii.

Priklad 121. Mdme najit nejrychlejsi (nebo energeticky nejvghodnéjsi) cestu z jednoho mista prostoru do
druhého. Pritom jsme vdzdni podminkami, které urcuji rychlost postupu (napr. odpor prostredi, setrvacnost
atd.). Resenim bude parametricky popis optimdlni trajektorie.

Tyto tlohy lze jen nékdy prevést na feseni diferencidlnich rovnic.
Obecné se jimi zabyva variaéni pocet, ktery je zobecnénim piedchozich postupu matematické analyzy.
7 Fourierovy rady

Fixujme frekvenci ¢ = 1/T, kde T je perioda, resp. ihlovou frekvenci w = 27 .
Harmonické funkce s touto frekvenci jsou tvaru linedarnich kombinaci

ai; coswt+ by sinwt.
Obecnéji pouzijeme vyssi harmonické s tthlovou frekvenci kw =27k p, kde k € N,
arp coskwt+ by sinkwt.
Pro tplnost pfidame i nultou harmonickou tvaru
ag cosOwt+ by sin0wt =aop .

Budeme pracovat v linedrnim prostoru P,, vSech funkci, které jsou linedrnimi kombinacemi vSech harmonickych,
tj. tvaru

ap+ay coswt+ by sinwt+ag cos2wt+ by sin2wt+--- = (19)

o0 o0
= Zak cosk‘wt—l—Zbk sinkwt =

k=0 k=1

= t = _ t
zkz_oak coskaT—i—;bk 51n27rkf.

Tomuto tvaru fikdme Fourierova rada.
Pozadujeme konvergenci sum, k tomu je nutna podminka

lim ar = 0= lim b,
k—o0 k—o0

postacujici podminkou je absolutni konvergence posloupnosti koeficientu:

oo oo
Z|ak|<oo7 Z|bk|<oo.
k=0 k=1

Znaceni: N={1,2,3,...}, No =NU{0} ={0,1,2,...}.
Vsechny funkee z prostoru P,, jsou periodické s periodou T' = 2 7/w.
Problém: Jak k dané periodické funkci najit jeji Fourierovu fadu?

V prostoru P,, definujeme skalarni soucin

T
fog= [ fgl) a.
0
Ovérime vlastnosti skalarniho souéinu:

1. feg=ge f trividlné z komutativity nasobeni funkeci,
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fe(g+h)=feg+ feh zlinearity integrilu,
(cf)eyg

. = ¢ (f o g) z linearity integrélu,

T
4. fef>0,nebof fef=[(f(t)” dtje integral z nezdporné funkce,
0

(V31

. fef =0, pravé kdyz f = 0; pouze zde je problém, musime ztotoznit funkce, které se 1lisi jen na mnoziné
nulové miry (a maji stejné integraly).

Poznamka 122. Vzhledem k periodicité lze integrovat misto pres interval (0,T) pres libovolny interval délky T,
tj. (c,c+T), c € R, napr. pres interval (=T/2,T/2).

Od skalarniho soucinu je odvozena norma

11l = / (F())? dt.

(Bez predchoziho ztotoznéni by to byla jen pseudonorma, kterd je nulova i pro nékteré nenulové prvky.) Konver-
genci posloupnosti funkei f,,, n € N, rozumime konvergenci v normé, tj. f, — f, pravé kdyz ||f, — f|| — 0
pro n — oo. To neni totéz jako bodova konvergence

Ve eR: f(z) = f(z).

Priklad 123. Posloupnost funkci f,, n € N, s periodou T, definovangch na (0,T) vzorcem
fo(z)=e""7,
konverguje bodové k funkci
1@ ={ 0 porzim,

v normé konverguje ke g, stejné jako k nulové funkci. (Tyto funkce se lisi jen hodnotou v bodé 0, coZ ne-
rozlisujeme. )
Priklad 124. Posloupnost funkci f,, n € N, s periodou T, definovangch na (0,T) vzorcem

fol@) = (=1)" "7,
nemd bodovou limitu v 0, ale konverguje v normé k nulové funkci.

Podle definice tvoii bazi prostoru P, funkce proménné ¢
1,coswt,sinwt,cos2wt,sin2wt,...

Tvrzeni 125. Tato bdze je ortogondlni, nebot pro véechna j, k € Ng, j # k, plati
T
/ (cosjwt) (coskwt) dt =0,
0
T
/ (sinjwt) (sinkwt) dt =0,
0

T
/ (cosjwt) (sinkwt) dt =0.
0

(Posledni vzorec plati i pro j = k.)

Diikaz. Posledni vzorec je integrél liché funkce, kterou diky periodicité 1ze integrovat pfes interval (—=7/2,T/2).Prvni
dva vzorce jsou integraly sudych funkci, které jsou vSak souctem harmonickych funkci s periodou T":

T 1 [T
/ (cosjwt) (coskwt) dt:§/ (cos(j — k) wt+cos(j+k)wt)dt =0,
0 0

T 1 T
/(sinjwt) (sinkwt)dtzi/ (cos (j — k) wt — cos (j + k) wt) dt =0,
0 0
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Z ortogonalni béaze lze udélat ortonormalni, pokud jeji prvky vyndsobime vhodnymi konstantami. Ty
dostaneme ze vztahu

T
/ (coskwt)® dt =
0

T
/ (sinkwt)® dt =

0

NIRRT

pro k # 0,
T
/ (cosOo.)t)2 dt=1T.
0

Ortonormalni bazi prostoru P, tvori funkce

71 \/ = t \l = i t \l = 2wt “* in2wt
COSs w S w COS 2w Smzswt,...
\/T’ T 9 T ) T 9 T 9

Z linearni algebry vime, ze soufadnice vektoru vzhledem k ortonormalni bézi jsou jeho skalarni souciny s vektory
béaze. (Pro ortogondlni bazi je tieba skaldrni soucin jesté vydélit vhodnou konstantou, kterou dostaneme, kdyz
postup aplikujeme na vektor baze.)

Véta 126. Koeficienty Fourierovy Tady funkce f € P, jsou

1 /T

w=z [ 10,
2 T

ak:—/ f () coskwtdt,
T Jo
2 T

bk:—/ f () sinkwtdt.
T Jo

Poznamka 127. (Abychom méli i pro ag stejny vzorec, nékdy se ve Fourierové radé (@ pouzivd absolutni clen
ve tvaru %)
2

Dusledek 128. Je-li funkce f lichd, pak ai =0, je-li f sudd, pak by, = 0 pro vSechna k € N.

Diikaz. Integrand je lichd funkce g s periodou T', kterou muzeme integrovat téz ptes interval (—1/2,T/2),

T T/2 0 T/2
/0 g(t)dt/T/2g(t)dt/T/zg(t)dtJr/o g(t) dt =

T/2 T/2
:—/ g(u)du+/ g(t)dt=0.
0 0

Disledek 129. Koeficienty Fourierovy Tady zdvisi na funkci linedrné.

Dausledek 130 (Riemannova véta). Je-li f po édstech spojitd funkce, pak

T T
lim / f(t) coskwtdt =0= lim f(t) sinkwtdt.
k—oo Jo k—o0 Jo
Dikaz. Vliv maji pouze hodnoty na intervalu (0,7), mimo néj muzeme funkci dodefinovat jako periodickou s
periodou T'; pak integrédly jsou imérné koeficientim Fourierovy rady. Z jeji konvergence vyplyvéa, ze koeficienty
konverguji k 0.

O

Piiklad 131. Funkce f(t) = [sint| md periodu T = 7, tj. w = 2, neni harmonickd; jeji Fourierova tada je
tvaru
ag + ay cos2t+ by sin2t + ag cosdt + by sindt + - - -
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s koeficienty

1 T 2
aozf/ sintdt = —,
™ 0 ™
2 (™. 1/ . .
asz/ smtcos2ktdt=*/ (sm(l—2k)t+sm(l+2k)t) dt =
™ Jo ™ Jo
B 4
(1—(2k)2)7r’
4 B 4 B 4
METE T T BT Tssp

Koeficienty by jsou nulové, protoze funkce f je sudd; Fourierova rada je tvaru

2 4

*"—Z— COSth:
T (17(21@)2) -

= . 3 COS 15’/T COS 35 COS

Ndsledugici obrdzek ukazuje puvodni funkci (modre), proni ¢tyri slozky Fourierovy Tady (Gerné) a jejich soucet
(cervené):

b 1T

0.7

Piiklad 132. Kdybychom si v predchozim prikladu nevsimli, Ze funkce f(t) = |sint| md periodu T = 7, a
pouzili periodu T = 2w, tj. w = 1, dostali bychom Fourierovu Tadu tvaru

Ao+ Aq cost + By sint + Ay cos2t + By sin2¢+ - - -
s koeficienty

1 [ 2

AO:—/ |sint| dt = —,
27 Jo us
) 27

Ap = — |sin ] cosk‘tdt:l/ (sin(l—k)t+sin(1+k)t)dt=
2w Jo T Jo
:{ ﬁ pro k sudé,
0 pro k liché. ’
A; =0, AQZ—%, A3 =0, A4=—%,...
a By =0, k € N. Vyslednd Fourierova Tada je stejnd,
g——coth—icosllt—icos6t—-~-
T s 157 357
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Otazka, které funkce lze vyjadrit Fourierovou fadou, je slozita, postacujici jsou Dirichletovy podminky
[Wrede, Spiegel|:

1. Funkce f je periodickd s periodou T'.
2. Funkce f je definovand kromé kone¢né mnoha bodu v kazdé periodé.
3. Funkce f’ je po ¢astech spojité.
Veéta 133. Pri splnéni Dirichletovijch podminek Fourierova Tada funkce f konverguje v bodé x
o k f(x), je-li f vz spojitd,
o obecné k 3 (f (z+) + f (z—)).

Disledek 134. Kazdd funkce na R, kterd je periodickd s periodou T a po ¢dstech spojitd i se svou derivact,
je tvaru Fourierovy tTady (@)

To je téméf univerzalni nastroj pro popis periodickych funkeci.

Véta 135. Fourierovu fadu lze derivovat i integrovat élen po clenu (u derivace potrebujeme navic predpoklad,
Ze je spojitd), napt-.

(‘3 <Zak coskwt—i—Zbk smkwt) Zakkw sinkwt—i—Zbkkw coskwt.

k=1 k=0 k=1

7.1 Parsevalova rovnost

Priklad 136. Pri konstatnim odporu je vykon umérny druhé mocniné proudu, resp. napéti. Primérny vykon
pri periodickém prubéhu je dmérny integrdlu tohoto kvadrdtu pres jednu periodu.
I jinde je prumérny vijkon dmérny integrdlu kvadrdtu néjaké veliciny pres jednu periodu.

T
_ %/0 (f (£)2 dt (20)

Vyjadiime funkci f ve tvaru Fourierovy fady a dosadime do predchoziho vzorce. V dusledku ortogonality zbydou
pouze kvadraty bazovych funkei,

T oo o) 2
/ (Zak cosk‘wt—l—Zbk sink‘wt) dt =
0

k=0 k=1

T 0 [e’s}
/ <Z (ar, coskwt) +Z b sinkwt) > dt =
0 \k=0 k=1

Zajima nas velicina

P =

Nl =

NI~

1 o [T 1 o [T
= — ar coskwt)? dt + — b sinkwt)? dt =
T T
k=070 k=170
1 & 1 & a4+ b?
2 Z 2 Z 2 2 Z k k
CL0+ D) k:1ak+ D) - k a0+k:1 D)

Vykon odpovidajici periodické funkei je sou¢tem vykont jejich harmonickych.

Véta 137 (Parsevalova rovnost). Pokud funkce

t) = Zak cosk:wt—l—Zbk sinkwt,
k=0 k=1

splriuge Dirichletovy podminky, pak




kde
[aZ + b3
2
je efektivni hodnota veliciny s harmonickym pribéhem
ap coskwt+ by sinkwt.
Pouze pro k = 0 je efektivni hodnota rovna amplitudé, nebot se jednd o konstantni funkci.

Priklad 138. V prikladu [131] ndm vyslo

, 2 = 4
[sint] = — + E —2c052kt:
T (1—(2k) ) 77
2 4 4 4
= — — —cos2t— — cosdt— —— cos6t —---
T 37 157 357

Pro kvadrdt (vgkon) by ndm vyslo z Parcevalovy rovnosti

1 /T L 2\ 1 4
— (sint)” dt = () + = —
T Jo ™ 2,; (1-@r?)
2V (AN LAY LAY,
A\ 2 \37 2 \16m 2 \35m
Levd strana je 1/2, napravo mdme netrividlnd sumu, pro niz dostdvame vztah
1 2\° 1 4
=) o)
k=1 (1—(2]?))77
P

k=1 (1 - (2 k)2)2 16

[\~]

DN =

7.2 Fourierova rada v komplexnim tvaru

Fourierovu fadu funkce f ve tvaru
o0 o0
Zak coskwt+ Zbk sinkwt
k=0 k=1

upravime pomoci vztahu

1 . .
coskwt = 3 (elhet peihwty
1 . .
sinkwt = — (@l —e7ihwt)
21
a dostaneme ji ve tvaru
o0
Z ckeikwt
k=—o00
kde
Co = Qop,
1
ey == (ap —ibyg) ,
F= (ak k)
1 . _
C_ = 5 (ak +lbk) = Ck

pro k € N. Pro vSechna k € 7Z lze koeficienty urcit z integralu

I .
ck:?/o f(t) e tketdr,
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7.3 Sinova Fourierova rada
Fourierovy rady lze odvodit i od jinych ortogondlnich systému funkci, napt.
sinwt,sin2wt,sin3wt,...

Takto lze vyjadrit liché funkce s periodou T' = 2 7 /w, resp. téméf libovolné funkce na intervalu (0,7/2) (které
lze dodefinovat na intervalu (—7'/2,0) tak, aby byly liché, a na zbyvajicich hodnotéch tak, aby mély periodu T'.
Dostavame sinovou Fourierovu fadu

> s kmt
;Bk sinkwt =Y By sin T

k=1
4 (T2 2 (L kwt
Bsz/o f(t)sink:wtdt:z/o f(t)sin%dt, keN,

kde L = T/2.

7.4 Kosinova Fourierova rada

Pouzitim ortogondlniho systému funkci
1,coswt,cos2wt,cosdwt,...

lze vyjadiit sudé funkce s periodou T' = 27/w, resp. téméi libovolné funkce na intervalu (0,7/2) (které lze
dodefinovat na intervalu (—77/2,0) tak, aby byly sudé, a na zbyvajicich hodnotéch tak, aby mély periodu T
Dostavame kosinovou Fourierovu fadu

> > kwt
ZAk coskwt = ZAk cosT7
k=0 k=0

T/2 1 (L
| rwa=g [Traa

T/2 o (L
/ f @) coskwtdt:—/ f@) cos@dt, keN,
0 L Jo L

Ap =

A =

Nl NN

kde L = T/2.

7.5 Aplikace: pohyb struny
(Dle [Wrede, Spiegel].)

Poloha y (z,t) netlumené struny v bodé z v ¢ase ¢ je v nejjednodussim piipadé popsdna vinovou rovnici

0%y (1) _ 2 0%y (z,t)
ot? oz2

kde « > 0. (Zrychleni je imérné zakiiveni a mé stejné znaménko.) To je homogenni linedrni parcidlni
diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty. Navic mame okrajové podminky

y(0,6)=0,  y(L,t)=0, teR,
kde 0, L jsou koncové body struny, a pocatecni podminky

Ay (z,t)

ot =0, y@@0)=f(zr), =z€(0,L),

t=0

tj. poc¢atecni rychlost je nulovd a poc¢atecni poloha je ddna néjakou funkci f, kterd ma spojitou 2. derivaci a je
nulova v koncovych bodech.
Pokud by pocateéni poloha byla

f(z) =0 sin%, b €R,
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dostali bychom

Pt (1) o = () 0= () v

tj. zrychleni je imérné vychylce. Koeficient imérnosti je zdporny a nezavisly na x. Tato iméra zustane za-
chovana i v ¢ase a kazdy bod bude vykondvat harmonicky pohyb, ktery je feSenim diferencidlni rovnice

Pylt) _ GRTYY

ot?
Resenf je
t t
y(z,t) = A(z) cos Ta + B (x) sin%,
pocéatecnim podminkam vyhovuje pouze B (z) =0, A (z) = f (x) = by sin &=,
t
y(x,t) = by sin % cos TLOé
Obecnéji, pokud by pocateéni poloha byla
k
flzx)=bysin—2, b eR, keN,

L
dostali bychom

%y (x,0) _ 0*f(z) (“)2 b sin BT _ (IWT)Q f(z)=— <m>2 y(x,0),

02 Ox? L L L L
0%y (x,t Er\?
yag/ﬁ ) = —042 (L) Yy (l‘,t) 5

T kmat
cos
L

Diky linearité muzeme pro poc¢ateéni podminku tvaru sinové Fourierovy fady

y (x,t) = b sin i

y(@,0) = @)= b Sm%

psét feSeni ve tvaru

s kmz krat
t)= > by si 5 .
y (x,t) ; kS —— cos —

7.6 Uziti Fourierovych rad

Dovoluji aproximaci i zpracovani periodickych signélu.

Napf. muzeme stanovit odezvu systému na periodicky vstup tak, ze vyfesime piipady, kdy vstup je har-
monicky, a vysledek dostaneme jako jejich linearni kombinaci. Takto lze i kompenzovat nedostatky frekvenéni
charakteristiky pfenosové cesty nebo zdznamového média.To je mozné za predpokladu, ze systém spliiuje princip
superpozice, tj. ze je linearni.

Dulezity dusledek je, ze energie periodického signédlu je ddna souc¢tem energii jednotlivych harmonickych,
které jej tvori.

Pokud je signdl frekven¢né omezeny (vysoké frekvence se v ném nevyskytuji, nejsou podstatné, nebo pochazeji
z Sumu), lze nepotiebné frekvence vynechat vypusténim (vynulovéanim) piislusnych koeficientu. Pak lze posilanim
Fourierovych koeficientt misto pivodniho pribéhu docilit kompresi informace. Navic lze zpracovavat zvlast am-
plitudu a fazi jednotlivych frekvenci a vynechat informaci o fazi, pokud neni dulezita, napt. pii vnimani zvuku
(mono, nikoli stereo). Podminkou je, ze signdl je periodicky, nebo jej lze povazovat za soucdst periodického
prubéhu. Neni mozné pouzit pitimo tento princip on-line.

8 Fourierova transformace

Doporucend literatura: [CRC Encyclopedia].
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8.1 Motivace

Fourierovy fady se osvéd¢ily pro zpracovani signélu, které obsahuji pouze ndsobky urcité zakladni frekvence. Je
zéddouci hledat analogie i pro neperiodické funkce (signdly tvaru jednoho impulzu, ktery se neopakuje). Jednou z
moznosti je snizovani této frekvence k nule, takze nakonec postihneme vsechny mozné frekvence. Tomu odpovida
zvétSovani periody do nekoneéna. Abychom popsali pribéh po celé redlné ose, vyjdeme ze symetrického intervalu
(—=T/2,T/2). V této kapitole w neznaci 27 /T.

8.1.1 Zména zdkladni frekvence Fourierovy rady
Fourierova fada v komplexnim tvaru je

oo
f(t): Z CkEQWi%,

k=—o00

1/T/2 (1) e2m
= — ft)e ™ T dt,
T ) 1)

kde f je funkce s periodou T. Pak f md i periodu nT, n € N, pro kterou dostdvdme Fourierovu fadu (viz

PF.

mt

0o
f(t): Z Cm,ne2ﬁiﬁ7

1 nT/2 -
Com /= —= f(t) e 2™inT dt.
/ nT /nT/2
Koeficient ¢, ,, odpovida frekvenci 27 7. Pokud m = kn, k € N, je koeficient ¢, /, = ¢j/n = ci stejny jako
pro odpovidajici frekvenci w = 27 7% =27 % Fourierovy tady s periodou 7', a to
® L[ e 1)
Cw:ckzcknn:—/ f@)e =™ T dt = 21
/ nT —nT/2
w nm/w .
= — ft)ewtat
27mn —n7/w

nezdvisle na n, tj. na tom, jakou zékladni frekvenci, resp. periodu jsme zvolili. (Pokud f m4 i tuto periodu.)

V ostatnich pifpadech, kdy m neni ndsobkem n, je piislusny koeficient c,,;,, = 0. (Plyne z ortogonality
pouzitého systému funkei, téZ z jednoznacénosti Fourierovy fady.)Dostavdame tedy vice koeficientu (,nx vice®),
ale z nich jen kazdy n-ty je nenulovy (rovny pifslusnému koeficientu puvodni fady). Vysledny tvar Fourierovy
fady je stejny.

Kdyby vsSak puvodni signédl obsahoval i nizsi frekvence, které jsou ndsobkem Z—;, ale nikoli ndsobkem =7,
pak by je vystihovaly nenulové koeficienty v nové Fourierové fadé, zatimco puvodni fada by tyto frekvence
neobsahovala.

27

8.1.2 Fourieriv obraz jako analogie Fourierovy fady pro neperiodické funkce

Fourierovy fady piinesly uziteény nastroj; zkusme jej pouzit pro neperiodicky pritbéh. Necht funkce f je spojita,
neni periodickd, ale nabyvéd nenulovych hodnot jen na néjakém omezeném intervalu (vstupni signil omezené
amlitudy i délky). Slozka signdlu odpovidajici (ithlové) frekvenci w # 0 bude dle Umeérnd vyrazu

w nw/w )
Clw)= 2 £() et dt (22)

B 2mn —n7w/w

za predpokladu, Ze integracni interval pokryva vSechny nenulové hodnoty funkce f, tj. Ze n € N je dostatectné
velké. Zajimé nas tedy limita

nw/w )
lim —— / f(t)e'wtat.
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Pro funkci s periodou 2 7 /w se jednalo o limitu konstantn{ posloupnosti, nebot jak integral, tak jmenovatel pied
nim je imérny n. Pro zde pouzité predpoklady bychom vSak dostali nulu, protoze integral se pro velké hodnoty
n nemeéni a délime jej n. Zato existuje limita

nm/w . 00 )
F(w) = lim F() e @tdr = / F() e @tdr = (23)
n=o0 J _nw/w —00
= / f(t) cos(—wt) dt +1i / f(t) sin(—wt) dt, (24)

a to i pro w = 0 a pro vSechna zdpornd w, nebot

F(—w):/_oo £0) ei“’tdt:/_oo T e oidt = Flw).

Funkce F': R — C definovand vzorcem se nazyva Fouriertuv obraz funkce f: R — R a zobrazeni F,
F(f)=F

se nazyvé (primé) Fourierova transformace.

8.1.3 Obecnéjsi predpoklady Fourierovy transformace

Protoze funkci f chceme pouze integrovat, staci, je-li po ¢dstech spojitd (s koneéné mnoha nespojitostmi).
Nemusi byt nulovda mimo néjaky omezeny interval, staci, kdyz v oo konverguje k nule ,,dostate¢né rychle®,
napf. exponencialné, tj.
VieR:|f (1) < Ae et
pro néjakd A, > 0. (Tato nerovnost smi byt porusena na néjakém omezeném intervalu.) Pottebujeme totiz,
aby integral

F@):/_OO Ft) et tar,

konvergoval (absolutné), tj. aby existoval koneény integral
o)
[ sl
—00

nw/w )
lim ft)e'wtat

n— o0 —nT/w

(To neni postacujici podminka.) Limita

muze existovat i za obecnégjsich predpokladu.
Lze ptipustit, aby funkce f nabyvala i komplexnich hodnot, i kdyz pak postrada predchozi motivaci. Rovnost
F (—w) = F (w) plati jen pro Fouriertuv obraz realné funkce.

8.2 Zpétna Fourierova transformace

Ucelem Fourierovych koeficientu byla aproximace puvodni funkce pomoci goniometrickych funkei, tj. Fourierovy
fady. Tuto moznost dévé i Fourierova transformace, z Fourierova obrazu najdeme (pfiblizné) vzor, nyni ne jako
sumu, ale jako integral:

fr (t):i /00 F(w) e“tdw.

21 J_o

Ten je navic témér stejného tvaru jako piimé Fourierova transformace (s vyménénou roli redlnych argumentu
t,w), lisf se pouze znaménkem v exponentu (tj. orientaci redlné osy) a multiplikativni konstantou ﬁ

Poznamka 139. Jeste lepsi shodu obou vzorci bychom dosahli, kdybychom multiplikativni konstantu % rozdeélili
do obou vzorci, které by pak mély tvar (ktery pouZivd Mathematica)

* _L > efiwt
Frw=—= [ raeiea,
* _ 1 o * w eiwt w
= [ F@ettas
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To se casto déld, stejné jako zména méritka pro t,w. V literature se proto setkdme s mnoha riuznymi vzorci,
které se lisi linedrni zménou méritka proménnijch. Navic jsou ruzné zvyky v ruzniych oblastech matematiky. Zde
uvedeny zpusob pouzZiva Maple.

Zobrazeni F~!,
FUR) =1

se nazyva zpétna Fourierova transformace. V mnoha dilezitych ptipadech se vysledek f* s puvodni funkei
f shoduje, nebo se 1isi jen v bodech nespojitosti.

Véta 140 (postacujici podminka pro pifmou i zpétnou Fourierovu transformaci). Necht funkce f md koneéné
mnoho bodu nespojitosti, splituje Lipschitzovu podminku a existuje konecny integrdl

| irwra.

Pak funkce f md Fourieriv obraz F, jeho# zpétnou transformaci dostaneme funkci f* = F~1(F) takovou, Ze
f* = f v bodech spojitosti funkce f a v libovolném bodé t plati

hm (fE+h)+f(t—=n)).

FH)+ 1 () = 5 i

5

8.3 Vlastnosti Fourierovy transformace

Obrazy ve Fourierové transformaci znac¢ime obvykle velkym pismenem, tj. F' = F (f), G = F (g)...
Funkee je svym Fourierovym obrazem uréena jednozna¢né (az na mnozinu nulové miry, napt. koneéné mnoho
bodu). Rikdme, Ze f je reprezentace signilu v ¢asové oblasti a F je reprezentace ve frekvenéni oblasti.
Stejné jako integral, je i Fourierova transformace linedrni, tj.

Flaf+bg)=aF(f)+bF(9), abeR.

Fourieruv obraz redlné sudé funkce mé nenulové jen kosinové slozky, je to tedy redlna funkce (viz dukaz
tvrzeni [125]). Fouriertiv obraz realné liché funkce mé nenulové jen sinové slozky, je to tedy ryze imaginarni
funkce. Kazdou funkci f lze vyjadrit jako soucet sudé a liché funkce,

(F )+ F (-0) 45 (F ()~ F(-1),

suda lichd

DO =

ft) =

sudd slozka urcuje redlnou a lichd imagindrn{ ¢dst Fourierova obrazu. Dusledek: Je-li f redlna, je F (0) € R.

Z definice plyne vic:
0) = / f () dt

Zménime-li linedrné méfitko ¢asu, g (t) = f (at), a € R, zméni se i méfitko ve frekvenéni oblasti (po substituci

u=at):
/Oog() “letgr = / flat) e ' @tdt =

251gna/ f (u —1wu/adu_mF(a>

(Cinitel signa vyjadiuje zdménu integmém’ch mezi pro a < 0.) Posunuti po¢étku ¢asu, g (t) = f (t +a), a € R,
m4 ndsledujici u¢inek (po substituci v =t + a)

G(w):/oo( Tlwtqr = / f(t e iwldt =

/ f —1w(u—a) du = eiwa / f(u) e—iwudu — eiwaF(w) )
—o0

G (w)
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Fourieruv obraz derivace Df = f’ dostaneme integraci per partes:
0 .
FOH@= [ reta-
—o0

=[f @ e*iwf]j;oo—/jo ft) (iw) e At =iwF () .

0

(Pront élen je nulovy, protoZe Fourieriv obraz je definovdn jen za predpokladu . lirin f () =0.) Derivovani v
—4oo

¢asové oblasti odpovida nasobeni w ve frekvenéni oblasti (az na ndsobek i).Pro k-tou derivaci
F(DHf) @) = F (1) @) = (@) F ().

Podobné bychom dostali i vzorec pro integrél (délime iw), ale museli bychom ohlidat podminky pro existenci
jeho Fourierova obrazu.

8.4 Aplikace Fourierovy transformace

e Frekvencni analyza neperiodickych signala, hledani odezvy linearnich systémi.
e Filtrace Sumu (pokud m4 jinou frekvenéni charakteristiku nez uziteény signal).
e Komprese informace (ztratova i bezeztratova), napt. ve formatu JPEG.

e Rozpozndvani, zejména zvuku (fe¢i) — Fouriertuv obraz nese stejnou informaci jako puvodni signdl a muze
byt vhodnéjsi pro dalsi zpracovani.

8.5 Obecnéjsi integralni transformace

Integralni transformaci obecné rozumime zobrazeni, které funkci f ptifazuje funkci F' tak, ze se vynasobi vhod-
nou funkef dvou proménnych x (zvanou jadro transformace) a zintegruje podle puvodn{ proménné,

b
F(w):/ f ) k(w,t) dt.

V piipadé Fourierovy transformace je

K(w,t) =e 19t a= —00, b=00.
Lze pouzit jiné jadro, napt. cos (wt) nebo sin (wt), a jiné meze integrace. Napt. Laplaceova transformace
pouziva
K(s,t) =e ", a=0, b= o0,

kde vsak proménnd s je komplexni. M4 obdobné vlastnosti jako Fourierova transformace, zejména derivovani
vzoru odpovida vynasobeni obrazu. Toho se vyuzivd pti feSeni linearnich diferencialnich rovnic; jejich
charakteristickd rovnice vznikla pravé timto postupem.

yIntegra¢ni obor* muze byt tvoren téz spocetné mnoha body, dostdvame diskrétni transformace. Pouzivaji
se napfi. pro reprezentaci nebo kompresi digitdlnich signédli a pro feseni linearnich diferenénich rovnic.
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