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5.2.5 Obecná substituce v dvojném integrálu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
5.2.6 Trojný integrál . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
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6.4.2 Násobné kořeny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
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Předmluva

Tento předmět i studijńı materiály vznikly ve snaze neochudit studenty poč́ıtačových obor̊u aspoň o něco, co
přináš́ı spojitý, nedigitalizovaný pohled na svět. Ćılem neńı vychovat cvičené borce, hbitě integruj́ıćı s tužkou
a paṕırem, ale poučené uživatele moderńıho softwaru, kteř́ı budou aspoň schopni správně formulovat úlohy a
snad i interpretovat dosažené výsledky.

Pro odlehčeńı nás některými mı́sty provedou známé osobnosti, moudrý SH a jeho o něco méně moudrý
společńık DW. SH neńı zkratkou autor̊u znamenité knihy [Schlesinger, Hlaváč], i když ti se o vznik tohoto
předmětu, textu, a hlavně jeho pojet́ı zasloužili mnohem v́ıc a zasloužili by si v něm být zvěčněni. Čińım tak
aspoň zde.

Praha, 21. prosince 2011 Mirko Navara

1 Vzdálenosti v prostoru

1.1 Metriky a normy

Př́ıklad 1. DW:
”

Vı́me, že loupež v klenotnictv́ı na křǐzovatce 45th Street a 8th Avenue proběhla od 10:30 do
10:35. Zkoumal jsem, zda mohl pachatel odjet lod́ı v 11:15 z př́ıstavu, který je na rohu 52nd Street a 12th Avenue.
Př́ımá vzdálenost těchto dvou mı́st by to dovolovala, ale směr ulic nikoli. Mohl se vydat po 45th Street až k 12th
Avenue, nebo naopak po 8th Avenue až k 52nd Street. Přepoč́ıtal jsem i řadu daľśıch možnost́ı, ale podle žádné
z nich to nemohl stihnout.“ SH:

”
Př́ıteli, nerad to ř́ıkám, ale plýtval jste časem zbytečně.“ DW:

”
Ale vždyt’ je

tolik možnost́ı, ani jsem nevyzkoušel všechny, kterých je
(

7+4
4

)
= 330, když samozřejmě vylučuji ty, kdy by se

pachatel pohyboval proti směru, kterým jǐz dř́ıve postupoval.“ SH:
”

Stačil vám prvńı výsledek, ostatńı nepřinesly
nic nového. Pachatel mohl ut́ıkat pouze na západ, nebo na sever, a je jedno, v jakém pořad́ı, vzdálenost byla
vždy stejná. Ne nadarmo j́ı podle tohoto mı́sta ř́ıkaj́ı i matematici manhattanská metrika.“

Pro zjednodušeńı zanedbáme zakřiveńı i nerovnosti Země a budeme se pohybovat v aritmetickém lineárńım
prostoru R2. Vzdálenost mı́st se souřadnicemi (x, y) , (u, v) ∈ R2 byla v předchoźım př́ıkladu dána rozd́ıly
souřadnic:

m1 ((x, y) , (u, v)) = |x− u|+ |y − v| .
Př́ımá (=vzdušná, též euklidovská) vzdálenost by byla

m2 ((x, y) , (u, v)) =

√
(x− u)

2
+ (y − v)

2
.

To jsou jen dva speciálńı př́ıpady obecněǰśıho vzorce

mp ((x, y) , (u, v)) = (|x− u|p + |y − v|p)1/p
, (1)

kde p ≥ 1. V limitńım př́ıpadě pro p → ∞ by o výsledku rozhodoval jen největš́ı rozd́ıl souřadnic a dostali
bychom

m∞ ((x, y) , (u, v)) = max (|x− u| , |y − v|) .
I to má své opodstatněńı, někdy se ptáme na maximálńı chybu v kterékoli souřadnici.

Zobecněńım do n-rozměrného prostoru bychom pro vzdálenost bod̊u (které ztotožňujeme s jejich polohovými
vektory) x = (x1, . . . , xn), u= (u1, . . . , un) ∈ Rn dostali vzorce

mp (x,u) = (|x1 − u1|p + · · ·+ |xn − un|p)
1/p

,

m1 (x,u) = |x1 − u1|+ · · ·+ |xn − un| ,

m2 (x,u) =

√
(x1 − u1)

2
+ · · ·+ (xn − un)

2
,

m∞ (x,u) = max (|x1 − u1| , . . . , |xn − un|) .

V př́ıpadě n = 1 dostáváme ve všech př́ıpadech |x1 − u1|.
Všechny tyto vzorce definuj́ı tzv. metriky (vzdálenosti), tj. funkce m : Rn × Rn → R s následuj́ıćımi

vlastnostmi:

m (x,u) ≥ 0 , přičemž m (x,u) = 0 , právě když x = u , (2)

m (x,u) = m (u, x) ,

m (x,u) ≤ m (x,w) +m (w,u) .
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Posledńı vztah se nazývá trojúhelńıková nerovnost a ř́ıká, že cestu z x do u si nezkrát́ıme, když nav́ıc
předeṕı̌seme, že je třeba j́ıt přes w.

Cvičeńı 2. Ověřte, že funkce mp ze vzorce (1) by pro p < 1 nebyla metrika.

Všechny uvedené metriky jsou odvozeny od norem ve vektorovém prostoru Rn, což jsou funkce ||.|| : Rn → R
splňuj́ıćı

||x|| ≥ 0 , přičemž ||x|| = 0 , právě když x = 0 , (3)

||ax|| = |a| · ||x|| pro všechna a ∈ R ,
||x+ u|| ≤ ||x||+ ||u|| .

Posledńı vztah je opět trojúhelńıková nerovnost. Přibyl druhý vztah, který uvád́ı normu do souvislosti s násobeńım
vektoru skalárem. Lineárńı prostor s normou se nazývá normovaný lineárńı prostor.

Každá norma ||.|| definuje (indukuje) metriku m vztahem

m (x,u) = ||x− u|| . (4)

Zde uvedené metriky jsou odvozeny od následuj́ıćıch norem:

||x||p = (|x1|p + · · ·+ |xn|p)
1/p

,

||x||1 = |x1|+ · · ·+ |xn| ,

||x||2 =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n ,

||x||∞ = max (|x1| , . . . , |xn|) .

Obrácené tvrzeńı neplat́ı; některé metriky nejsou indukovány normami. (Kromě toho metriky lze zavést na
obecněǰśıch prostorech než lineárńıch.) Metrika m indukovaná normou ||.|| muśı splňovat vztah, který dostaneme
z (4) dosazeńım u := 0:

||x|| = m (x,0) .

Problém může nastat pouze u druhé z podmı́nek pro normu (3), která požaduje

m (ax,0) = ||ax|| = |a| · ||x|| = am (x,0) pro všechna a ∈ R ,

což některé metriky nesplňuj́ı.

Př́ıklad 3 ( metrika neindukovaná normou). Na R2 lze zavést metriku

m ((x, y) , (u, v)) =
∣∣ 3
√
x− 3
√
u
∣∣+
∣∣ 3
√
y − 3
√
v
∣∣ ,

která neńı indukována žádnou normou.

Nadále se budeme zabývat pouze normovanými lineárńımi prostory a metrikami indukovanými př́ıslušnými
normami.

1.2 Konvergence a limity

Pomoćı normy můžeme definovat konvergenci posloupnosti bod̊u:

Definice 4. Posloupnost bod̊u (xi)i∈N v Rn má limitu b ∈ Rn, jestlǐze

lim
i→∞

||xi − b|| = 0 .

Poznámka 5. Obecněji bychom mohli konvergenci zavést pomoćı metriky podmı́nkou

lim
i→∞

m (xi, b) = 0 .

Pokud je metrika indukovaná normou, dostaneme předchoźı definici.
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V definici 4 jsme nespecifikovali normu, takže jsme vlastně definovali mnoho typ̊u konvergence. Nicméně
v prostoru konečné dimenze se všechny tyto typy konvergence shoduj́ı. Pro zde uvedené normy za to vděč́ıme
následuj́ıćım nerovnostem (pro p ≥ 1):

||x||∞ ≤ ||x||p ≤ n ||x||∞ .

T́ım je omezen poměr norem shora i zdola (při dané dimenzi konstantou). I když pro r̊uzné normy dostáváme
r̊uzné vzdálenosti, na tom, jestli konverguj́ı k nule, to nic neměńı. To plat́ı obecně i pro jiné normy, přesněji pro
libovolný normovaný lineárńı prostor konečné dimenze (a jinými se zde zabývat nebudeme).

Nadále budeme obvykle uvažovat euklidovskou normu (nebude-li stanoveno jinak) a index 2 budeme
vynechávat:

||x|| = ||x||2 =
√
x2

1 + · · ·+ x2
n .

Bohužel při studiu konvergence nevystač́ıme s posloupnostmi, proto budeme muset zavést obecněji použitelné
pojmy.

Definice 6. Pro ε > 0 definujeme ε-okoĺı bodu b ∈ Rn jako množinu

Uε (b) = {x ∈ Rn | ||x− b|| < ε} .

(Pro n = 1 je to interval (x− ε, x+ ε).) Pokud z ε-okoĺı Uε (b) vynecháme bod b, hovoř́ıme o prstencovém
ε-okoĺı bodu b,

Pε (b) = Uε (b) \ {b} .

Pokud nepotřebujeme specifikovat poloměr, hovoř́ıme pouze o okoĺı a znač́ıme U (b) , P (b).

Definice 7. Necht’ D ⊆ Rn. Bod b ∈ Rn se nazývá

• hromadný bod množiny D, jestlǐze každé prstencové okoĺı P (b) má neprázdný pr̊unik s D,

• hraničńı bod množiny D, jestlǐze každé okoĺı U (b) má neprázdný pr̊unik s D i s Rn \D.

Nezálež́ı na tom, zda b ∈ D nebo ne.
Je-li b hromadný bod množiny D, pak je množina P (b) ∩D nejen neprázdná, ale dokonce nekonečná. Ke

každým konečně mnoha bod̊um z ńı lze totiž naj́ıt menš́ı okoĺı P ∗ (b), které žádný z těchto bod̊u neobsahuje,
ale i to má neprázdný pr̊unik s D.

Pomoćı pojmu okoĺı lze přeformulovat pojem konvergence: Posloupnost bod̊u (xi)i∈N v Rn má limitu b ∈
Rn, jestliže pro každé okoĺı U (b) existuje i0 ∈ N takové, že xi ∈ U (b) pro všechna i ≥ i0. V tom př́ıpadě
množina bod̊u X = {xi | i ∈ N} nemá jiný hromadný bod než b. Bod b může být (jediným) hromadným bodem
množiny X (a to právě tehdy, je-li nekonečná), ale nemuśı (jestliže existuje i0 ∈ N takové, že xi = b pro všechna
i ≥ i0). (Je nutno rozlǐsovat množinu od posloupnosti, v množině se body neopakuj́ı.)

Posloupnost bod̊u, která nemá limitu, (přesněji množina všech bod̊u této posloupnosti) může mı́t i v́ıce
hromadných bod̊u:

Př́ıklad 8. Množina D =
{

(−1)
i

(1− 1/i) | i ∈ N
}

obsahuje např. prvky

0 1
2 − 2

3
3
4 − 4

5
5
6 − 6

7
7
8 − 8

9
9
10 · · ·

Má dva hromadné body −1, 1; žádný do ńı nepatř́ı. Jej́ı hraničńı body jsou všechny jej́ı body a −1, 1.

Př́ıklad 9. Hromadné body intervalu I = (0, 1〉 tvoř́ı uzavřený interval 〈0, 1〉; hromadné body jeho doplňku
R \ I = (−∞, 0〉 ∪ (1,∞) jsou právě všechny body množiny (−∞, 0〉 ∪ 〈1,∞). Hraničńı body (jak I, tak R \ I)
jsou 0, 1.

Definice 10. Množina M ⊆ Rn se nazývá

• uzavřená, jestlǐze obsahuje všechny své hromadné body,

• otevřená, jestlǐze jej́ı doplněk je uzavřený, tj. jestlǐze M neobsahuje žádný hromadný bod množiny Rn\M .

Cvičeńı 11. M̊uže být množina současně otevřená i uzavřená?

Řešeńı. Ano, např. prázdná množina a jej́ı doplněk.
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2 Funkce v́ıce proměnných a jejich spojitost

Doporučená literatura: [Hamhalter, Tǐser: Dif. p., kap. 1].

Definice 12. (Reálná) funkce n proměnných je zobrazeńı F : D → R, kde D ⊆ Rn je definičńı obor.

Neńı-li stanoveno jinak, uvažujeme u funkćı jejich maximálńı definičńı obor, tj. největš́ı množinu, na ńıž
jsou všechny potřebné výrazy v jej́ı definici definovány. Nechceme-li o definičńım oboru hovořit a neńı to celá
množina Rn, hovoř́ıme o funkci z Rn do R.

Pokud zafixujeme všechny proměnné až na jednu, dostaneme funkci jedné proměnné. Takto můžeme funkci
v́ıce proměnných chápat jako zobrazeńı, které n−1 argument̊um přǐrazuje funkce jedné proměnné; tento pohled
však nepostihuje specifika funkćı v́ıce proměnných.

Př́ıklad 13. Funkci F (x, y) = 2x y lze chápat jako funkci R2 → R, ale i jako lineárńı funkci R→ R, x 7→ 2x y,
závislou na parametru y. Rovněž ji m̊užeme považovat za lineárńı funkci R → R, y 7→ 2x y, závislou na
parametru x.

Budeme potřebovat i v́ıcerozměrný př́ıpad, vektorovou funkci vektorového argumentu, tedy zobrazeńı F : D →
Rk, kde k ∈ N a D ⊆ Rn je definičńı obor. To lze vyjádřit jako k funkćı Fm : D → R, m = 1, . . . , k,

F = (F1, . . . , Fk) ,

F (x) = (F1 (x) , . . . , Fk (x)) ∈ Rk .

Př́ıklad 14. Vektor intenzity gravitačńıho (nebo elektrického) pole, jehož zdroj se nacháźı v počátku souřadnic,
je v bodě (x, y, z)

−c (x, y, z)

(x2 + y2 + z2)
3/2

=

(
−c x

(x2 + y2 + z2)
3/2

,
−c y

(x2 + y2 + z2)
3/2

,
−c z

(x2 + y2 + z2)
3/2

)
,

kde c je konstanta.

2.1 Spojitost

Př́ıklad 15. DW:
”

Chtěl jsem vám ukázat vilu San Michele. Měli jsme k ńı doj́ıt po této silnici od východu,
ale nikde ji nevid́ım. Jak je to možné?“ SH:

”
Jak jste se tam včera dostal?“ DW:

”
Ulićı od západu.“ SH:

”
A

kudy jste odešel?“ DW:
”

Do parku na kopci, mysĺım, že na jih.“ SH:
”

Jistě, na sever by to nešlo.“ DW:
”

To
tedy opravdu ne. Ale jak to v́ıte, když jste tam nikdy nebyl?“ SH:

”
Myslel jsem si to, ale nebyl jsem si jist. S

jistotou to mohu tvrdit teprve ted’, když vid́ım, že silnice zde nekonč́ı.“

Př́ıklad 16. Součin dvou
”

malých“ č́ısel je
”

malý“, neboli x→ 0, y → 0 =⇒ x y → 0.

Př́ıklad 17. Pod́ıl dvou
”

malých“ č́ısel m̊uže být libovolný.

Př́ıklad 18. Jakých hodnot nabývá funkce

F (x, y) =
y√

x2 + y2

pro
”

malé“ hodnoty argument̊u? Zkusme se bĺı̌zit k počátku po r̊uzných př́ımkách (zadaných parametrem t ∈ R
tak, že počátku odpov́ıdá t = 0):

• x = t, y = 0 : lim
t→0

F (t, 0) = lim
t→0

0 = 0 ,

• x = 0, y = t > 0 : lim
t→0+

F (0, t) = lim
t→0+

1 = 1 ,

• x = 0, y = −t < 0 : lim
t→0+

F (0,−t) = lim
t→0+

−1 = −1 ,

• x = t, y = t > 0 : lim
t→0+

F (t, t) = lim
t→0+

1√
2

=
1√
2

• x = a t, y = b t, t > 0 : lim
t→0+

F (a t, b t) = lim
t→0+

b√
a2 + b2

=
b√

a2 + b2

(předpokládáme a 6= 0 ∨ b 6= 0).
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Limity podél každé z těchto polopř́ımek existuj́ı (dokonce jsou to limity konstantńıch funkćı), ale jsou r̊uzné,
proto nem̊užeme definovat limitu funkce F v počátku. (Jak je u limit obvyklé, neńı podstatné, zda a jak je funkce
definována v bodě, v němž zkoumáme limitu.)

Př́ıklad 19. Jakých hodnot nabývá pro
”

malé“ hodnoty argument̊u funkce

g (x, y) =
y2

x
,

definovaná pro x > 0? Zkusme se bĺı̌zit k počátku po r̊uzných polopř́ımkách (zadaných parametrem t ∈ R tak, že
počátku odpov́ıdá t = 0, s ohledem na definičńı obor potřebujeme limity zprava):

• x = t > 0, y = 0 : lim
t→0+

g (t, 0) = lim
t→0+

0 = 0 ,

• x = t > 0, y = t : lim
t→0+

g (t, t) = lim
t→0+

t = 0 ,

• x = t > 0, y = b t : lim
t→0+

g (t, b t) = lim
t→0+

b2 t = 0 .

Vše se zdá v pořádku a chtěli bychom definovat limitu funkce g v počátku jako 0. Ale bĺı̌źıme-li se k němu
např. po parabole,

• x = t2, y = t : lim
t→0

g
(
t2, t

)
= lim
t→0

1 = 1 ,

což je v rozporu s předchoźımi, takže ani zde neńı limita v počátku definována.

2.1.1 Definice limity a spojitosti

Záměrem je definovat limitu pouze v př́ıpadě, že dostaneme stejný výsledek, at’ se bĺıž́ıme k bodu
”
libovolným

zp̊usobem“. Předchoźı př́ıklad ukazuje, že možných cest je mnoho.

Definice 20. Funkce F : D → R, D ⊆ Rn, má v hromadném bodě b definičńıho oboru D limitu u, jestlǐze ke
každému okoĺı U (u) existuje prstencové okoĺı P (b), které se celé zobrazuje do U (u); přesněji ∀x ∈ P (b) ∩D :
F (x) ∈ U (u) . Znač́ıme lim

x→b
F (x) = u.

Funkce F se nazývá spojitá v bodě b, jestlǐze v něm má limitu rovnou své funkčńı hodnotě. Funkce F se
nazývá spojitá na množině A ⊆ D, jestlǐze je spojitá v každém bodě množiny A.

Hovořit o limitě a spojitosti v bodě, který neńı hromadným bodem definičńıho oboru, by nemělo význam.
Hledáńı limity funkce v́ıce proměnných nelze rozložit na hledáńı limit podle jednotlivých proměnných. Pokud

existuje limita
lim

(x,y)→(a,c)
F (x, y) ,

pak se rovná limitám
lim
x→a

lim
y→c

F (x, y) , lim
y→c

lim
x→a

F (x, y) ,

ale obrácená implikace neplat́ı, viz př́ıklad 18.

2.1.2 Př́ıklady

Př́ıklad 21. Spojitost součinu z př́ıkladu 16 v bodě (0, 0) lze prokázat následovně: Pro libovolné ε > 0 máme naj́ıt
takové okoĺı, v němž funkčńı hodnoty patř́ı do Uε (0) = (−ε, ε). Stač́ı zvolit δ ≤ ε, δ < 1; pak pro (x, y) ∈ Pδ (0, 0)
hodnota součinu splňuje požadované nerovnosti

x y < δ2 < δ ≤ ε ,
x y > −δ2 > −δ ≥ −ε .

(Stačilo δ2/2 ≤ ε, tj. δ ≤
√

2 ε, ale podstatné je, že existuje δ > 0 takové, abychom byli schopni garantovat, že
pro (x, y) ∈ Pδ (0, 0) plat́ı x y ∈ (−ε, ε).)
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Př́ıklad 22. Nespojitost funkce

g (x, y) =
y2

x

z př́ıkladu 19 lze prokázat následovně: Pro libovolné δ > 0, lze naj́ıt η > 0 tak malé, že (η, 0) ,
(
η2, η

)
∈ Pδ (0, 0).

Funkčńı hodnoty v těchto bodech jsou

g (η, 0) = 0 , g
(
η2, η

)
= 1 .

Tyto hodnoty nemohou být společně v okoĺı o poloměru menš́ım než 1/2. Nav́ıc např. v bodě
(
η3, η

)
(který také

patř́ı do Pδ (0, 0), zvoĺıme-li η dostatečně malé) je g
(
η3, η

)
= 1/η, což m̊uže být libovolně velké č́ıslo.

Př́ıklad 23. Máme vyšetřit limitu funkce

F (x, y) =
x2 + 2x y2 + y2

x2 + y2

v bodě (0, 0). Je spojitá ve všech bodech svého definičńıho oboru, R \ {(0, 0)}. Po úpravě

F (x, y) = 1 + 2x
y2

x2 + y2
.

Pro y = 0, x 6= 0 je F (x, 0) = 1.
Pro y 6= 0 lze upravit

F (x, y) = 1 + 2x
1

x2

y2 + 1
.

Jelikož

0 <
1

x2

y2 + 1
≤ 1 ,

po vynásobeńı 2x je

−2 |x| ≤ 2x
1

x2

y2 + 1
≤ 2 |x| ,

1− 2 |x| ≤ F (x, y) = 1 + 2x
1

x2

y2 + 1
≤ 1 + 2 |x| ,

všechna (x, y) ∈ Pδ (0, 0) splňuj́ı
1− 2 δ ≤ F (x, y) ≤ 1 + 2 δ

a stač́ı zvolit δ < ε/2, abychom zajistili F (x, y) ∈ Uε (1); proto

lim
(x,y)→(0,0)

F (x, y) = 1 .

2.1.3 Limita a spojitost vektorové funkce

Definice limity a spojitosti z̊ustávaj́ı beze změny i pro v́ıcerozměrný př́ıpad, tedy pro zobrazeńı F : D → Rk,
nebot’ vycházej́ı pouze z pojmu okoĺı, použitelného nezávisle na dimenzi.

Tvrzeńı 24. Zobrazeńı F= (F1, . . . , Fk) : D → Rk, D ⊆ Rn, má v hromadném bodě b definičńıho oboru D
limitu u = (u1, . . . , uk) ∈ Rk, právě když lim

x→b
Fm (x) = um pro všechna m = 1, . . . , k.

Zobrazeńı F je spojité v bodě u, právě když jsou spojité všechny jeho složky.

Limity a spojitost maj́ı obvyklé vlastnosti známé pro funkce jedné proměnné, zejména:

Tvrzeńı 25. Složeńım spojitých zobrazeńı dostaneme spojité zobrazeńı.

Zejména při hledáńı extrémů bude výhodou, pokud se zaj́ımáme jen o omezené uzavřené množiny.
(V obecněǰśıch prostorech se potřebná vlastnost nazývá kompaktnost.)

Tvrzeńı 26. Obor hodnot spojitého zobrazeńı na omezené uzavřené množině je omezená uzavřená množina.
Pokud je takové zobrazeńı prosté, je i inverzńı zobrazeńı spojité.
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Důsledek 27. Spojitá funkce nabývá na omezené uzavřené množině maxima a minima.

Důležitý je následuj́ıćı př́ıklad:

Př́ıklad 28. Pro každý bod (x, y) 6= (0, 0) jsou jednoznačně definovány jeho polárńı souřadnice (r (x, y) , ϕ (x, y)),

kde r =
√
x2 + y2 > 0 a ϕ (x, y) je jediný úhel z 〈0, 2π) takový, že x = r (x, y) · cosϕ (x, y), y = r (x, y) ·

sinϕ (x, y). (Pro výpočet tohoto úhlu nestač́ı vzorec ϕ (x, y) = arctg y
x , je nutno ošetřit znaménka a nulové

hodnoty.) Převod z kartézských do polárńıch souřadnic popisuje vektorová funkce F= (r, ϕ) : R2 \ {(0, 0)} →
(0,∞)×〈0, 2π). (Máme-li ji dodefinovat i v bodě (0, 0), prvńı složka bude nulová a na druhé nezálež́ı.) Funkce F ,
stejně jako funkce ϕ : R2 \ {(0, 0)} → 〈0, 2π), je spojitá všude kromě bod̊u na polopř́ımce 〈0,∞)× {0}.

To je špatná zpráva pro robotiku, nebot’ z mechanického hlediska se snáze realizuje otočný pohyb než
posuvný, takže pro pohyb ramene robotu se běžně už́ıvaj́ı souřadnice polárńı nebo ještě složitěǰśı, založené v́ıce
na úhlech než délkách. Jelikož se t́ım nutně zavede nespojitost v oboru, který nás zaj́ımá, programováńı pohybu
robotu naráž́ı na problémy. Nav́ıc inverzńı zobrazeńı (ze souřadnic robotu do kartézských souřadnic scény) je
nespojité, což vyžaduje velké akčńı zásahy i v některých př́ıpadech, kdy pohyb ramene je minimálńı.

Řešeńı. Nyńı zbývá rozřešit úvahu z př́ıkladu 15. Silnice, na ńı̌z byli naši hrdinové, je připevněna ke svislé
severńı skalńı stěně. Ta tvoř́ı nespojitost, takže lze ze západu doj́ıt do jiného mı́sta než z východu – lǐśı se
výškou. Protože DW odešel z vily směrem do kopce, nem̊uže být vila pod nimi (tam by nav́ıc nejsṕı̌s byla vidět),
je tedy nad nimi na skále. Návštěvńık, který by ji opustil směrem na sever, by dopadl do mı́sta, kde naši pr̊uvodci
stoj́ı, nebot’ silnice pokračuje na západ. Kdyby zde končila svahem, bylo by možné po něm sestoupit (alespoň z
bĺızkého bodu), nicméně nespojitost z̊ustává jediným vysvětleńım, proč naši hrdinové nedošli k vile.1

Př́ıklad 29. Najděte nějakou funkci, jej́ı̌z pr̊uběh odpov́ıdá posledně zmı́něné variantě z předchoźıho řešeńı.

Řešeńı. Jednou z možnost́ı je funkce ϕ : R2 \ {(0, 0)} → 〈0, 2π) z př́ıkladu 28. Pokud bychom chtěli přesněǰśı
analogii, dodefinovali bychom chyběj́ıćı hodnotu ϕ (0, 0) = limx→0− ϕ (x, 0) = π a umı́stili tam vilu. Aby na jih
(ve směru záporné osy y) byl kopec, m̊užeme přič́ıst lineárńı funkci,

F (x, y) = ϕ (x, y)− c y ,

kde c > 0 , nebo předefinovat funkci v celé polorovině, např.

g (x, y) =

{
ϕ (x, y) pro y ≥ 0 ,
π − c y pro y < 0 .

1Tento př́ıklad je inspirován autorovou osobńı zkušenost́ı na známém mı́stě. Protože však osoba SH bývá vždy obestřena
tajemstv́ım, ani o tomto mı́stě daľśı podrobnosti neuvád́ıme.
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3 Derivace funkćı v́ıce proměnných

3.1 Jak značit derivace aneb co nás uč́ı poč́ıtače

Než se pust́ıme do zobecňováńı derivaćı na funkce v́ıce proměnných, je třeba vyjasnit častý problém se značeńım.
Výsledkem spor̊u Newtona s Leibnizem je, že nemáme vyhovuj́ıćı značeńı derivace. Teprve poč́ıtačová algebra

nás nut́ı k přesnému vyjadřováńı. Muśıme např. rozlǐsovat mezi výrazem ln
(
x2 + 4

)
, funkćı F : x 7→ ln

(
x2 + 4

)
a funkčńı hodnotou F (x) = ln

(
x2 + 4

)
(což je opět výraz). Zat́ımco ln

(
y2 + 4

)
označuje jiný výraz (formuli

s jinou proměnnou y), G : y 7→ ln
(
y2 + 4

)
je stále stejná funkce (proměnná y je v jej́ı definici lokálńı a slouž́ı jen

k vyjádřeńı funkčńıho předpisu). Historicky se vžil zápis funkce F (x) = ln
(
x2 + 4

)
mı́sto F : x 7→ ln

(
x2 + 4

)
.

Neńı korektńı, hovoř́ıme-li o funkci ln
(
x2 + 4

)
. Nápadněǰśı to je, pokud zavedeme daľśı, globálńı proměnnou,

např. mı́sto 4 bude konstanta a. Můžeme psát F (x) = ln
(
x2 + a

)
nebo F : x 7→ ln

(
x2 + a

)
; je zřejmé, že se

jedná o funkci jedné proměnné, označené x. Kdybychom chtěli hovořit o funkci ln
(
x2 + a

)
, nebylo by t́ım řečeno,

zda proměnnou je x, a nebo obě.
Na obhajobu Leibnize je nutno ř́ıci, že např. ve fyzice často nev́ıme, na jakých proměnných fyzikálńı veličina

záviśı, takže je těžké předem stanovit i odpov́ıdaj́ıćı počet proměnných.

3.1.1 Leibnizova (a Newtonova) notace

Definice 30. Mějme funkci F : D → R, D ⊆ R. Jej́ı derivace v bodě x ∈ D je

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

(pokud existuje).

Jmenovatel h lze chápat jako př́ır̊ustek dx nezávisle proměnné x, čitatel jako odpov́ıdaj́ıćı př́ır̊ustek dF
závisle proměnné F (nebo F (x)). Tyto př́ır̊ustky maj́ı být

”
nekonečně malé“, zaj́ımá nás jejich poměr.

V Leibnizově notaci se derivace znač́ı

dF (x)

dx
=

dF

dx
(x) =

d

dx
F (x) .

Lze ji chápat také jako předpis pro výpočet derivace v mnoha bodech definičńıho oboru, tedy funkci

dF

dx
: Dd → R ,

kde Dd ⊆ D je definičńı obor derivace. V Newtonově notaci se tato funkce znač́ı F ′.
Leibnizova notace nemá problém, dokud nechceme vyhodnotit derivaci v konkrétńım bodě. Necht’ např.

F = ln. Pak
d

dx
F (x) =

d

dx
lnx =

1

x
.

Chceme-li tuto derivaci vyhodnotit v bodě 2, nelze použ́ıt zápisy

d

dx
ln 2 = (ln 2)

′
,

které znamenaj́ı derivaci konstanty ln 2, výsledek je 0. Nepomůže ani zápis

d ln

dx
(2) ,

protože derivujeme podle proměnné x, která se nikde dále nevyskytuje. V Leibnizově notaci by korektńı zápis
byl neohrabaný:

d

dx
lnx

∣∣∣∣
x=2

=
1

2
.

Newtonova notace dovoluje zavést funkci ln′ : x 7→ 1
x a psát ln′ (2) = 1

2 . Bohužel nedovoluje vhodné zobecněńı
na funkci v́ıce proměnných, kdy nemáme jak rozlǐsit, podle které proměnné derivujeme.
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3.1.2 Operátorová notace

Možným řešeńım tohoto dilematu je operátor derivováńı D. Operátor zobrazuje funkci na funkci (zde na
derivaci argumentu). Tedy derivaćı funkce F je funkce D (F ) = F ′ a jej́ı hodnoty znač́ıme standardně:

D (F ) (x) = F ′ (x) .

Pro jednodušš́ı zápis zde vynecháváme závorky a předpokládáme, že operátor D má přednost před vyhodnoceńım
funkce, tj.

DF (x) = D (F ) (x) = (D (F )) (x) .

Můžeme např. psát

D ln (2) =
1

2
.

Zde použ́ıváme operátorovou notaci, a dle možnosti i ostatńı tam, kde je to korektńı. Je to možná nezvyk, ale
ušetř́ı nás nesnáźı, které jsou v učebnićıch těžko vysvětlovány slovy. Umožńı nám správné použit́ı poč́ıtačových
algebraických systémů.

Mapler má implementovánu jak Leibnizovu notaci pro derivováńı výraz̊u ve tvaru diff(vyraz,x), tak
operátor derivováńı ve tvaru D(funkce)(x). Mathematicar podporuje Newtonovu notaci ve tvaru funkce ’,
nikoli však operátorovou.

3.2 Parciálńı derivace

Př́ıklad 31. Máme vypoč́ıtat v =
√

999 · 4002. SH:
”

Řeknu-li, že výsledek je přiblǐzně 1999. 5, nemýĺım se v́ıc
než o jednu tiśıcinu.“ DW po chv́ıli potvrzuje, že v

.
= 1999. 499 437, SH se mýlil jen o 0.000 563.

3.2.1 Pojem parciálńı derivace a gradientu

Z n proměnných funkce F z Rn do R zafixujeme (
”
zmraźıme“) všechny proměnné až na jednu. Dostaneme

funkci jedné proměnné, kterou můžeme zkusit derivovat (podle jediné zbylé proměnné; s ostatńımi proměnnými
nakládáme jako s konstantami).

Definice 32. Parciálńı derivace funkce F : Rn → R podle k-té proměnné je

DkF (x1, . . . , xn) = lim
h→0

F (x1, . . . , xk + h, . . . , xn)− F (x1, . . . , xk, . . . , xn)

h

(pokud existuje).

Pro jednodušš́ı zápis předpokládáme, že operátor Dk má přednost před vyhodnoceńım funkce, tj.

DkF (x1, . . . , xn) = (DkF ) (x1, . . . , xn) .

Alternativńı značeńı:

DkF =
∂F

∂xk
,

DkF (x1, . . . , xn) =
∂F

∂xk
(x1, . . . , xn) ,

D1F (x, y) =
∂F

∂x
(x, y) = Fx (x, y) ,

D2F (x, y) =
∂F

∂y
(x, y) = Fy (x, y) .

Př́ıklad 33. V r. 2006 se na FEL ČVUT pedagogické výkony násobily koeficientem

k (z, u) = 1 + u
5− z

2
,

kde
z ∈ 〈1, 5〉 je známka z předmětu ve studentské anketě,
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u ∈ 〈0, 1〉 je (celofakultńı) účast student̊u v anketě.
[Metodika KOMETA, https://www.feld.cvut.cz/glance/zapisy/FImetodika.pdf]

Cı́lem vzorce bylo zohlednit kvalitu výuky a přihlédnout přitom k účasti student̊u, nebot’ při nulové účasti
student̊u se žádná korekce neprovád́ı. Jelikož funkce k je lineárńı v obou proměnných (ř́ıkáme, že je bilineárńı),
snadno vypoč́ıtáme parciálńı derivace, které vyjadřuj́ı jej́ı citlivost na malé změny proměnných. Dosazeńım
skutečných hodnot z ankety za zimńı semestr 2006/07, zs = 1.61, us = 0.31, dostaneme

D1k (zs, us) =
∂k (z, u)

∂z

∣∣∣∣
z=zs, u=us

= −us
2

= −0.155 ,

D2k (zs, us) =
∂k (z, u)

∂u

∣∣∣∣
z=zs, u=us

=
5− zs

2
= 1. 695 .

Z toho je vidět, že výsledek je v́ıce než 10× citlivěǰśı na změnu účasti v anketě než na změnu známky, takže
nevyjadřuje to, co bylo jeho ćılem. Např. změna známky o 0.1 ovlivńı výsledek méně, než změna účasti student̊u
v anketě o 1 %.

Často chceme pracovat se všemi parciálńımi derivacemi, proto zavád́ıme následuj́ıćı pojem:

Definice 34. Vektor všech parciálńıch derivaćı se nazývá gradient, gradF : Rn → Rn,

gradF = (D1F, . . . ,DnF ) ,

gradF (x1, . . . , xn) = (D1F (x1, . . . , xn) , . . . ,DkF (x1, . . . , xn))

=

(
∂F

∂x1
(x1, . . . , xn) , . . . ,

∂F

∂xn
(x1, . . . , xn)

)
.

Alternativńı značeńı: ∇F (čteme
”
nabla“).

Gradient je tedy funkce, jej́ıž hodnotou je vektor (stejné dimenze jako definičńı obor). Z fyzikálńı analogie
se takovému zobrazeńı ř́ıká též vektorové pole a reálná funkce v́ıce proměnných se nazývá skalárńı pole.

3.3 Směrová derivace

Př́ıklad 35. DW: Milý př́ıteli, ze svého venkovského śıdla máte jistě krásný výhled na východy slunce, když
stoj́ı na svahu, že? SH: Ano, směrem na východ svah strmě klesá se sklonem 10 %. DW: Já myslel, že je to jǐzńı
stráň. SH: Nikoli, ale i na jih mı́rně klesá, se sklonem 5 %. DW: Takže když se vydáte na bicyklu do Yorku,
směrem na jihovýchod, sj́ı̌zd́ıte z nebezpečného kopce se sklonem 7.5 %. SH: Je to ještě horš́ı, milý př́ıteli! DW:
Pardon, to bylo ode mě hloupé opomenut́ı. Svah ovšem neńı skloněn ani přesně k jihovýchodu. Určit sklon silnice
do Yorku z uvedených dat neńı triviálńı, ale je to možné. SH: Opravdu?

Co zpochybnil SH posledńı otázkou?

Známe sklon (parciálńı derivace) ve dvou směrech, ćılem je určit sklon (derivaci) v jiném směru. Stejnou
otázku můžeme klást v libovolné dimenzi a dosṕıváme k následuj́ıćımu pojmu:

Definice 36. Směrová derivace funkce F : Rn → R ve směru v ∈ Rn je funkce Dv F : Rn → R,

Dv F (x) = lim
t→0

F (x+ tv )− F (x)

t

(pokud existuje).

Opět předpokládáme, že operátor Dv má přednost před vyhodnoceńım funkce, tj.

Dv F (x) = (Dv F ) (x) .

Alternativńı značeńı:

∂v F,
∂F

∂v
.

Směrová derivace má následuj́ıćı názorný význam: Pokud F : R2 → R vyjadřuje výšku terénu, t ∈ R čas,
x ∈ R2 polohu pro t = 0 a v ∈ R2 rychlost pohybu (vektorovou, v projekci do vodorovných souřadnic), pak
Dv F (x) určuje vertikálńı rychlost. Ta je úměrná velikosti rychlosti, ‖v ‖, takže pro v= 0 je nulová. Obecně

Dav F (x) = aDv F (x)
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pro všechna a ∈ R. Proto nás často zaj́ımá směrová derivace ve směru určeném jednotkovým vektorem. Ta v
našem př́ıkladu udává sklon svahu (přesněji tangens vertikálńıho úhlu tečny ve směru v ).

Parciálńı derivace jsou vlastně derivace ve směru (kladných) souřadných os, tedy speciálńı př́ıpad směrových
derivaćı. To nás opravňuje k tomu, že jsme pro směrovou derivaci zavedli téměř stejné značńı, Dv , v ∈ Rn,
jako pro parciálńı derivaci, Dk, k ∈ N. Rozd́ıl je jen v tom, zda indexujeme vektorem nebo přirozeným č́ıslem
(určuj́ıćım odpov́ıdaj́ıćı vektor báze).

K nejasnosti by došlo jen tehdy, kdybychom chtěli použ́ıvat směrové derivace v jednorozměrném prostoru,
ale ty nepotřebujeme, nebot’ tam existuje jediný směr (až na znaménko) a jedná se o normálńı derivace funkce
jedné proměnné. Přesněji (po substituci u = t h)

lim
t→0

F (x+ t h)− F (x)

t
= lim
u→0

F (x+ u)− F (x)
u
h

= hDF (x) = hF ′ (x) .

Pro výpočet směrové derivace potřebujeme jen hodnoty na př́ımce s parametrizaćı p (t) = x+ tv , t ∈ R, a
ty lze vyjádřit jako funkci f jediné proměnné, kterou je parametr t:

f (t) = F (x+ tv ) ,

Dv F (x) = lim
t→0

F (x+ tv )− F (x)

t
= lim
t→0

f (t)− f (0)

t
= Df (0) = f ′ (0) .

T́ım jsme výpočet směrové derivace převedli na derivaci funkce jedné proměnné.
Důsledkem je, že směrová derivace má všechny vlastnosti derivace funkce jedné proměnné, zejména:

Dv (aF + bG) = aDv F + bDvG ,

Dv (F G) = GDv F + F DvG ,

Dv

(
F

G

)
=
GDv F − F DvG

G2
,

kde F,G : R2 → R, v ∈ Rn, a, b ∈ R a posledńı vztah lze použ́ıt jen tam, kde je funkce G nenulová. Stejné
vztahy plat́ı i pro parciálńı derivace.

Později se nauč́ıme poč́ıtat směrové derivace i bez převodu na funkci jedné proměnné, který sice neńı obt́ıžný,
ale bývá zdrojem chyb.

Př́ıklad 37. Vyjasńıme př́ıklad 35o sklonu svahu. Necht’ kladná osa x směřuje na východ a y na sever, počátek
zvoĺıme pro jednoduchost ve výchoźım bodě (venkovském śıdle SH). Jednotkový vektor v jihovýchodńım směru je
v=

(
1/
√

2, −1/
√

2
)
. Známé sklony ve směru souřadných os jsou parciálńı derivace výšky terénu F ,

D1F (0, 0) =
∂F (x, y)

∂x

∣∣∣∣
x=0, y=0

= −0.1 ,

D2F (0, 0) =
∂F (x, y)

∂y

∣∣∣∣
x=0, y=0

= 0.05 .

Derivace ve směru v je

Dv F (0, 0) =
−0.1√

2
− 0.05√

2

.
= −0.106 .

M̊uže být překvapivé, že je to jen o málo strměǰśı než ve směru na východ.

V rovině je směr určen jediným úhlem ϕ ∈ 〈0, 2π) (měřeným od kladné poloosy x směrem ke kladné poloose y
atd.). Směrová derivace odpov́ıdaj́ıćı jednotkovému vektoru e (ϕ) = (cosϕ, sinϕ) ve směru ϕ je

De(ϕ)F = (D1F ) · cosϕ+ (D2F ) · sinϕ .

Podobně v tř́ırozměrném prostoru lze libovolný směr určit třemi úhly α, β, γ ∈ 〈0, π〉 (které daný směr sv́ırá
po řadě s kladnými poloosami x, y, z). Směrová derivace odpov́ıdaj́ıćı jednotkovému vektoru e (α, β, γ) =
(cosα, cosβ, cos γ) je

De(α,β,γ)F = (D1F ) · cosα+ (D2F ) · cosβ + (D3F ) · cos γ .

Z funkce jedné proměnné jsme zvykĺı, že spojitá funkce nemuśı mı́t derivaci, ale má-li funkce v bodě derivaci,
muśı v něm být spojitá. Stač́ı nám k tomu u funkćı v́ıce proměnných existence parciálńıch derivaćı, nebo
potřebujeme všechny směrové derivace? Kupodivu to je vše málo:

13



Př́ıklad 38. [Hamhalter, Tǐser: Dif. p.] Mějme funkci

F (x, y) =

{
1 pro y = x2, x 6= 0,
0 jinak.

Ta nabývá nenulových hodnot (vesměs 1) podél paraboly s rovnićı y = x2. Podél této paraboly, stejně jako v
počátku (0, 0), je nespojitá. Nicméně všechny jej́ı směrové derivace v počátku jsou nulové, nebot’ podél každé
př́ımky procházej́ıćı počátkem je nulová s výjimkou nejvýše jednoho bodu, který je v nenulové vzdálenosti od
počátku.

Vid́ıme, že ani všechny směrové derivace nedávaj́ı dostatečnou informaci o chováńı funkce v okoĺı bodu,
budeme potřebovat silněǰśı pojem.

3.4 Totálńı diferenciál

Doporučená literatura: [Hamhalter, Tǐser: Dif. p., kap. 1],
nedoporučená: [Ayres, Mendelson].

Př́ıklad 39. DW:
”

Ted’ už chápu, v jaké krajině máte své venkovské śıdlo. Předpokládám, že na bicyklu jezd́ıte
směrem přiblǐzně jihojihozápadńım, po vrstevnici.“ SH:

”
Ano, přesně tak.“ DW:

”
Nebo naopak severoseve-

rovýchodńım.“ SH:
”

Co vás nemá, př́ıteli! To nejde!“ DW:
”

Ale vždyt’ podle mapy je tam cesta, tedy žádná
houština nebo močál.“ SH:

”
V této mapě nejsou vyznačeny vrstevnice, takže nevid́ıte, jak strmá je to cesta.“

DW:
”

Myslel jsem, že je také téměř vodorovná! Kde jsem udělal chybu?“

Motivaćı pro daľśı pojmy je linearizace funkce, tj. jej́ı přibližná náhrada lineárńı funkćı v okoĺı nějakého
bodu.

Poznámka 40. Bohužel, pojem lineárńı má odlǐsný význam v matematické analýze a v lineárńı algebře. V
matematické analýze je to funkce, jej́ı̌z graf je př́ımka (v jedné proměnné), rovina (ve dvou proměnných) atd. V
lineárńı algebře se nav́ıc požaduje, aby nulový prvek byl zobrazen na nulový, tj. aby graf procházel počátkem, po
přičteńı nenulové konstanty se jǐz funkce nepovažuje za lineárńı. To má dobrý motiv: Lineárńı funkce jsou ty,
které zachovávaj́ı lineárńı kombinace, tj.

F (ax+ by) = aF (x) + b F (y)

pro všechna x,y ∈ Rn, a, b ∈ R . Pojem použ́ıvaný v matematické analýze se přesněji označuje afinńı funkce
[Hamhalter, Tǐser: Int. p.], nebot’ zachovávaj́ı afinńı kombinace, tj.

F (ax+ by) = aF (x) + b F (y)

pro všechna x,y ∈ Rn, a, b ∈ R taková, že a+ b = 1 .

Stejně jako v jedné dimenzi umožňuje derivace vyjádřit rovnici tečny ke grafu funkce, lze ve dvou dimenźıch
vyjádřit tečnou rovinu, v obecné dimenzi tečnou nadrovinu. Důležitý rozd́ıl je v tom, že tato aproximace nemuśı
být dobrá ani v př́ıpadě existence parciálńıch derivaćı, jak jsme viděli v př́ıkladech 49 a 3.4. Je tedy d̊uležité
vědět, kdy je linearizace v okoĺı bodu použitelná.

Řešeńı (př́ıkladu 31). Funkce
F (x, y) =

√
x y

se má vyhodnotit v bodě (999, 4002). Snadno se poč́ıtá v bĺızkém bodě F (1000, 4000) = 2000. V jeho okoĺı lze
použ́ıt linearizaci pomoćı parciálńıch derivaćı

D1F (x, y) =
∂

∂x
F (x, y) =

1

2

√
y

x
,

D2F (x, y) =
∂

∂y
F (x, y) =

1

2

√
x

y
,

pro x 6= 0, y 6= 0; jinak jsou nulové.

D1F (1000, 4000) = 1 ,

D2F (1000, 4000) =
1

4
.
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F (999, 4002)
.
= 2000− 1 + 2 · 1

4
= 1999. 5 .

Ve skutečnosti SH uvažoval relativńı chyby, prvńı činitel se relativně zmenšil o tiśıcinu, druhý zvěťsil o dvou-
tiśıcinu, součin se zvěťsil zhruba o dvoutiśıcinu, odmocnina sńı̌źı relativńı vliv na polovinu, tj. jednu čtyřtiśıcinu
výsledku. Chyby druhého řádu se budou od chyb prvńıho řádu lǐsit podobně, jako chyby prvńıho řádu od výsledku,
tj. budou zhruba tiśıckrát menš́ı.

SH by tento postup nepoužil v okoĺı bodu (0, 0), kde

F (0, 0) = 0 ,

D1F (0, 0) = D2F (0, 0) = 0 ,

takže linearizace by vycházela nulová, zat́ımco např.

F (1, 2) =
√

2
.
= 1. 414 .

Zd̊uvodněńı, proč zde linearizace selhává, vyžaduje následuj́ıćı pojem. Budeme požadovat, aby odchylka od
náhrady afinńı funkćı klesala se vzdálenost́ı

”
rychleji, než vzdálenost“, a to ve smyslu konvergence v Rn.

Definice 41. Necht’ F : Rn → R a b ∈ Rn. Pokud existuje lineárńı funkce dbF : Rn → R taková, že

lim
v→0

|F (b+ v )− F (b)− dbF (v )|
‖v ‖

= 0 , (5)

pak je jediná a nazývá se totálńı (neboli úplný) diferenciál funkce F v bodě b. V tom př́ıpadě ř́ıkáme, že
funkce F má diferenciál (neboli je diferencovatelná) v bodě b.

Opět předpokládáme, že operátor db má přednost před vyhodnoceńım funkce, tj.

dbF (x) = (dbF ) (x) .

Alternativńı značeńı [Hamhalter, Tǐser: Dif. p.]:

dbF = DF (b) ,

dbF (x) = DF (b) [x] .

(Zde vid́ıte opět problémy s rozlǐseńım funkce od funkčńı hodnoty; ty jsou ještě vážněǰśı u často použ́ıvaného
značńı dF [Ayres, Mendelson].)

Norma v čitateli v (5) se v jednorozměrném př́ıpadě redukuje na absolutńı hodnotu. Stejnou definici (s
normou) lze použ́ıt i pro diferenciál vektorové funkce F : Rn → Rm (v čitateli je pak norma mı́sto absolutńı
hodnoty). Má-li funkce F v bodě b diferenciál, pak ten je tak dobrou lineárńı aproximaćı, že

F (b+ v )− F (b) = dbF (v ) + ε (v ) ,

kde funkce ε : Rn → R klesá v počátku 0 k nule
”
rychleji než lineárně“ v následuj́ıćım smyslu:

lim
v→0

|ε (v )|
‖v ‖

= 0 .

Kromě toho dbF (0) = 0.
Nyńı už můžeme předej́ıt situaci z př́ıkladu 38:

Věta 42. Necht’ F : Rn → R a b ∈ Rn. Jestlǐze je funkce F v bodě b diferencovatelná, pak je v něm spojitá a
má všechny směrové derivace, a to

Dv F (b) = dbF (v ) = v1 D1F + · · ·+ vn DnF = v • gradF (b) .

D̊ukaz. Pro v 6= 0:

lim
t→0

∣∣∣∣F (b+ tv )− F (b)

t
− dbF (v )

∣∣∣∣ =

= lim
t→0

|F (b+ v t)− F (b)− dbF (tv )|
‖tv ‖

‖v ‖ = 0 .
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To znamená, že směrové derivace lze určit z diferenciálu, a ten je dán parciálńımi derivacemi. Jejich znalost
stač́ı, ale pouze pro diferencovatelné funkce.

Důsledek 43. Pro diferencovatelné funkce gradient udává velikost a směr nejrychleǰśıho r̊ustu funkce v daném
bodě.

D̊ukaz. Hodnota v • gradF (b) je maximálńı, pokud jsou vektory v , gradF (b) rovnoběžné.

Př́ıklad 44. Pokračujme v př́ıkladu 35. Ptáme se, kterým směrem je svah skloněn a jaký je jeho sklon. Oboj́ı
poznáme z gradientu

grad v (0, 0) = (D1v (0, 0) , D2v (0, 0)) = (−0.1, 0.05) .

Jeho velikost je

‖grad v (0, 0)‖ =

√
(−0.1)

2
+ 0.052 .

= 0.112 = 11.2% ,

jednotkový vektor ve směru gradientu je

grad v (0, 0)

‖grad v (0, 0)‖
.
=

(−0.1, 0.05)

0.112

.
= (−0.893, 0.446) .

Gradient je orientován ve směru nejrychleǰśıcho r̊ustu a zde je to něco mezi severozápadem a západem, v úhlu
přiblǐzně 2. 678 rad

.
= 153. 40 od východu, což je azimut 296.60.

Tvrzeńı 45. Má-li funkce v bodě spojité všechny parciálńı derivace, má v něm diferenciál.

Řešeńı. (př́ıkladu z počátku kapitoly) Na severovýchod od śıdla se zvedá strmý skalnatý svah. Parciálńı derivace
toto nepostihuj́ı. Jejich použit́ı směrem na jih vycházelo, nebot’ tam lze terén popsat nakloněnou rovinou, ale
z toho nic nevyplývá o směrových derivaćıch v jiných směrech, ani o jejich existenci. Ve zkoumaném bodě
neexistuje diferenciál výšky v.

3.4.1 Aplikace parciálńıch derivaćı

Parciálńı derivace nám dovoluj́ı např. odhadnout, jak chyba v jedné proměnné ovlivńı výsledek výpočtu. Je-li
chyba malá, můžeme v jej́ım Taylorově rozvoji zanedbat chyby členy vyšš́ıch řád̊u a chyba výsledku bude úměrná
chybě vstupńı proměnné, přičemž koeficient úměrnosti je právě parciálńı derivace podle této proměnné.

Př́ıklad 46. Obsah trojúhelńıka lze stanovit z délek jeho stran a, b, c podle Heronova vzorce

S (a, b, c) =
√
s (s− a) (s− b) (s− c) ,

kde

s =
a+ b+ c

2

je polovina obvodu, po dosazeńı

S (a, b, c) =
1

4

√
(b− a+ c) (a− b+ c) (a+ b− c) (a+ b+ c) .

Citlivost na změnu ∆a v proměnné a charakterizuje parciálńı derivace

D1S (a, b, c) =
∂

∂a
S (a, b, c) =

(
b2 − a2 + c2

)
a

8S (a, b, c)
,

S (a+ ∆a, b, c)
.
= S (a, b, c) + ∆a ·D1S (a, b, c) ,

obdobně pro ostatńı proměnné,

D2S (a, b, c) =
∂

∂b
S (a, b, c) =

(
a2 − b2 + c2

)
b

8S (a, b, c)
,

D3S (a, b, c) =
∂

∂c
S (a, b, c) =

(
a2 + b2 − c2

)
c

8S (a, b, c)
.
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Konkrétně pro a = 13 cm, b = 14 cm, c = 15 cm dostaneme

S (13, 14, 15) = 84 cm2 ,

D1S (13, 14, 15) =
39

8
= 4. 875 cm ,

což znamená, že chyba ∆a = 0.13 cm, tj. o 1%, zp̊usob́ı chybu výsledku přiblǐzně o

∆a ·D1S (13, 14, 15) = 0.13 · 4. 875 = 0.633 75 cm2 ,

relativńı chybu 0.634
84

.
= 0.75%. Skutečná hodnota

S (13.13, 14, 15)
.
= 84. 63 cm2

je v dobrém souladu s odhadem.
Pro a = 28 cm bychom však dostali

S (28, 14, 15) =
9

4

√
551

.
= 52. 815 cm2 ,

D1S (28, 14, 15) = −1694

1653

√
551

.
= −24. 056 cm ,

takže chyba ∆a = 0.13 cm, tj. o méně než 0.5%, zp̊usob́ı chybu výsledku přiblǐzně o

∆aD1S (28, 14, 15)
.
= 0.13 · (−24. 056)

.
= −3. 127 3 cm2 ,

Skutečná hodnota
S (28.13, 14, 15)

.
= 49. 548 cm2

je v dobrém souladu s odhadem

S (28, 14, 15) + ∆a ·D1S (28, 14, 15)
.
= 52. 815− 3. 127 3

.
= 49. 688 cm2 .

V tomto př́ıpadě je však relativńı chyba −3. 127 3
52. 815

.
= −5.9 %, narostla v́ıce než 10×. Pro tupoúhlé trojúhelńıky

je Heron̊uv vzorec velmi nepřesný, což je škoda, protože se jako jediný obejde bez měřeńı úhl̊u i bez daľśıch
konstrukćı, např. stanoveńı výšky trojúhelńıka. (Povšimněte si též fyzikálńıch rozměr̊u jednotlivých veličin.)

V předchoźım př́ıkladu bychom mohli klást přirozenou otázku, jak se změńı výsledek při malých změnách
všech vstupńıch veličin. Bude to součet vliv̊u jednotlivých veličin?

Př́ıklad 47. Pokračujme v př́ıkladu 46 (p̊uvodńı zadáńı s a = 13 cm). Jak se změńı obsah trojúhelńıka, jestlǐze
délky stran a, b, c změńıme o ∆a = ∆b = 0.1 cm, ∆c = −0.1 cm? Pomoćı parciálńıch derivaćı dostaneme obecný
odhad

S (a+ ∆a, b+ ∆b, c+ ∆c)
.
=

.
= S (a, b, c) + ∆a ·D1S (a, b, c) + ∆b ·D2S (a, b, c) + ∆c ·D3S (a, b, c) ,

po dosazeńı

D1S (13, 14, 15) =
39

8
= 4. 875 cm ,

D2S (13, 14, 15) =
33

8
= 4. 125 cm ,

D3S (13, 14, 15) =
25

8
= 3. 125 cm

dostaneme odhad

S (13.1, 14.1, 14.9)
.
= S (13, 14, 15) + 0.1 · 39

8
+ 0.1 · 33

8
− 0.1 · 25

8

.
= 84. 588 cm2 ,

v poměrně dobré shodě se skutečnou hodnotou

S (13.1, 14.1, 14.9)
.
= 84. 575 cm2 .
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Př́ıklad 48. Odezvu tlumeného oscilátoru s amplitudou A a úhlovou frekvenćı ω lze chápat jako funkci dvou
proměnných, času t a časové konstanty τ :

F (t, τ) = Ae
−t
τ cosω t ,

pro konkrétńı hodnoty A = 3V , ω = 10 s−1, t = 0.5 s, τ = 0.1 s,

F (0.5, 0.1)
.
= 5. 733 9× 10−3 ,

D1F (0.5, 0.1)
.
= 0.136 50 ,

D2F (0.5, 0.1)
.
= 0.286 70 .

Pro změnu vstupńıch veličin ∆t = 0.001 s, ∆τ = 0.002 s dostaneme odhad

F (t+ ∆t, τ + ∆τ)
.
= F (t, τ) + ∆t ·D1F (t, τ) + ∆τ ·D2F (t, τ)

.
= 5. 733 9× 10−3 + 0.001 · 0.136 50 + 0.002 · 0.286 70

.
= 6. 443 8× 10−3 V ,

skutečná hodnota je
F (0.501, 0.102)

.
= 6. 474 2× 10−3 V .

Pro 10× věťśı změny ∆t = 0.01 s, ∆τ = 0.02 s dostaneme odhad

F (t+ ∆t, τ + ∆τ)
.
= 5. 733 9× 10−3 + 0.01 · 0.136 50 + 0.02 · 0.286 70

.
=

.
= 1. 283 3× 10−2 V ,

zat́ımco skutečná hodnota je
F (0.51, 0.12)

.
= 1. 617 5× 10−2 V .

Zde už je odhad nepřesný.

Př́ıklad 49. Funkce
F (x, y) = x2 + 2 y +

√
x y

má pro x 6= 0, y 6= 0 parciálńı derivace

D1F (x, y) =
∂

∂x
F (x, y) = 2x+

1

2

√
y

x
,

D2F (x, y) =
∂

∂y
F (x, y) = 2 +

1

2

√
x

y
.

Pro x = 0, resp. y = 0 je

D2F (0, y) =
∂

∂y
F (0, y) = 2 ,

D1F (x, 0) =
∂

∂x
F (x, 0) = 0 .

Zkusme aproximovat F v okoĺı bodu (1, 2), kde

F (1, 2) =
√

2 + 5
.
= 6. 414 2 ,

D1F (1, 2) = 2 +
1

2

√
2
.
= 2. 707 1 ,

D2F (1, 2) = 2 +
1

2

√
1

2

.
= 2. 353 6 .

Pro ∆x = 0.1, ∆y = 0.2:

F (1.1, 2.2)
.
= 6. 414 2 + 0.1 · 2. 707 1 + 0.2 · 2. 353 6

.
= 7. 155 6 ,

ve skutečnosti
F (1.1, 2.2)

.
= 7. 165 6 .
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Zkusme aproximovat F v okoĺı bodu (0, 0):

F (0, 0) = 0 ,

D1F (0, 0) = 0 ,

D2F (0, 0) = 2 .

Pro ∆x = 0.1, ∆y = 0.2:
F (0.1, 0.2)

.
= 0.1 · 0 + 0.2 · 2 = 0.4 ,

ve skutečnosti
F (0.1, 0.2)

.
= 0.551 42 ,

což neńı př́ılǐs uspokojivý výsledek. Ani pro 100× menš́ı změny ∆x = 0.001, ∆y = 0.002 neńı relativńı chyba
podstatně menš́ı:

F (0.1, 0.2)
.
= 0.001 · 0 + 0.002 · 2 = 0.004 ,

F (0.001, 0.002)
.
= 0.005 415 .

3.5 Diferenciál a jacobián vektorové funkce

Necht’ F= (F1, . . . , Fk) je funkce D → Rk a b ∈ Rn je vnitřńı bod jej́ıho definičńıho oboru D ⊆ Rn. Pokud
existuje lineárńı zobrazeńı dbF : Rn → Rk takové, že

lim
v→0

‖F (b+ v )− F (b)− dbF (v )‖
‖v ‖

= 0 ,

pak je jediné a nazývá se totálńı (neboli úplný) diferenciál zobrazeńı F v bodě b. V tom př́ıpadě ř́ıkáme, že
zobrazeńı F má diferenciál (neboli je diferencovatelná) v bodě b, a plat́ı

dbF (v ) =


D1F1 (b) D2F1 (b) · · · DnF1 (b)
D1F2 (b) D2F2 (b) · · · DnF2 (b)

...
...

. . .
...

D1Fk (b) D2Fk (b) · · · DnFk (b)


︸ ︷︷ ︸

JF (b)

·


v1

v2

...
vn

 ,

kde matice JF (b) se nazývá Jacobiho matice zobrazeńı F v bodě b. Pomoćı ńı lze linearizaci v okoĺı bodu b
psát

F (b+ v ) ≈ F (b) + dbF (v ) = F (b) + JF (b) · v .

Je-li Jacobiho matice čtvercová, jej́ı determinant se nazývá jacobián.
Připomeňme, že jak Jacobiho matice, tak jacobián jsou funkcemi bodu v Rn.

3.6 Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u

Zavád́ıme je obdobně, např. 2. parciálńı derivace podle i -té proměnné je

Di,iF (x1, . . . , xn) = DiDiF (x1, . . . , xn) =

= lim
h→0

DiF (x1, . . . , xi + h, . . . , xn)−DiF (x1, . . . , xi , . . . , xn)

h
.

Můžeme také postupně parciálně derivovat podle r̊uzných proměnných, např.

Di,jF (x1, . . . , xn) = DiDjF (x1, . . . , xn) =

= lim
h→0

DjF (x1, . . . , xi + h, . . . , xn)−DjF (x1, . . . , xi , . . . , xn)

h
.

(Pozor na pořad́ı!)
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Alternativńı značeńı:

Di,iF (x1, . . . , xn) =
∂2F

∂x2
i

(x1, . . . , xn) =
∂2

∂x2
i

F (x1, . . . , xn) ,

Di,jF (x1, . . . , xn) =
∂2F

∂xj ∂xi
(x1, . . . , xn) =

∂2

∂xj ∂xi
F (x1, . . . , xn) .

Pořad́ı tzv. smı́̌sených paciálńıch derivaćı (podle r̊uzných proměnných) se může plést, naštěst́ı to mnohdy
nevad́ı:

Př́ıklad 50. Vypočtěme parciálńı derivace operace děleńı, F (x, y) =
x

y
:

D1F (x, y) =
∂

∂x

x

y
=

1

y
,

D2F (x, y) =
∂

∂y

x

y
= − x

y2
,

D1,1F (x, y) =
∂2

∂x2

x

y
= 0 ,

D2,2F (x, y) =
∂2

∂y2

x

y
= 2

x

y3
,

D2,1F (x, y) =
∂2

∂x ∂y

x

y
= − 1

y2
,

D1,2F (x, y) =
∂2

∂y ∂x

x

y
= − 1

y2
.

Př́ıklad 51. Pokračujme v př́ıkladu 48,

F (t, τ) = Ae
−t
τ cosωt .

Parciálńı derivace vyšš́ıch řád̊u jsou např.

D1,1F (t, τ) =
∂2

∂t2
F (t, τ) =

=
1

τ2

(
A (cos tω) e−

t
τ + 2Aτ ω (sin tω) e−

t
τ −Aτ2 ω2 (cos t ω) e−

t
τ

)
,

D2,2F (t, τ) =
∂2

∂τ2
F (t, τ) =

=
1

τ4

(
A t2 (cos tω) e−

t
τ − 2A t τ (cos tω) e−

t
τ

)
,

D2,1F (t, τ) =
∂2

∂t ∂τ
F (t, τ) =

=
1

τ3

(
Aτ (cos tω) e−

t
τ −A t (cos tω) e−

t
τ −A t τ ω (sin tω) e−

t
τ

)
,

D1,2F (t, τ) =
∂2

∂τ ∂t
F (t, τ) =

=
1

τ3

(
Aτ (cos tω) e−

t
τ −A t (cos tω) e−

t
τ −A t τ ω (sin tω) e−

t
τ

)
...

Rovnost posledńıch dvou výraz̊u (smı́̌sených derivaćı v r̊uzném pořad́ı) neńı náhodná:

Věta 52. Jestlǐze v okoĺı nějakého bodu je funkce F : R2 → R spojitá a má spojité parciálńı derivace D1,2F,D2,1F ,
pak jsou si rovny.
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D̊ukaz. Podle definice je

D2,1F (x, y) = lim
k→0

D1F (x, y + k)−D1F (x, y)

k
=

= lim
k→0

lim
h→0

F (x+ h, y + k)− F (x, y + k)− F (x+ h, y) + F (x, y)

h k
,

D1,2F (x, y) = lim
h→0

D2F (x+ h, y)−D2F (x, y)

k
=

= lim
h→0

lim
k→0

F (x+ h, y + k)− F (x, y + k)− F (x+ h, y) + F (x, y)

h k
.

Oba výrazy se lǐśı jen pořad́ım limit. Podle předpoklad̊u jsou zlomky na pravé straně spojité a libovolnou cestou
dojdeme ke stejné limitě.

Obdobná věta plat́ı i pro smı́̌sené derivace funkćı v́ıce proměnných.

Věta 53. Je-li funkce F : Rn → R v okoĺı bodu x spojitá a má spojité parciálńı derivace Dj,iF,Di ,jF , pak jsou
si rovny.

Lze zavést též diferenciály vyšš́ıch řád̊u, založené na aproximaci polynomem stupně vyšš́ıho než 1.

3.6.1 Laplace̊uv operátor

je součet druhých parciálńıch derivaćı, např. v trojrozměrném prostoru

∆ = D1,1 + D2,2 + D3,3 ,

∆F = D1,1F + D2,2F + D3,3F .

Vyjadřuje

• z hustoty rychlost difuze,

• z potenciálu pole (elektrického, gravitačńıho) objemovou hustotu jeho zdroj̊u (náboj̊u, hmotnosti). (Ma-
tematický pojem potenciálu zavedeme později.)

3.7 Lokálńı extrémy

Věta 54. Je-li funkce v bodě b diferencovatelná a má v něm lokálńı extrém, pak v něm má nulové všechny
parciálńı derivace.

Předchoźı věta nepřekvaṕı, protože znamená, že tečná nadrovina v lokálńım extrému je konstantńı funkce.
Nulovost parciálńıch derivaćı neńı postačuj́ıćı podmı́nkou. Stejně jako v jednodimenzionálńım př́ıpadě zálež́ı
výskyt lokálńıho extrému na derivaćıch vyšš́ıch řád̊u. Ve v́ıcerozměrném př́ıpadě se situace dále komplikuje.

Kromě toho nesmı́me zapomı́nat, že lokálńı extrém může být v bodě, kde funkce neńı diferencovatelná.

3.8 Pojmy oblouk a křivka

I když intuitivně chápeme, co chceme ř́ıci, neńı snadné to matematicky definovat.
Oblouk je taková množina C ⊆ Rn, k ńıž existuje interval 〈a, b〉 ⊆ R a vzájemně jednoznačné zobrazeńı

(=parametrizace) ϕ : 〈a, b〉 → C, které má spojitou nenulovou derivaci. V krajńıch bodech uvažujeme jedno-
stranné derivace ϕ′ (a+) ,ϕ′ (b−) a nav́ıc povoĺıme, aby byly nulové. T́ım je mj. vyjádřeno, že oblouk je

”
hladký“

a sám sebe neprot́ıná. Připomeňme, že hodnoty funkce ϕ jsou vektory, stejně tak jej́ı derivace (podle jediné
proměnné). Jejich nenulovost znamená, že nejsou všechny složky současně nulové. Kdybychom to totiž připustili,
oblouk by nemusel být hladký. Při pohybu bychom se mohli

”
zastavit“ a pokračovat libovolným směrem. To

dovoĺıme, ale jen v konečně mnoha bodech v následuj́ıćım pojmu: Křivka je taková množina C ⊆ Rn, k ńıž
existuje interval 〈a, b〉 ⊆ R, spojité zobrazeńı (=parametrizace) ϕ : 〈a, b〉 → C a rozklad intervalu 〈a, b〉 na
konečně mnoho interval̊u I1, . . . , Ik takových, že pro každé j ∈ {1, . . . , k} je ϕ (Ij) = {ϕ (t) | t ∈ Ij} oblouk.
Křivka tedy vznikne t́ım, že spoj́ıme za sebe konečně mnoho oblouk̊u. Bude uzavřená, jestliže ϕ (a) = ϕ (b).
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Křivka se může prot́ınat (v libovolně mnoha bodech) a může nespojitě měnit směr v konečně mnoha bodech.
Ve všech ostatńıch bodech ϕ (t), t ∈ 〈a, b〉, představuje derivace ϕ′ (t) tečný vektor a

ϕ′ (t)

||ϕ′ (t)||

jednotkový tečný vektor ke křivce ve směru jej́ı orientace (ve směru r̊ustu parametru).
Uvedené pojmy se nepouž́ıvaj́ı jednotně, zde přeb́ıráme terminologii

[Hamhalter, Tǐser: Int. p.] s jediným rozd́ılem, že nepřipoušt́ıme uzavřený oblouk (ten lze však vždy složit ze
dvou oblouk̊u). Často se pro zde zavedený typ křivky použ́ıvá termı́n po částech hladká křivka.

Křivka může mı́t v́ıce parametrizaćı. Ty však nemohou být libovolné, lze je navzájem převádět; ukážeme to
pro oblouk:

Tvrzeńı 55 (transformace parametru). Necht’ oblouk C ⊆ Rn má parametrizace ϕ : 〈a, b〉 → C, ψ : 〈c, d〉 → C.
Pak zobrazeńı h = ψ−1 ◦ϕ : 〈a, b〉 → 〈c, d〉 je vzájemně jednoznačné a má na (a, b) spojitou nenulovou derivaci.
Spňuje ϕ = ψ ◦ h, neboli

∀t ∈ 〈a, b〉 : ϕ (t) = ψ (h (t)) .

V předchoźım tvrzeńı může transformace h : 〈a, b〉 → 〈c, d〉 být jednoho z následuj́ıćıch dvou typ̊u:

• rostoućı, h (a) = c, h (b) = d,

• klesaj́ıćı, h (a) = d, h (b) = c.

V prvńım př́ıpadě nazýváme parametrizace ϕ,ψ souhlasné, ve druhém nesouhlasné. Zálež́ı na tom, zda
při rostoućım parametru procháźıme křivku stejným nebo opačným směrem.

V př́ıpadě uzavřené křivky se mohou parametrizace nav́ıc lǐsit volbou počátečńıho bodu (rovného koncovému
bodu).

3.9 Derivace podél křivky

Předpokládejme, že se pohybujeme podél křivky. Ptáme se, jak se měńı hodnota funkce v́ıce proměnných.
Odpověd’ nám dávaj́ı směrové derivace ve směru postupu. Ty lze obecně źıskat z gradientu.

Derivace funkce F : Rn → R podél křivky C ⊆ Rn s parametrizaćı ϕ : 〈a, b〉 → C v bodě ϕ (t), t ∈ 〈a, b〉, je

ϕ′ (t) • gradF (ϕ (t)) ,

tj. skalárńı součin gradientu a tečného vektoru ve směru křivky. Tento výraz je definován pro všechny body
oblouku; pro křivku mimo konečně mnoha bod̊u. Rozepsáńım po složkách dostaneme

ϕ′ (t) • gradF (ϕ (t)) = (ϕ′1 (t) , . . . , ϕ′n (t)) • (D1F (ϕ (t)) , . . . ,DnF (ϕ (t))) =

= (ϕ′1 (t) D1F (ϕ (t)) + · · ·+ ϕ′n (t) DnF (ϕ (t))) .

Stejný výsledek dává derivace funkce F ◦ ϕ : 〈a, b〉 → R podle věty o substituci. Můžeme substituci provést
a derivovat funkci jedné proměnné. Vhodnou volbou parametrizace lze doćılit tečný vektor ϕ′ (t) jednotkový.
(Existuje právě jedna taková parametrizace souhlasná s ϕ a právě jedna nesouhlasná s ϕ. Při nesouhlasné
parametrizaci by se změnilo znaménko.)

Názorný význam: Pokud F je výška terénu, v němž se pohybujeme po křivce s parametrizaćı ϕ, jej́ıž
proměnnou je čas, pak

ϕ′ (t) • gradF (ϕ (t))

je rychlost ve svislém směru v závislosti na čase. Je zřejmé, že pokud přejdeme k nesouhlasné orientaci křivky,
změńı se znaménko, protože ze stoupáńı se stane klesáńı a naopak.

Speciálńım př́ıpadem derivace podél křivky je směrová derivace (podél př́ımky) a parciálńı derivace (podél
př́ımky rovnoběžné s osou souřadnic).
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3.10 Numerický výpočet derivace

Proč derivovat numericky, když cokoli umı́me zderivovat symbolicky?

• Může to být pracné.

• Hledáme snadnou alternativu.

• Ne vše je dáno vzorci.

Proč nederivovat numericky?

• Neńı to př́ılǐs korektńı – i
”
dobrá“ aproximace funkce (např. dle Weierstrassovy věty) může vést na špatnou

aproximaci derivace.

• Muśıme
”
vhodně“ zvolit nenulový konečný krok.

Princip i problémy předvedeme na jednodimenzionálńım př́ıpadě.
Limitu

DF (x) = F ′ (x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

můžeme odhadnout tak, že za h dosad́ıme malé nenulové č́ıslo.
Závislost na něm vyjádř́ıme funkćı dvou proměnných

T (x, h) =
F (x+ h)− F (x)

h
.

Ta vyjadřuje směrnici sečny vedené body (x, F (x)) , (x+ h, F (x+ h)), zat́ımco derivace je směrnice tečny v
bodě (x, F (x)).

Osvědčuje se i symetrický vzorec

S (x, h) =
F (x+ h)− F (x− h)

2h
,

což je směrnice sečny vedené body (x− h, F (x− h)) , (x+ h, F (x+ h)). Ač jsou tyto body vzdálené v prvńı
souřadnici o 2h, chyba tohoto vzorce bývá menš́ı.

• Př́ılǐs velký krok zp̊usobuje velké chyby metody.

• Př́ılǐs malý krok zp̊usobuje velké zaokrouhlovaćı chyby (v čitateli odč́ıtáme dvě skoro stejné hodnoty,
výsledek děĺıme malým jmenovatelem).
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4 Obecné poznámky o lineárńıch operátorech

O linearitě zobrazeńı hovoř́ıme, pokud plat́ı princip superpozice:
Účinek (=obraz) součtu vstup̊u je součet účink̊u (=obraz̊u) jednotlivých vstup̊u. Takových př́ıpad̊u je mnoho.
Ještě v́ıc je těch, kde linearita neńı zcela splněna, ale slouž́ı k dobré náhradě nelineárńıho systému. Př́ıkladem
je v teorii elektrických obvod̊u velmi obĺıbená linearizace v okoĺı pracovńıho bodu.

Vzhledem k fyzikálńım omezeńım málokdy bývá závislost linárńı v celém rozsahu. Např. neočekáváme, že
když na vstup akustického zesilovače připoj́ıme 1 kV mı́sto 1 mV, že výstupem budeme moci napájet osvětleńı
města. I přesto je linearizace užitečným nástrojem.

Nás budou zaj́ımat lineárńı operátory na prostoru funkćı, zejména lineárńı zobrazeńı, která funkćım na
(podmnožinách) Rn přǐrazuj́ı reálná č́ısla. Takových operátor̊u máme mnoho. Nejjednodušš́ım př́ıpadem je
operátor Hb, který funkci přǐrazuje jej́ı hodnotu v bodě b ∈ Rn,

Hb (F ) = F (b) .

Ten je samozřejmě lineárńı, nebot’

Hb (r F + sG) = (r F + sG) (b) = r F (b) + sG (b) = r Hb (F ) + sHb (G) .

Jakákoli lineárńı kombinace lineárńıch operátor̊u je opět lineárńı operátor. Např. můžeme zvolit body b1, . . . , bk ∈
Rn a č́ısla a1, . . . , ak ∈ R a definovat lineárńı operátor

H (F ) = a1 F (b1) + · · ·+ ak F (bk) .

Váha aj určuje, nakolik hodnota F (bj) ovlivňuje celkový výsledek. Pod́ıĺı se na něm jen hodnoty v konečně
mnoha bodech. Můžeme si však představit přechod k systému s rozprostřenými parametry, kdy výsledek určuj́ı
hodnoty podél úsečky, oblouku křivky, plochy atd. Tomu odpov́ıdá přechod od sumy k integrálu. Stejně jako
suma, i integrál bude lineárně záviset na př́ıslušných funkćıch.

I derivace je v tomto smyslu lineárńı.
U integrálu máme ještě druhou d̊uležitou vlastnost. Předvedeme si ji na operátoru H. Rozdělme indexovou

množinu {1, . . . , k} na dvě disjunktńı podmnožiny I, J a definujme operátory

HI (F ) =
∑
j∈I

aj F (bj) ,

HJ (F ) =
∑
j∈J

aj F (bj) .

Pak
H (F ) = HI (F ) +HJ (F ) ,

tj. H = HI + HJ . Obdobný princip nás bude provázet i u integrál̊u. Pokud integrujeme stejný integrand
přes dva disjunktńı obory I, J , pak integrál přes I ∪ J bude součet d́ılč́ıch integrál̊u. Analogický vztah plat́ı
pro libovolný spočetný počet disjunktńıch obor̊u. Této vlastnosti integrál̊u ř́ıkáme (spočetná) aditivita. Pro
nekonečně mnoho obor̊u dostáváme výsledek jako součet řady a pro jej́ı korektńı definici je nutné, aby byla
absolutně konvergentńı.

5 Integrace funkćı v́ıce proměnných

Jestliže v jedné dimenzi byla integrace inverzńı operaćı k derivováńı, lze očekávat, že tomu tak bude i ve v́ıce
dimenźıch. Klademe si tedy otázku, jak naj́ıt funkci, známe-li jej́ı derivace. Protože ovšem máme v́ıce pojmů
derivace, máme i v́ıce otázek.

Integrovat budeme pouze funkce spojité nebo po částech spojité, tj. takové, jejichž definičńı obor lze
rozdělit na konečně mnoho část́ı, na nichž je funkce spojitá. Zabývat se budeme téměř výhradně určitými
integrály, k pojmu neurčitého integrálu najdeme analogii jen někdy.
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5.1 Integrace parciálńıch derivaćı, aneb co nám o funkci (ne)ř́ıkaj́ı jej́ı parciálńı
derivace

Hledáme funkci F : R2 → R, přičemž známe jej́ı parciálńı derivaci podle (BÚNO2) prvńı proměnné, D1F =
f1 : R2 → R. Dostaneme ji integraćı podle této proměnné:

F (x, y) = F (x0, y) +

∫ x

x0

f1 (ξ, y) dξ .

(To je integrál podle jedné proměnné.) K tomu jsme potřebovali hodnotu funkce F ve výchoźım bodě, který
má stejnou druhou souřadnici. Hodnoty funkce F jsou t́ımto určeny na př́ımce R × {y}. Abychom určili
funkci F i v daľśıch bodech, potřebujeme ji znát v aspoň jednom bodu pro každou hodnotu y. Bez počátečńıch
hodnot bychom dospěli k neurčitému integrálu

F (x, y) =

∫
f1 (x, y) dx+ c (y) ,

kde
”
integračńı konstanta“ c (y) sice nezáviśı na integračńı proměnné x, ale může být libovolnou funkćı y.

Výsledek záviśı na nekončně mnoha parametrech c (y), y ∈ R.
Obdobně můžeme vyj́ıt z parciálńı derivace podle druhé proměnné, D2F = f2 : R2 → R:

F (x, y) = F (x, y0) +

∫ y

y0

f1 (x, η) dη .

Potřebovali jsme hodnotu funkce F ve výchoźım bodě, který má stejnou prvńı souřadnici. Hodnoty funkce F
jsou t́ımto určeny na př́ımce {x} ×R. Abychom určili funkci F i v daľśıch bodech, potřebujeme ji znát v aspoň
jednom bodě pro každou hodnotu x. Bez počátečńıch hodnot bychom dospěli k neurčitému integrálu

F (x, y) =

∫
f2 (x, y) dy + b (x) ,

kde
”
integračńı konstanta“ b (x) nezáviśı na integračńı proměnné y, ale může být libovolnou funkćı x.

Obdobně lze integraćı hledat p̊uvodńı funkci (v́ıce než 2 proměnných) z parciálńıch derivaćı (podle libovolné
proměnné). Pro určitý integrál potřebujeme znát hodnotu v aspoň jednom bodě pro všechny možné kombinace
ostatńıch proměnných. V neurčitém integrálu mı́sto integračńı konstanty je libovolná funkce všech ostatńıch
proměnných (kromě té, podle které integrujeme).“

Závěr: Nepotřebovali jsme nic nového, ale také jsme nic moc nedostali.

5.2 Násobné integrály

Výsledek integrace lze znovu zintegrovat. (Nebo integrandem může být daľśı integrál.) S t́ım jsme se setkali už
u funkćı jedné proměnné, dostáváme operaci inverzńı k druhé derivaci.

Př́ıklad 56. Dvoj́ı integraćı zrychleńı a podle času t dostaneme polohu s, až na dvě integračńı konstanty,
kterými mohou být počátečńı rychlost v0 = v (t0) a počátečńı poloha s0 = s (t0),

a (t) = Dv (t) =
d

dt
v (t) = D (Ds (t)) =

d2

dt2
s (t) ,

s (t) = s0 +

∫ t

t0

v(τ) dτ = s0 +

∫ t

t0

(
v0 +

∫ τ

t0

a(u) du

)
dτ =

= s0 + v0 (t− t0) +

∫ t

t0

∫ τ

t0

a(u) dudτ .

Vzhledem k lokálnosti proměnných v zápisu integrálu lze psát i

s (t) = s0 +

∫ t

t0

v(t) dt = s0 + v0 (t− t0) +

∫ t

t0

∫ t

t0

a(t) dt2 ,

ale interpretace jednotlivých výskyt̊u t m̊uže vést k chybám.

Podobně můžeme pokračovat k v́ıcenásobným integrál̊um.
U funkćı v́ıce proměnných máme daľśı možnost, integrovat postupně podle r̊uzných proměnných, č́ımž do-

staneme operaci inverzńı ke smı́̌sené derivaci.

2Bez újmy na obecnosti.
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5.2.1 Dvojný integrál přes obdélńık a Fubiniova věta

Př́ıklad 57. Hřǐstě má být vodorovné. V jaké výšce má být jeho povrch, aby materiál nechyběl ani nepřebýval?

Funkci G : R2 → R můžeme považovat za funkci prvńı proměnné a druhou považovat za parametr,

G (x, y) = ϕy (x) ,

jej́ı integrál podle prvńı proměnné jako funkce horńı meze je∫ x

x0

G (ξ, y) dξ =

∫ x

x0

ϕy (ξ) dξ = Φy (x) ,

kde Φy (x0) = 0. Daľśı integraćı Φy (x) podle x bychom dostali předchoźı př́ıpad, známý z funkce jedné proměnné
(y z̊ustává parametrem).

Integraćı Φy (x) podle y bychom dostali funkci horńı meze F : R2 → R,

F (x, y) =

∫ y

y0

Φη (x) dη =

∫ y

y0

(∫ x

x0

G (ξ, η) dξ

)
dη ,

splňuj́ıćı

D1,2F (x, y) =
∂2F (x, y)

∂x ∂y
= G (x, y) ,

F (x0, y0) = 0 .

Mohli bychom G také považovat za funkci druhé proměnné (s parametrem x) a integrovat napřed podle
druhé proměnné, pak podle prvńı:

G (x, y) = ψx (y) ,∫ y

y0

G (x, η) dη =

∫ y

y0

ψx (η) dη = Ψx (y) ,

F ∗ (x, y) =

∫ x

x0

Ψξ (y) dξ =

∫ x

x0

(∫ y

y0

G (ξ, η) dη

)
dξ ,

kde funkce F ∗ splňuje

D2,1F
∗ (x, y) =

∂2F ∗ (x, y)

∂y ∂x
= G (x, y) ,

F ∗ (x0, y0) = 0 .
INT2-1

Př́ıklad 58. Funkci G (x, y) = x y2 zintegrujeme napřed podle prvńı proměnné v intervalu 〈0, π〉,∫ π

0

G (x, y) dx =

∫ π

0

x y2 dx =

[
1

2
x2 y2

]π
x=0

=
π2

2
y2 ,

pak podle druhé proměnné v intervalu 〈0, 1〉,∫ 1

0

π2

2
y2 dy =

[
π2

6
y3

]1

y=0

=
π2

6
.

Tutéž funkci zintegrujeme napřed podle druhé proměnné v intervalu 〈0, 1〉,∫ 1

0

G (x, y) dy =

∫ 1

0

x y2 dy =

[
1

3
x y3

]1

y=0

=
1

3
x ,

pak podle prvńı proměnné v intervalu 〈0, π〉,∫ π

0

1

3
x dx =

[
1

6
x2

]π
x=0

=
π2

6
.

Později ukážeme, že rovnost výsledk̊u∫ 1

0

(∫ π

0

G (x, y) dx

)
dy =

∫ π

0

(∫ 1

0

G (x, y) dy

)
dx =

π2

6

neńı náhodná.

26



Našli jsme operátory inverzńı k D1,2,D2,1 (až na integračńı konstanty, které byly určeny použit́ım určitých
integrál̊u, tj. volbou počátečńıho bodu). Vı́me ovšem, že D1,2 = D2,1, pokud jejich argument i výsledky jsou
spojité. To je v našem př́ıpadě splněno, protože jsme se omezili na integraci spojitých funkćı (a integraćı přes
uzavřený omezený obor z̊ustane spojitost zachována). Tedy

D2,1F
∗ (x, y) = G (x, y) = D1,2F (x, y) = D2,1F (x, y) .

Pro x = x0 nebo y = y0 je jeden z integrál̊u nulový, výsledek rovněž, tj.

F ∗ (x, y0) = F (x, y0) = 0 , F ∗ (x0, y) = F (x0, y) = 0

pro všechna x, y. Touto dodatečnou podmı́nkou jsou funkce F, F ∗ jednoznačně určeny (za předpokladu spoji-
tosti G) a muśı si tedy být rovny, F ∗ = F ,∫ x

x0

(∫ y

y0

G (ξ, η) dη

)
dξ =

∫ y

y0

(∫ x

x0

G (ξ, η) dξ

)
dη .

Toto pravidlo o možnosti záměny pořad́ı integrace plat́ı i za obecněǰśıch předpoklad̊u a nazývá se Fubiniova
věta. Zde jsme předpokládali spojitost funkce G na obdélńıku obsahuj́ıćım všechny zúčastněné body; je určen
vrcholy (x0, y0) , (x, y).

Poznámka 59. Dvě funkce F, F ∗, které maj́ı stejné smı́̌sené derivace, tj. D2,1F
∗ = D2,1F , se mohou lǐsit o

libovolnou funkci x (ale nezávislou na y) a o libovolnou funkci y (nezávislou na x). Jejich rozd́ıl je tedy tvaru

F ∗ (x, y)− F (x, y) = b (x) + c (y) .

Funkce b, c zde hraj́ı stejnou roli, jakou v jednodimenzionálńım př́ıpadě plnila intergračńı konstanta u neurčitého
integrálu.

Závěr: Integrály ∫ c

a

(∫ d

b

G (ξ, η) dη

)
dξ =

∫ d

b

(∫ c

a

G (ξ, η) dξ

)
dη

se oba vztahuj́ı k obdélńıku U = 〈a, c〉 × 〈b, d〉 a jsou si rovny. To nás opravňuje zavést nový pojem, dvojný
integrál funkce G přes obdélńık U , přičemž neńı d̊uležité, který ze dvou uvedených postup̊u použijeme. Mohli
bychom obdélńık dokonce rozdělit na obdélńıky, v nichž bychom použili r̊uzné postupy.

Spočetná aditivita integrálu dovoluje rozš́ı̌rit jej na spočetná sjednoceńı dvojrozměrných interval̊u (obdélńık̊u),
tedy např. na kruhy a na všechny rovinné útvary s definovaným obsahem. Dále pak dostáváme dvojný integrál
přes neomezené množiny jako limitu integrálu přes jejich omezené podmnožiny, ovšem je potřeba hĺıdat exis-
tenci př́ıslušné limity. Pokud integrand měńı znaménko, potřebujeme absolutńı konvergenci, tj. aby existovaly
integrály z jeho kladné i záporné části a nebyly oba nekonečné.

Pokud má obdélńık jednu stranu nulovou (obdélńık degeneruje na úsečku), jeden z integrál̊u je přes jediný
bod a tud́ıž (celý výsledek) nulový. Z toho vyplývá, že dvojný integrál přes útvar s nulovým obsahem (např.
křivku) je nulový. Pokud tedy nějaký útvar pro účel integrace vyjadřujeme jako sjednoceńı obdélńık̊u, nevad́ı,
pokud se překrývaj́ı jejich hranice.

Poznámka 60. Značeńı: ∫∫
U

G (x, y) dx dy =

∫∫
U

GdS =

∫∫
U

G =

∫
U

GdS =

∫
U

G,

kde dS = dx dy symbolicky vyjadřuje element plochy př́ıslušného útvaru.

Poznámka 61 (geometrický význam dvojného integrálu). Dvojný integrál nezáporné funkce G přes útvar U je
objem tělesa pod grafem funkce G na oboru U . Lze jej také interpretovat jako hmotnost útvaru U , je-li plošná
hustota dána funkćı G.

Speciálně pro G = 1 dostáváme obsah útvaru U .

Zvoĺıme-li souřadnice tak, že p̊udorys hřǐstě je 〈x0, x1〉 × 〈y0, y1〉, a funkce G popisuje výšky terénu před

úpravami, pak obsah hřǐstě je (x1 − x0) (y1 − y0), objem tělesa pod grafem funkce G je
∫ y1
y0

(∫ x1

x0
G (x, y) dx

)
dy

a hledaná výška v je pr̊uměrná výška terénu, tj.

v =
F (x1, y1)

(x1 − x0) (y1 − y0)
=

∫ y1
y0

(∫ x1

x0
G (ξ, η) dξ

)
dη

(x1 − x0) (y1 − y0)
.
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Postup z odvozeńı by vedl i na výraz

v∗ =
F ∗ (x1, y1)

(x1 − x0) (y1 − y0)
=

∫ x1

x0

(∫ y1
y0
G (ξ, η) dη

)
dξ

(x1 − x0) (y1 − y0)
,

který muśı být stejný (z povahy úlohy i z Fubiniovy věty), v∗ = v.

5.2.2 Jak značit násobné integrály

Naráž́ıme na daľśı nejednotnost ve značeńı. Máme-li dva do sebe vnořené integrály, např.∫ x

−∞

(∫ y

−∞
f(u, v) dv

)
du ,

obvykle bychom chtěli vynechávat závorku. Ještě v́ıc taková potřeba vynikne u v́ıcenásobných integrál̊u, např.∫ x1

−∞

(∫ x2

−∞
. . .

(∫ xn

−∞
f(u1, . . . , un) dun

)
. . . du2

)
du1 .

Pak je otázka, v jakém pořad́ı máme psát diferenciály na konci zápisu. V literatuře se setkáme s oběma
možnostmi. Např. [Apl. mat., Rektorys: Co je, Navara: PMS] použ́ıvaj́ı značeńı∫ x

−∞

(∫ y

−∞
f(u, v) dv

)
du =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v) dudv ,

∫ x1

−∞

(∫ x2

−∞
. . .

(∫ xn

−∞
f(u1, . . . , un) dun

)
. . . du2

)
du1 =

=

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
. . .

∫ xn

−∞
f(u1, . . . , un) du1 du2 . . . dun ,

motivované zřejmě t́ım, že celý zápis chápeme jako symbol pro jeden v́ıcenásobný integrál (přes oblast, která
by mohla být i obecněǰśı než zde použitý součin interval̊u) následovaný integrandem a výčtem všech dife-
renciál̊u opět ve stejném (logickém) pořad́ı. Ovšem poč́ıtačové algebraické systémy (např. MuPAD) nám takový
zápis obvykle nedovoĺı a požaduj́ı, abychom napřed dokončili zápis vnitřńıho integrálu. Proto zde, stejně jako
v [Hamhalter, Tǐser: Int. p.], budeme použ́ıvat konvenci:∫ x

−∞

(∫ y

−∞
f(u, v) dv

)
du =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
f(u, v) dv du ,

∫ x1

−∞

(∫ x2

−∞
. . .

(∫ xn

−∞
f(u1, . . . , un) dun

)
. . . du2

)
du1 =

=

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
. . .

∫ xn

−∞
f(u1, . . . , un) dun . . . du2 du1 .

Např. ∫ 1

0

∫ 7

0

udv du =

∫ 1

0

(∫ 7

0

udv

)
du =

∫ 1

0

7udu =
7

2
,∫ 1

0

∫ 7

0

v dv du =

∫ 1

0

(∫ 7

0

v dv

)
du =

∫ 1

0

49

2
du =

49

2
.

5.2.3 Výpočet dvojného integrálu

Zápis ∫∫
U

GdS
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vyjadřuje, že dvojný integrál záviśı pouze na integrandu G a útvaru U , přes který integrujeme, nikoli na
konkrétńım postupu, jak to uděláme (dvoj́ı integraćı podle jednotlivých proměnných). Pro poč́ıtačové zpracováńı
však muśıme popsat útvar U , typicky pomoćı funkćı, jejichž grafy jej vymezuj́ı. Časté jsou následuj́ıćı 2 př́ıpady:

1. Najdeme funkce u1, u2, u1 ≤ u2, takové, že

U =
{

(x, y) ∈ R2 | y ∈ 〈u1 (x) , u2 (x)〉 , x ∈ 〈a, c〉
}
.

Můžeme integrovat napřed podle y, pak podle x (na němž záviśı meze vnitřńıho integrálu):∫ c

a

∫ u2(x)

u1(x)

G (x, y) dy dx .

2. Najdeme funkce u1, u2, u1 ≤ u2, takové, že

U =
{

(x, y) ∈ R2 | x ∈ 〈u1 (y) , u2 (y)〉 , y ∈ 〈b, d〉
}
.

Můžeme integrovat napřed podle x, pak podle y (na němž záviśı meze vnitřńıho integrálu):∫ d

b

∫ u2(y)

u1(y)

G (x, y) dxdy .

Pořad́ı integrace zde nelze měnit proto, že meze vnitřńıho integrálu mohou záviset na integračńı proměnné
vněǰśıho integrálu.

Cvičeńı 62. Některé útvary (nejen obdélńıky) lze popsat oběma uvedenými zp̊usoby. Najděte př́ıklad.
INT2-2

Př́ıklad 63. Necht’

G (x, y) = x2 y

a U je horńı polovina jednotkového kruhu se středem v počátku. Matematické vyjádřeńı

U =
{

(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 ≤ 1, y ≥ 0
}

nám sotva nějaký poč́ıtačový systém přijme jako integračńı obor. Muśıme sami předepsat, jak maj́ı souřadnice
prob́ıhat všechny body tohoto útvaru.

Pro dané x ∈ 〈−1, 1〉 patř́ı do U úsečka, pro nǐz y ∈
〈
0,
√

1− x2
〉
,

U =
{

(x, y) ∈ R2 | y ∈
〈

0,
√

1− x2
〉
, x ∈ 〈−1, 1〉

}
a m̊užeme integrovat napřed podle y, pak podle x:∫ 1

−1

∫ √1−x2

0

G (x, y) dy dx =

∫ 1

−1

(
1

2
x2 − 1

2
x4

)
dx =

2

15
.

Pro dané y ∈ 〈0, 1〉 patř́ı do U úsečka, pro nǐz x ∈
〈
−
√

1− y2,
√

1− y2
〉

,

U =
{

(x, y) ∈ R2 | x ∈
〈
−
√

1− y2,
√

1− y2
〉
, y ∈ 〈0, 1〉

}
a m̊užeme integrovat napřed podle x, pak podle y (na němž záviśı meze vnitřńıho integrálu):∫ 1

0

∫ √1−y2

−
√

1−y2
G (x, y) dxdy =

∫ 1

0

2

3
y
(
1− y2

)√
1− y2 dy =

2

15
.

Daleko jednodušš́ı popis množiny U bychom dostali v polárńıch souřadnićıch r, ϕ, kde x = r cosϕ, y = r sinϕ:{
(r, ϕ) ∈ R2 | ϕ ∈ 〈0, π〉 , r ∈ 〈0, 1〉

}
.

V polárńıch souřadnićıch dostáváme obdélńık, což je pro integraci ten nejjednodušš́ı př́ıpad. Nicméně je problém
v tom, že

”
obsah plošného elementu“ dr dϕ je úměrný r. To muśıme napřed zohlednit substitućı a teprve pak

vypoč́ıtáme integrál, který bude tvaru ∫ π

0

∫ 1

0

H (r, ϕ) dr dϕ ,

kde integrand H (r, ϕ) dostaneme substitućı, při ńı̌z v G (x, y) nahrad́ıme x, y novými proměnnými r, ϕ.
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5.2.4 Lineárńı substituce v dvojném integrálu

Souřadnice x, y vyjádř́ıme pomoćı jiných souřadnic u, v, zobrazených (prozat́ım lineárńı) transformaćı souřadnic
T : R2 → R2, [

x
y

]
= T (u, v) =

[
T1 (u, v)
T2 (u, v)

]
.

(Někde znač́ıme dva argumenty v závorce, někde jako sloupcový vektor.) Protože (u, v) = u (1, 0) + v (0, 1), pak
je-li T lineárńı, můžeme psát

T1 (u, v) = uT1 (1, 0) + v T1 (0, 1) ,

T2 (u, v) = uT2 (1, 0) + v T2 (0, 1) ,

v maticovém tvaru [
x
y

]
=

[
T1 (u, v)
T2 (u, v)

]
=

[
T1 (1, 0) T1 (0, 1)
T2 (1, 0) T2 (0, 1)

]
︸ ︷︷ ︸

JT

·
[
u
v

]
,

JT =

[
T1 (1, 0) T1 (0, 1)
T2 (1, 0) T2 (0, 1)

]
=

[
D1T1 D2T1

D1T2 D2T2

]
je Jacobiho matice zobrazeńı T . (Argument u JT (u, v) zde vynecháváme, nebot’ na něm nezálež́ı, JT je
konstantńı.)

Obdélńık V , který má jeden vrchol (u, v) a strany délek h, k rovnoběžné se souřadnými osami,

V =

{[
u+ s h
v + t k

] ∣∣∣∣ s, t ∈ 〈0, 1〉} ,

má obsah h · k. Zobraźı se na

T (V ) = {T (u+ s h, v + t k) | s, t ∈ 〈0, 1〉} =

=

{
T (u, v) + JT ·

[
s h
t k

] ∣∣∣∣ s, t ∈ 〈0, 1〉} ,

což je rovnoběžńık, jehož strany popisuj́ı vektory

JT ·
[
h
0

]
= h

[
T1 (1, 0)
T2 (1, 0)

]
,

JT ·
[
0
k

]
= k

[
T1 (0, 1)
T2 (0, 1)

]
.

Obsah rovnoběžńıka T (V ) je
h k |det JT | ,

kde det JT je jacobián. To vyplývá z následuj́ıćıho lemmatu:

Lemma 64 (geometrický význam determinantu). Obsah rovnoběžńıka, jehož strany jsou vektory a =

[
a1

a2

]
,

b =

[
b1
b2

]
, je ∣∣∣∣det

[
a1 b1
a2 b2

]∣∣∣∣ .
D̊ukaz. V trojrozměrném prostoru je to jediná nenulová složka vektorového součinu (a1, a2, 0)× (b1, b2, 0) a ta
má př́ıslušný význam.

Kdo to nev́ı, může si to odvodit:
Podle sinové věty je obsah rovnoběžńıka (=dvojnásobek obsahu trojúhelńıka se stranami a, b)

||a|| ||b|| sin γ ,
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kde γ = ∠ (a, b). Převedeme sinus na kosinus, který souviśı se skalárńım součinem:

sin γ =
√

1− cos2 γ =

√
1−

(
a • b
||a|| ||b||

)2

.

Dostáváme obsah ve tvaru

||a|| ||b|| sin γ = ||a|| ||b||

√
1−

(
a • b
||a|| ||b||

)2

=

√
||a||2 ||b||2 − (a • b)2

=

=

√
(a2

1 + a2
2) (b21 + b22)− (a1 b1 + a2 b2)

2
=

=
√
a2

1 b
2
2 + a2

2 b
2
1 − 2 a1 a2 b1 b2 =

=

√
(a1 b2 − a2 b1)

2
= |a1 b2 − a2 b1| .

Poznámka 65. I znaménko př́ıslušného determinantu má význam, určuje orientaci báze z vektor̊u a, b.
Pokud je determinant nulový, jsou vektory a, b závislé a obsah degenerovaného rovnoběžńıka nulový.

Transformaćı T se obdélńık o obsahu h k zobrazil na rovnoběžńık s obsahem h k |det JT |, tj. |det JT | ×
větš́ım. Přitom obsah útvaru je integrál z konstanty 1 přes tento útvar.

V tomto poměru se změnil i dvojný integrál, protože spojitou funkci lze (z hlediska integrálu) libovolně
přesně aproximovat po částech konstantńı funkćı.

5.2.5 Obecná substituce v dvojném integrálu

Omeźıme se na př́ıpad, kdy transformace T je diferencovatelná. Pak v okoĺı bodu (u, v) nahrad́ıme T pomoćı
diferenciálu, resp. Jacobiho matice:

T (u+ s h, v + t k) ≈ T (u, v) + JT (u, v) ·
[
s h
t k

]
.

Obdélńık V se zobraźı přibližně na rovnoběžńık

T (V ) = {T (u+ s h, v + t k) | s, t ∈ 〈0, 1〉} =

≈
{
T (u, v) + JT (u, v) ·

[
s h
t k

] ∣∣∣∣ s, t ∈ 〈0, 1〉} ,

jehož obsah je |det JT (u, v)| × větš́ı. Pro h → 0, k → 0 bude tato aproximace dostatečně přesná pro odhad
obsahu.

Věta 66 (o substituci v dvojném integrálu). Je-li T prosté diferencovatelné zobrazeńı na útvaru V a G je
funkce, která má na T (V ) spojité obě prvńı parciálńı derivace, pak∫∫

T (V )

G (x, y) dxdy =

∫∫
V

G (T (u, v)) |det JT (u, v)| dudv .

Substituce polárńımi souřadnicemi
Transformace z polárńıch souřadnic r, ϕ do kartézských souřadnic x, y je[

x
y

]
=

[
r cosϕ
r sinϕ

]
= T (r, ϕ) .

Souřadnice r ∈ 〈0,∞) je euklidovská vzdálenost od počátku, ϕ ∈ 〈0, 2π) je úhel (
”
azimut“). Jacobiho matice je

JT =

[
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

]
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a jacobián
det JT = r cos2 ϕ+ r sin2 ϕ = r ,

v souladu s očekáváńım, že
”
plocha elementu“ dr dϕ je úměrná r.

Je-li V útvar v polárńıch souřadnićıch r, ϕ, pak integrál funkce G přes jeho obraz v kartézských souřadnićıch
je ∫∫

T (V )

G (x, y) dx dy =

∫∫
V

G (r cosϕ, r sinϕ) r dr dϕ .

INT2-3
Př́ıklad 67. Pomoćı polárńıch souřadnic vyřeš́ıme př́ıklad 63:

G (x, y) = x2 y = (r cosϕ)
2
r sinϕ = r3 cos2 ϕ sinϕ = G (T (r, ϕ))

∫∫
T (V )

G (x, y) dxdy =

∫ π

0

∫ 1

0

r G (T (r, ϕ)) dr dϕ =

∫ π

0

∫ 1

0

r4 cos2 ϕ sinϕdr dϕ =

=

∫ π

0

(∫ 1

0

r4 dr

)
cos2 ϕ sinϕdϕ =

=
1

5

∫ π

0

cos2 ϕ sinϕdϕ =
1

5

∫ 1

−1

u2 du =
1

5

2

3
=

2

15
,

kde jsme v jednoduchém integrálu použili substituci u = − cosϕ.

5.2.6 Trojný integrál

Podobně jako u dvojného integrálu lze pokračovat v libovolné konečné dimenzi, dostaneme operaci inverzńı ke
smı́̌sené parciálńı dericaci podle všech proměnných.

Spojitou funkci G : R3 → R můžeme integrovat přes kvádr postupně podle jednotlivých souřadnic,∫ x

x0

(∫ y

y0

(∫ z

z0

G (ξ, η, ζ) dζ

)
dη

)
dξ .

Na pořad́ı integrace nezálež́ı, a to podle Fubiniovy věty i podle toho, že hledáme spojitou funkci F : R3 → R
takovou, že

G = D1,2,3F ,

kde D1,2,3 = D1,3,2 = · · · . Opět pomoćı aditivity zobecńıme tento pojem na libovolné spočetné sjednoceńı
trojrozměrných interval̊u (kvádr̊u), tedy např. na koule a na všechna prostorová tělesa s definovaným objemem,
i na neomezená tělesa, pokud př́ıslušná limita je absolutně konvergentńı.

Poznámka 68 (interpretace trojného integrálu). Trojný integrál z nezáporné funkce G lze opět chápat jako
(čtyřrozměrný) objem tělesa pod grafem funkce G na trojrozměrném integračńım oboru U , to však neńı př́ılǐs
názorné. Lze jej také interpretovat jako hmotnost tělesa U , jehož hustota je dána funkćı G.

Speciálně pro G = 1 dostáváme objem tělesa U .

Trojný integrál přes těleso s nulovým objemem (např. plochu nebo křivku) je nulový.

Poznámka 69. Značeńı:∫∫∫
U

G (x, y, z) dx dy dz =

∫∫∫
U

GdV =

∫∫∫
U

G =

∫
U

GdV =

∫
U

G,

kde dV = dx dy dz symbolicky vyjadřuje element objemu př́ıslušného útvaru. (Někdy se použ́ıvá jen jednoduchý
znak integrálu s t́ım, že z kontextu je zřejmé, že se integruje přes objem.)

Pro výpočet potřebujeme obvykle obor integrace rozdělit na části, které lze popsat pomoćı funkćı menš́ıho
počtu proměnných, takže dostaneme integrál např. ve tvaru∫ b

a

(∫ u2(z)

u1(z)

(∫ v2(y,z)

v1(y,z)

G (x, y, z) dx

)
dy

)
dz ,

kde funkce jedné proměnné u1, u2 a funkce dvou proměnných v1, v2 vymezuj́ı mezi svými grafy integračńı obor.
Pak již nelze měnit pořad́ı integrace, nebot’ na integračńıch proměnných záviśı meze vnitřńıch integrál̊u.
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5.2.7 Obecná substituce v trojném integrálu

Lineárńı transformaćı T : R3 → R3 se trojrozměrný interval (kvádr) zobraźı na rovnoběžnostěn, jehož strany
jsou dány sloupci př́ıslušné Jacobiho matice JT a jehož objem je |det JT | × větš́ı. (Znaménko jacobiánu udává
kladnou, resp. zápornou orientaci báze vytvořené ze sloupc̊u Jacobiho matice.)

Pro obecnou diferencovatelnou transformaci T : R3 → R3 dostaneme analogický výsledek jako ve dvoj-
rozměrném př́ıpadě:

Věta 70 (o substituci v trojném integrálu). Je-li T prosté diferencovatelné zobrazeńı na tělese V a G je funkce,
která má na T (V ) spojité všechny parciálńı derivace, pak∫∫∫

T (V )

G (x, y, z) dxdy dz =

∫∫∫
V

G (T (u, v, w)) |det JT (u, v, w)| dudv dw .

Substituce cylindrickými souřadnicemi
Transformace z cylindrických souřadnic r, ϕ, z do kartézských souřadnic x, y, z jexy

z

 =

r cosϕ
r sinϕ
z

 = T (r, ϕ, z) .

Souřadnice r ∈ 〈0,∞) je vodorovná vzdálenost (euklidovská vzdálenost pr̊umětu do roviny xy) od počátku,
ϕ ∈ 〈0, 2π) je úhel pr̊umětu do roviny xy (

”
azimut“), souřadnice z má p̊uvodńı význam (

”
výška“). Jacobiho

matice je

JT =

cosϕ −r sinϕ 0
sinϕ r cosϕ 0

0 0 1


a jacobián

det JT = r cos2 ϕ+ r sin2 ϕ = r ,

v souladu s očekáváńım, že
”
objem elementu“ dr dϕdz je úměrný r.

Je-li V útvar v cylindrických souřadnićıch r, ϕ, z, pak integrál funkce G přes jeho obraz v kartézských
souřadnićıch je ∫∫∫

T (V )

G (x, y, z) dxdy dz =

∫∫∫
V

G (T (r, ϕ, z)) r dr dϕdz .

Substituce sférickými souřadnicemi
Transformace ze sférických souřadnic %, ϕ, θ do kartézských souřadnic x, y, z jexy

z

 =

% sin θ cosϕ
% sin θ sinϕ
% cos θ

 = T (%, ϕ, θ) .

Souřadnice % ∈ 〈0,∞) je (šikmá) euklidovská vzdálenost od počátku, ϕ ∈ 〈0, 2π) je úhel pr̊umětu do roviny xy
(
”
azimut“), θ ∈ 〈0, π〉 je úhel od osy z (

”
svislice“). Jacobiho matice je

JT =

sin θ cosϕ −% sin θ sinϕ % cos θ cosϕ
sin θ sinϕ % sin θ cosϕ % cos θ sinϕ

cos θ 0 −% sin θ


a jacobián

det JT = %2 sin θ .

Jelikož θ ∈ 〈0, π〉, je i tento determinant vždy nezáporný.
Je-li V těleso ve sférických souřadnićıch %, ϕ, θ, pak integrál funkceG přes jeho obraz v kartézských souřadnićıch

je ∫∫∫
T (V )

G (x, y, z) dxdy dz =

∫∫∫
V

G (T (%, ϕ, θ)) %2 sin θ d%dϕdθ .
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INT3-1
Př́ıklad 71. Zintegrujeme funkci G (x, y, z) = z2 přes jednotkovou kouli se středem v počátku.

1. Př́ımo v kartézských souřadnićıch:∫ 1

−1

∫ √1−z2

−
√

1−z2

∫ √1−y2−z2

−
√

1−y2−z2
z2 dxdy dz =

∫ 1

−1

∫ √1−z2

−
√

1−z2
2 z2

√
1− z2 − y2 dy dz =

=

∫ 1

−1

π z2
(
1− z2

)
dz =

4

15
π .

V integrálu podle y byla využita goniometrická substituce obdobná použit́ı jiných souřadnic, které ukážeme
dále.

2. V cylindrických souřadnićıch:∫ 1

−1

∫ √1−z2

0

∫ 2π

0

z2 r dϕdr dz =

∫ 1

−1

∫ √1−z2

0

2π z2 r dr dz =

=

∫ 1

−1

π z2
(
1− z2

)
dz =

4

15
π .

3. Ve sférických souřadnićıch: z = % cos θ,∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0

(% cos θ)
2
%2 sin θ dϕdθ d% =

∫ 1

0

∫ π

0

∫ 2π

0

%4 (cos θ)
2

sin θ dϕdθ d% =

=

∫ 1

0

∫ π

0

2π %4 (cos θ)
2

sin θ dθ d% =

=

∫ 1

0

4

3
π %4 d% =

4

15
π .

Integrál podle θ byl řešen substitućı − cos θ = u.

Závěr: Násobné integrály převád́ıme na v́ıce jednoduchých. Přitom muśıme sami naj́ıt popis potřebných
meźı, př́ıpadně rozklad integračńıho oboru na v́ıce disjunktńıch podmnožin. Mnohé př́ıpady usnadńı vhodná
substituce, tj. volba souřadnic.

Poznámka 72. Našli jsme (v meźıch možnost́ı) operátory inverzńı k D1,D2,D1,1,D2,2,D1,2,D2,1,D1,2,3, . . .,
č́ımž jsme zjevně nevyčerpali všechny možnosti, např. operátor inverzńı k D1,2,2 atd.

5.3 Křivkové integrály druhého druhu

Hledejme operaci inverzńı ke směrové derivaci, resp. derivaci podél křivky. Směrové derivace (a parciálńı derivace
jako jejich speciálńı př́ıpad) dávaj́ı možnost stanovit derivaci funkčńı hodnoty, pohybujeme-li se podél nějaké
křivky. Nyńı klademe opačnou otázku: Jak ze znalosti směrové derivace podél křivky stanovit p̊uvodńı funkčńı
hodnoty? Samozřejmě předpokládáme, že známe funkčńı hodnotu v počátečńım bodě, nebot’ derivace nám
vypov́ıdá jen o jej́ıch změnách.

Jestliže derivace podél křivky se nakonec redukovala na derivaci podle jediné proměnné (parametru křivky),
máme t́ım i odpověd’, jak bude vypadat opačná operace, totiž integrál podle jediné proměnné. Je tedy zřejmé, co
máme udělat. Výsledkem budou hodnoty p̊uvodńı funkce podél př́ıslušné křivky. Problém je, že ve v́ıce dimenźıch
se do stejného koncového bodu lze dostat v́ıce cestami, a kdybychom dostali r̊uzné výsledky, neměli bychom
jak vybrat jediný správný. Postup bude možno uplatnit jen tehdy, jestliže výsledek nezáviśı na integračńı
cestě. Vektorové pole s touto vlastnost́ı se nazývá potenciálńı. To je ekvivalentńı s požadavkem, že integrál
přes uzavřenou křivku je nulový.

Poznámka 73. D̊uvod je následuj́ıćı: Jestlǐze integrujeme podle křivek p, q a chceme porovnat výsledky, pak
m̊užeme proj́ıt po křivce p, vrátit se po ńı a proj́ıt po křivce q. Výsledek lze interpretovat bud’ tak, že jsme prošli
po křivce q (a předt́ım si zašli po p tam a zpátky, bez vlivu na výsledek), nebo že jsme prošli po křivce p a přidali
uzavřenou křivku.
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Poznámka 74. Kromě pojmu potenciálńı se pole s podobnými vlastnostmi nazývá též konzervativńı nebo
nev́ırové. Tyto pojmy se v podrobnostech lǐśı, ale shoduj́ı se např. pro pole, která jsou spojitá na otevřeném
kruhu nebo obdélńıku.

Integrujeme vektorovou funkci (vektorové pole) f = (f1, f2) = gradF podle jediné proměnné, kterou je
parametr křivky C s parametrizaćı ϕ (t), t ∈ 〈a, b〉. Výsledkem je∫ b

a

ϕ′ (t) • f (ϕ (t)) dt = F (ϕ (b))− F (ϕ (a)) ,

nebot’ integrand vznikl derivaćı funkce F ◦ϕ (jedné proměnné) podle věty o substituci.
Skalárńı pole F takové, že f = gradF , se nazývá potenciál vektorového pole f . Je určen jednoznačně až

na přičteńı konstanty. Je zobecněńım neurčitého integrálu funkce jedné proměnné.
Pokud by obecněji (po částech spojité) vektorové pole f nebylo gradientem nějakého skalárńıho pole, integrál

podle křivky lze vypoč́ıtat stejným zp̊usobem, ale neńı nezávislý na integračńı cestě a nemá uvedený význam;
nazývá se křivkový integrál druhého druhu∫ b

a

ϕ′ (t) • f (ϕ (t)) dt .

Alternativńı značeńı:
∫
C
f • ds , kde ds = ϕ′ (t) dt.∫

C
f1 dx + f2 dy vyjadřuje, že f1 integrujeme ve směru x, f2 ve směru y; integrand vznikne symbolickým

skalárńım součinem (f1, f2) • (dx, dy).

Poznámka 75. Interpretace: Je-li f śıla, pak křivkový integrál druhého druhu udává práci při pohybu podél
př́ıslušné křivky. Je-li śıla zp̊usobena potenciálńım polem, dostaneme rozd́ıl potenciál̊u.

Věta 76. Křivkový integrál druhého druhu nezáviśı na volbě shodné parametrizace křivky. Při přechodu k ne-
shodné parametrizaci křivky se znaménko křivkového integrálu druhého druhu změńı v opačné.

D̊ukaz. Důkaz stač́ı provést pro oblouk C ⊆ Rn. Necht’ má shodné parametrizace ϕ : 〈a, b〉 → C, ψ : 〈c, d〉 → C.
Pak rostoućı zobrazeńı h = ψ−1 ◦ϕ : 〈a, b〉 → 〈c, d〉 je vzájemně jednoznačné a má na (a, b) spojitou nenulovou
derivaci. Spňuje ϕ (t) = ψ (h (t)), ϕ′ (t) = h′ (t) ψ′ (h (t)), h(a) = c, h(b) = d. Pomoćı substituce h (t) = u
dostáváme ∫ b

a

ϕ′ (t) • f (ϕ (t)) dt =

∫ b

a

h′ (t) ψ′ (h (t)) • f (ψ (h (t))) dt =

=

∫ d

c

ψ′ (u) • f (ψ (u)) du .

Při neshodné parametrizaci křivky se změńı znaménko skalárńıho součinu.
KRIV2-1

Př́ıklad 77. Závaž́ı je na obvodu kola, které se odvaluje po ose x. Gravitačńı pole p̊usob́ı ve směru záporné
poloosy y. Vypočtěme práci, kterou je třeba vykonat, aby se závaž́ı dostalo z nejnǐzš́ı do nejvyšš́ı polohy. (Ostatńı
śıly, zp̊usobené valeńım kola a třeńım, zanedbáváme.) Poloměr kola r zvoĺıme (BÚNO) jednotkový.

Řešeńı. Zřejmě nezálež́ı na (úhlové) rychlosti valeńı kola, zvoĺıme ji (BÚNO) rovnoměrnou a jednotkovou,
začneme (BÚNO) v počátku; dostaneme rovnici cykloidy

x = ϕ1 (t) = t− sin t , Dϕ1 (t) = dx
dt = ϕ′1 (t) = 1− cos t ,

y = ϕ2 (t) = 1− cos t , Dϕ2 (t) = dy
dt = ϕ′2 (t) = sin t ,

kde t ∈ 〈0, π〉. P̊usob́ıme proti śıle úměrné (0,−1), tj. ve směru vektoru (0, 1); práce je úměrná výrazu∫ π

0

(0, 1) • (1− cos t , sin t) dt =

∫ π

0

sin tdt = 2 ,

což je rozd́ıl y-ových souřadnic počátečńıho a koncového bodu, nebot’ pole s gradientem (0, 1) je F (x, y) = y+ c,
kde c je konstanta.

Konstanta úměrnosti je t́ıha závaž́ı (zahrnuje i intenzitu gravitačńıho pole).
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KRIV2-2
Př́ıklad 78. Integrujte pole f (x, y) = (x+ y, y − x) od bodu (1, 1) do bodu (4, 2) podél (a) úsečky spojuj́ıćı
koncové body, (b) paraboly s rovnićı x = y2, (c) lomené čáry s vrcholy (1, 1) , (1, 2) , (4, 2).

Řešeńı. (a) Úsečka má parametrizaci např. ϕ (t) = (1 + 3 t, 1 + t), t ∈ 〈0, 1〉, ϕ′ (t) = (3, 1),∫ 1

0

ϕ′ (t) • f (ϕ (t)) dt =

∫ 1

0

(3, 1) • ((1 + 3 t) + (1 + t) , (1 + t)− (1 + 3 t)) dt =

=

∫ 1

0

(3 (2 + 4 t)− 2 t) dt =

∫ 1

0

(6 + 10 t) dt = 11 .

(b) Zde se nab́ıźı parametrizace ϕ (y) =
(
y2, y

)
, y ∈ 〈1, 2〉, ϕ′ (y) = (2 y, 1),∫ 2

1

ϕ′ (y) • f (ϕ (y)) dy =

∫ 2

1

(2 y, 1) •
(
y2 + y, y − y2

)
dy =

=

∫ 2

1

(
2 y
(
y2 + y

)
+
(
y − y2

))
dy =

=

∫ 2

1

(
y + y2 + 2y3

)
dy =

34

3
.

(c) Nejprve integrujeme druhou složku podle druhé proměnné, pak prvńı složku podle prvńı proměnné,∫ 2

1

f2 (1, y) dy +

∫ 4

1

f1 (x, 2) dx =

∫ 2

1

(y − 1) dy +

∫ 4

1

(x+ 2) dx =
1

2
+

27

2
= 14 .

5.3.1 Co muśı splňovat gradient

Hledáme ke gradientu př́ıslušný potenciál. Jelikož potenciál je v každém bodě určen skalárem a gradient vekto-
rem, máme d̊uvod se domńıvat, že ne každé vektorové pole je gradientem nějakého skalárńıho pole, tj. nemuśı mı́t
potenciál. I když tato argumentace v nekonečněrozměrném prostoru funkćı neńı dostatečná, závěr je správný.
Jen některá vektorová pole maj́ı potenciál. (Zat́ımco všechny diferencovatelné skalárńı funkce maj́ı gradient.)
Pokud potenciál existuje, je jednoznačný a dostaneme jej integraćı po libovolné cestě vnitřkem oboru, v němž
je př́ıslušné vektorové pole spojité. Pokud to obor dovoluje, mohli bychom postupovat i ve směru kartézských
souřadnic. V dvojrozměrném př́ıpadě se lze z bodu (a, b) do bodu (c, d) dostat ve směru souřadných os dvěma
základńımi zp̊usoby, bud’ napřed ve směru prvńı osy do (c, b), nebo napřed ve směru druhé osy do (a, d). Tomu
odpov́ıdaj́ı následuj́ıćı výrazy (triviálńı parametrizaci vynecháváme):∫ c

a

f1 (t, b) dt+

∫ d

b

f2 (c, u) du =

∫ d

b

f2 (a, u) du+

∫ c

a

f1 (t, d) dt . (6)

Můžeme si představit, že funkce f1, f2 vznikly integraćı svých derivaćı D2f1,D1f2 podle př́ıslušných proměnných:

f1 (t, d)− f1 (t, b) =

∫ d

b

D2f1 (t, u) du ,

f2 (c, u)− f2 (a, u) =

∫ c

a

D1f2 (t, u) dt .

Pak lze rovnici (6) upravit následovně:∫ c

a

f1 (t, d) dt−
∫ c

a

f1 (t, b) dt =

∫ d

b

f2 (c, u) du−
∫ d

b

f2 (a, u) du ,∫ c

a

(f1 (t, d)− f1 (t, b)) dt =

∫ d

b

(f2 (c, u)− f2 (a, u)) du ,∫ c

a

∫ d

b

D2f1 (t, u) dudt =

∫ d

b

∫ c

a

D1f2 (t, u) dtdu .
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V obou př́ıpadech integrujeme přes stejný obdélńık, jen pořad́ı integrace se lǐśı, ale podle Fubiniovy věty na
něm nezálež́ı, pokud jsou funkce D2f1,D1f2 spojité.∫ c

a

∫ d

b

D2f1 (t, u) dudt =

∫ c

a

∫ d

b

D1f2 (t, u) dudt ,∫ c

a

∫ d

b

(D2f1 (t, u)−D1f2 (t, u)) dudt = 0 .

Funkce D2f1 (t, u) − D1f2 (t, u), jej́ıž integrál přes libovolný obdélńık je nulový, muśı být nulová skoro všude
(tj. až na množinu nulové mı́ry, např. spočetně mnoho bod̊u). Tedy je-li vektorové pole f gradientem nějakého
skalárńıho pole F (potenciálu pole f), pak

D2f1 (t, u)−D1f2 (t, u) = D2D1F (t, u)−D1D2F (t, u) = 0 ,

což je známý vztah pro rovnost smı́̌sených derivaćı. T́ım se také dov́ıdáme, co zvláštńıho splňuje vektorové pole,
které je potenciálńı.

Důsledek 79. Je-li dvojrozměrné vektorové pole f = (f1, f2) potenciálńı, pak splňuje

D2f1 (t, u)−D1f2 (t, u) = 0 .

U potenciálńıho pole můžeme z jedné složky určit druhou. Řešeńı neńı jednoznačné, obsahuje libovolnou
funkci jedné proměnné v roli integračńı konstanty.

Známe-li f1, dostaneme f2 integraćı D2f1 podle prvńı proměnné; k výsledku lze přič́ıst libovolnou funkci
druhé proměnné.

Známe-li f2, dostaneme f1 integraćı D1f2 podle druhé proměnné; k výsledku lze přič́ıst libovolnou funkci
prvńı proměnné.

Př́ıklad 80. Dvojrozměrné vektorové pole f = (f1, f2) je potenciálńı a známe f2 (x, y) = x2 − 4x y3. Určete
složku f1.

Řešeńı. D1f2 (x, y) = 2x − 4 y3 = D2f1 (x, y). Tuto funkci zintegrujeme podle y, přičemž v roli integračńı
konstanty je libovolná funkce g proměnné x,

f1 (x, y) = 2x y − y4 + g (x) .

Potenciál je
F (x, y) = x2 y − x y4 +G (x) ,

kde G je primitivńı funkce ke g, DG = G′ = g.

5.3.2 Jak naj́ıt potenciál

K danému dvojrozměrnému potenciálńımu vektorovému poli f = (f1, f2) můžeme naj́ıt potenciál F v libovolném
bodě (x, y) (je-li tam definován) např. následuj́ıćım postupem:

1. Zvoĺıme výchoźı bod (x0, y0) v oblasti, v ńıž je pole f diferencovatelné, a libovolnou hodnotu c = F (x0, y0).

2. Po cestě z bodu (x0, y0) do bodu (x, y0) integrujeme f1 podle prvńı proměnné, dostaneme př́ır̊ustek
potenciálu

F (x, y0)− F (x0, y0) =

∫ x

x0

f1 (ξ, y0) dξ .

3. Po cestě z bodu (x, y0) do bodu (x, y) integrujeme f2 podle druhé proměnné, dostaneme př́ır̊ustek po-
tenciálu

F (x, y)− F (x, y0) =

∫ y

y0

f2 (x, η) dη .

4. Sečteme př́ır̊ustky

F (x, y) = F (x0, y0) + (F (x, y0)− F (x0, y0)) + (F (x, y)− F (x, y0)) =

= c+

∫ x

x0

f1 (ξ, y0) dξ +

∫ y

y0

f2 (x, η) dη .
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Potenciál (pokud existuje) je určen jednoznačně až na integračńı konstantu c.
Samozřejmě jsme mohli postupovat napřed ve směru osy y do bodu (x0, y):

F (x, y) = F (x0, y0) + (F (x0, y)− F (x0, y0)) + (F (x, y)− F (x0, y)) =

= c+

∫ y

y0

f2 (x0, η) dη +

∫ x

x0

f1 (ξ, y) dξ .

Mohli jsme zvolit i jinou cestu.
KRIV2-3

Př́ıklad 81. Integrujte vektorové pole f (x, y) =
(
6x y2 − y3, 6x2 y − 3x y2

)
po kružnici s rovnićı (x− 5)

2
+y2 =

20 v kladném směru od bodu (1, 2) do bodu (3, 4).

Řešeńı. Kdo si chce procvičit integrály goniometrických funkćı pomoćı parametrizace ϕ (t) = (5 +
√

20 cos t,√
20 sin t), t ∈ 〈arctan (−1/2)− π, arctan (−2) + π〉, má př́ıležitost. (Př́ı̌stě ho možná potká mnohem těžš́ı po-

dobná úloha.)
Nicméně neztrat́ıme mnoho času pokusem, zda dané vektorové pole neńı náhodou potenciálńı:

D2f1 (x, y) =
d

dy

(
6x y2 − y3

)
= 12x y − 3 y2 ,

D1f2 (x, y) =
d

dx

(
6x2 y − 3x y2

)
= 12x y − 3 y2 .

Z rovnosti těchto výraz̊u (všude) vyplývá, že výsledek nezálež́ı na integračńı cestě. M̊užeme si zvolit libovolnou
křivku se stejnými koncovými body, např. jednu nebo dvě úsečky. Jednou z možnost́ı je lomená čára z bodu (1, 2)
přes (3, 2) do (3, 4):∫ 3

1

f1 (x, 2) dx+

∫ 4

2

f2 (3, y) dy =

∫ 3

1

(24x− 8) dx+

∫ 4

2

(
54 y − 9 y2

)
dy =

= 80 + 156 = 236 .

Potenciál F jsme pro výpočet integrálu nepotřebovali, ale také jej odvod́ıme, např. následovně:

F (x, y) = c+

∫ x

x0

f1 (ξ, y0) dξ +

∫ y

y0

f2 (x, η) dη =

= c+

∫ x

x0

(
6 ξ y2

0 − y3
0

)
dξ +

∫ y

y0

(
6x2 η − 3x η2

)
dη =

= c− x y3 + 3x2 y2 + x0 y
3
0 − 3x2

0 y
2
0 .

M̊užeme zvolit např.
F ∗ (x, y) = −x y3 + 3x2 y2

a konstantńı výraz
−F ∗ (x0, y0) = x0 y

3
0 − 3x2

0 y
2
0

zahrnout do integračńı konstanty. Všechny potenciály jsou tvaru

F ∗ (x, y) + c1 = −x y3 + 3x2 y2 + c1,

kde c1 je konstanta.
Pomoćı potenciálu by p̊uvodńı integrál byl

F ∗ (3, 4)− F ∗ (1, 2) = 240− 4 = 236 .

Pokud bychom poč́ıtali řadu úloh se stejným polem a jinými koncovými body, stálo by nám za to si vypoč́ıtat
potenciál (pokud existuje).

Př́ıklad 82. Uvažujme vektorové pole

f (x, y) =

(
−y

x2 + y2
,

x

x2 + y2

)
,
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které je definované a diferencovatelné na R2 \ {(0, 0)}. Plat́ı pro něj

D1f2 (x, y)−D2f1 (x, y) =
∂

∂x

x

x2 + y2
− ∂

∂y

−y
x2 + y2

=

=

(
1

x2 + y2
− 2x2

(x2 + y2)
2

)
−

(
2 y2

(x2 + y2)
2 −

1

x2 + y2

)
=

=
2

x2 + y2
− 2x2 + 2 y2

(x2 + y2)
2 = 0 .

Integrál po uzavřené křivce bude nulový, pokud bod (0, 0) lež́ı v jej́ım vněǰsku. Přesto toto pole nemá potenciál
na celém svém definičńım oboru. Stač́ı vypoč́ıtat integrál přes uzavřenou křivku takovou, že bod (0, 0) lež́ı v
jej́ım vnitřku, např. jednotkovou kružnici s t́ımto středem. Jej́ı parametrizace m̊uže být ϕ (t) = (cos t, sin t),
t ∈ 〈0, 2π). Pak ϕ′ (t) = (− sin t, cos t) a integrál přes křivku je∫ 2π

0

ϕ′ (t) • f (ϕ (t)) dt =

=

∫ 2π

0

(− sin t, cos t) •

(
− sin t

(cos t)
2

+ (sin t)
2 ,

cos t

(cos t)
2

+ (sin t)
2

)
dt =

=

∫ 2π

0

(
(sin t)

2

(cos t)
2

+ (sin t)
2 +

(cos t)
2

(cos t)
2

+ (sin t)
2

)
dt =

=

∫ 2π

0

1 dt = 2π 6= 0 .

Obecněji pro funkce v́ıce proměnných:

Věta 83. Vektorové pole f : Rn → Rn je potenciálńı (=je gradientem nějakého skalárńıho pole F ), právě když

Dkfj (t1, . . . , tn)−Djfk (t1, . . . , tn) = 0

pro všechna j, k ∈ {1, . . . , n}.

Poznámka 84. To je n (n− 1) /2 rovnic (nebot’ pro j = k jsou triviálně splněny).

Závěr: Křivkový integrál (druhého druhu) z vektorového pole nezáviśı na parametrizaci, pouze jeho znaménko
záviśı na orientaci parametrizace. Pokud je př́ıslušné vektorové pole potenciálńı, vede křivkový integrál druhého
druhu na potenciál tohoto pole. Ten je určen jednoznačně až na konstantu.

Poznámka 85. Pokud by potenciálńı pole bylo definováno na nesouvislé množině (např. na několika uzavřených
kruźıch, které maj́ı prázdný pr̊unik), pak by mezi potenciály v jednotlivých oblastech (kruźıch) nebyla žádná
souvislost, tj. pro každý by mohla být jiná integračńı konstanta. Je to t́ım, že neexistuje křivka, podél ńı̌z bychom
mohli vektorové pole integrovat a po ńı̌z bychom mohli tyto oblasti spojit.

5.3.3 Greenova věta

Uvažujme integrál dvojrozměrného vektorového pole f = (f1, f2) po uzavřené křivce C.
Pokud by pole bylo potenciálńı, integrál by byl nulový.
Pokud pole potenciálńı neńı, můžeme dostat nenulový výsledek, který je dvojným integrálem skalárńıho pole

D2f1 −D1f2.
Tento výraz má tedy význam lokálńı

”
koncentrace zdroje v́ır̊u“, který zp̊usobuje, že integrály přes uzavřené

křivky jsou nenulové. Dostali bychom se k němu i odvozeńım, jak se vyv́ıj́ı integrál přes uzavřenou kružnici,
jej́ıž poloměr se bĺıž́ı k nule.

Budeme se zabývat křivkami, které maj́ı vnitřek. Taková křivka nikde sama sebe neprot́ıná (tj. má parame-
trizaci ϕ : 〈a, b)→ C, která je spojitá a prostá). Řekneme, že křivka je kladně orientovaná vzhledem k svému
vnitřku, jestliže při oběhu ve směru jej́ı parametrizace máme jej́ı vnitřek po levé ruce.
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Věta 86 (Greenova). Necht’ C ⊆ R2 je uzavřená křivka se spojitou prostou parametrizaćı ϕ : 〈a, b)→ C, která
je kladně orientovaná vzhledem k svému vnitřku U ⊆ R2. Necht’ f = (f1, f2) : R2 → R2 je vektorové pole, které
je spojité i se svými parciálńımi derivacemi na množině C ∪ U . Pak∫

C

f • d s =

∫ b

a

ϕ′ (t) • f (ϕ (t)) dt =

∫∫
U

(D1f2 (x, y)−D2f1 (x, y)) dxdy .

D̊ukaz. Byl již obsažen v odvozeńı vlastnost́ı gradientu, kdy jsme integrovali po dvou cestách. Z nich lze vytvořit
uzavřenou křivku tvoř́ıćı obvod obdélńıka a dostali jsme výraz na pravé straně. Zobecněńı na jiné tvary je
založeno na tom, že vztah z̊ustává zachován pro několik soused́ıćıch oblast́ı. Obt́ıžněǰśı je limitńı přechod k
hranićım, které nejsou rovnoběžné s osami.

K označeńı integrálu přes uzavřenou krivku se někdy použ́ıvá značeńı
∮
C

f • ds, kde kroužek znamená, že

křivka je uzavřená.

Př́ıklad 87. Integrujme vektorové pole f (x, y) =
(
3x− x y − y3, x2 − 2x y

)
po kladně orientované hranici

čtverce 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉.

Řešeńı. Mı́sto čtyř jednoduchých křivkových integrál̊u po úsečkách m̊užeme podle Greenovy věty poč́ıtat jeden
plošný integrál, a to ze skalárńıho pole

D1f2 (x, y)−D2f1 (x, y) = 2 (x− y)−
(
−x− 3 y2

)
= 3x− 2 y + 3 y2 ,∫ 1

0

∫ 1

0

(
3x− 2 y + 3 y2

)
dx dy =

3

2
.

Př́ıklad 88. Integrujme vektorové pole f (x, y) = (ex (1 + cos y),−ex (y − sin y)) po kladně orientované hranici
oblasti U = {(x, y) | x ∈ 〈0, π〉, y ∈ 〈0, sinx〉}.

Řešeńı. Křivkový integrál vede k problém̊um, ale plošný podle Greenovy věty je sch̊udný:

D1f2 (x, y)−D2f1 (x, y) = −ex (y − sin y)− ex sin y = −y ex ,∫ π

0

∫ sin x

0

−y ex dy dx =
−1

2

∫ π

0

ex sin2 xdx =
1

4

∫ π

0

ex (cos 2x− 1) dx =

=
1

5
(1− eπ) .

5.4 Délka křivky a křivkový integrál prvńıho druhu

Dosud jsme se vyhnuli jinému d̊uležitému pojmu, a to délka křivky. Bude určena integrálem, ale jiného typu
než dosud prob́ıraného. Je zřejmé, že tentokrát bude záviset na integračńı cestě. Také nebudeme integrovat
vektorové pole, ale skalárńı funkci jedné proměnné (parametru křivky).

Délka křivky C s parametrizaćı ϕ (t) : Rn → R, t ∈ 〈a, b〉 je dána integrálem (funkce jedné proměnné)∫ b

a

||ϕ′ (t)|| dt =

∫ b

a

√
(ϕ′1 (t))

2
+ · · ·+ (ϕ′n (t))

2
dt .

Záviśı na integračńı cestě (jej́ıž délku měř́ıme), ale nezáviśı na jej́ı parametrizaci, ani na jej́ı orientaci. (Pro a ≤ b
dostaneme nezáporné č́ıslo, bez ohledu na to, kterým směrem křivku projdeme.)

Alternativńı značeńı:
∫
C

ds , kde ds = ||ds|| = ||ϕ′ (t)|| dt.
Pokud by křivka byla z homogenńıho drátu zanedbatelné tloušt’ky, byl by výsledek úměrný jeho hmotnosti.

Pokud by však drát nebyl homogenńı a jeho hmotnost na jednotku délky byla dána funkćı g : 〈a, b〉 → R (v
závislosti na parametru křivky) nebo h : Rn → R (v závislosti na poloze v prostoru), pak bychom dostali
obecněǰśı výraz ∫ b

a

g (t) ||ϕ′ (t)|| dt =

∫ b

a

h (ϕ (t)) ||ϕ′ (t)|| dt =

=

∫ b

a

h (ϕ (t))

√
(ϕ′1 (t))

2
+ · · ·+ (ϕ′n (t))

2
dt ,

tzv. křivkový integrál prvńıho druhu.
Opět jsme úlohu převedli na integraci podle jedné proměnné.
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KRIV1-1
Př́ıklad 89. Vypočtěme délku oblouku cykloidy, tj. dráhu bodu na obvodu kola, které se odvaluje o jednu otáčku
po ose x. Poloměr zvoĺıme (BÚNO) jednotkový.

Řešeńı. Zřejmě nezálež́ı na (úhlové) rychlosti valeńı kola, zvoĺıme ji (BÚNO) rovnoměrnou a jednotkovou.
Začneme (BÚNO) v počátku,

x = ϕ1 (t) = t− sin t , dx
dt = ϕ′1 (t) = 1− cos t ,

y = ϕ2 (t) = 1− cos t , dy
dt = ϕ′2 (t) = sin t ,

kde t ∈ 〈0, 2π〉. ∫ 2π

0

√
(1− cos t)

2
+ (sin t)

2
dt =

√
2

∫ 2π

0

√
1− cos tdt = 8 .

Cvičeńı 90 (kulová ćıvka neboli světoběžńık). Na kouli namotejte ćıvku z drátu a stanovte jeho délku. Neboli:
Projděte od severńıho k jǐzńımu pólu tak, že směr vašeho pohybu bude vždy přiblǐzně jihozápadńı (mezi jihem a
západem; nesmı́te j́ıt př́ımo na jih a v̊ubec ne na východ nebo na sever). Stanovte délku cesty. Trasu si m̊užete
zvolit, ale zobrazte ji. Obt́ı̌zněǰśı varianta: Projděte přes vybraná mı́sta (bez omezeńı směru).

Závěr: Křivkový integrál (prvńıho druhu) ze skalárńıho pole ani jeho znaménko nezáviśı na parametrizaci
křivky. Záviśı ovšem na integračńı cestě.

Mohli bychom zavést parametrizaci Φ křivky pomoćı jedné souřadnice, která by vyjadřovala orientovanou
vzdálenost od pevně zvoleného bodu Φ (t0),

Φ (t) =

∫ t

t0

||ϕ′ (τ)|| dτ .

Tato parametrizace by byla obdobou neurčitého integrálu, orientovaná délka křivky mezi body Φ (a) ,Φ (b) by
byla

Φ (b)− Φ (a) .

5.5 Poznámky o numerické integraci

Numerickou integraci potřebujeme, protože

1. některé integrály nelze přesně vypoč́ıtat,

2. ne vše je zadáno vzorci,

3. někdy je numerická integrace rychleǰśı nebo přesněǰśı než dosazeńı do exaktńıho vzorce (nemluvě o jeho
nalezeńı).

Numerický odhad integrálu zásadně vycháźı z konečně mnoha funkčńıch hodnot. Z nich se najde aproximace
integrandu v podobě, kterou lze integrovat (např. polynom nebo častěji funkce, která je po částech polynomem).

Vzhledem k předchoźım úvahám o linearitě vede drtivá většina metod na lineárńı kombinaci funkčńıch
hodnot

M∑
i=1

wi f (xi)

(bez ohledu na to, jaká úvaha vedla k použitému vzorci),
V jednodimenzionálńım př́ıpadě je integračńım oborem interval, který lze snadno rozdělit na zvolený počet

podinterval̊u a kontrolovat i jejich délku.
Ve v́ıce dimenźıch to může být obt́ıžné, protože integračńı obor může mı́t složitý tvar.
Proto se často voĺı body náhodně (metoda Monte Carlo). To si může vyžádat větš́ı počet bod̊u pro

dosažeńı stejné přesnosti, ale pro svoji jednoduchost se tato metoda často použ́ıvá.
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5.6 Témata zde neobsažená

Podobně jako křivkový integrál lze poč́ıtat i integrál přes plochu v trojrozměrném prostoru. Tu je ovšem potřeba
parametrizovat dvěma reálnými parametry a je poněkud obt́ıžněǰśı zajistit, aby parametrizace byla prosté
zobrazeńı.

Opět rozlǐsujeme plošný integrál

1. prvńıho druhu, ze skalárńıho pole; je-li toto pole konstanta 1, dostaneme obsah plochy, obecně pak např.
hmotnost plochy s danou plošnou hustotou;

2. druhého druhu, z vektorového pole; je-li toto pole rychlost prouděńı (tekutiny, nosič̊u náboje apod.),
dostaneme údaj o celkovém pr̊utoku plochou.

Plošný integrál druhého druhu přes uzavřenou plochu pak udává, kolik zkoumané substance přibylo uvnitř
plochy, což vede na integrálńı věty zobecňuj́ıćı Greenovu větu (Gaussova a Stokesova věta). Uplatňuj́ı se zejména
v teorii elektromagnetického pole (v Maxwellových rovnićıch).
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6 Diferenciálńı rovnice

Doporučená literatura:
pro začátečńıky [Rektorys: Co je], pro pokročilé [Tkadlec: Dif. rce].

DR-2
Př́ıklad 91. Jaká je závislost hustoty atmosféry na výšce?

Hustota je úměrná tlaku.
Tlak je úměrný hmotnosti atmosféry nad daným mı́stem, tj. integrálu z hustoty.
V homogenńım gravitačńım poli bychom dostali ve výšce x nad povrchem Země hustotu

% (x) = c

∫ ∞
x

% (h) dh ,

kde c > 0 je konstanta. Tu lze určit z hustoty %0 a tlaku p0 v nulové (nebo jiné známé) výšce a t́ıhového

zrychleńı g,nebot’ z fyzikálńıho odvozeńı vyplývá c = g %(x)
p(x) , kde p (x) je tlak ve výšce x; poměr hustoty a tlaku

%(x)
p(x) = %0

p0
je konstanta, daná chemickým složeńım a teplotou plynu, takže c = g %0p0 .

Dostali jsme tzv. integrálńı rovnici pro neznámou funkci % : 〈0,∞) → R. Obvykle ji zderivováńım obou
stran převád́ıme na diferenciálńı rovnici:

%′ (x) = −c % (x) , (7)

s počátečńı podmı́nkou % (0) = %0. (Záporné znaménko vzniklo t́ım, že p̊uvodńı integrál byl funkćı dolńı meze x.)
Skutečný vztah je složitěǰśı. Gravitačńı pole je radiálńı, poměr hustoty a tlaku vzduchu se měńı s teplotou a

složeńım, které je také závislé na výšce.

6.1 Typy úloh

Řešeńım podobných úloh je funkce, nikoli jen jedna hodnota, a to na intervalu. (Mohli bychom brát největš́ı
možný interval, na kterém řešeńı existuje.)

Řešeńı na v́ıce disjunktńıch intervalech jsou na sobě nezávislá.
Řešeńı je obvykle závislé na parametrech (integračńıch konstantách). Hovoř́ıme o obecném řešeńı dife-

renciálńı rovnice. Jedno konkrétńı, partikulárńı rešeńı je určeno daľśımi podmı́nkami, např. počátečńımi
podmı́nkami v některém bodě.

Př́ıklad 92. Neurčitý integrál funkce f je řešeńım diferenciálńı rovnice

y′ (x) = f (x) .

Přidáńım podmı́nky y (x0) = y0 ∈ R dostaneme partikulárńı řešeńı, určitý integrál jako funkci horńı meze x,

y (x) = y0 +

∫ x

x0

f (ξ) dξ .

Jsou-li zadány hodnoty funkce v jednom krajńım bodě intervalu (počátečńım bodě), hovoř́ıme o Cau-
chyho3 počátečńı úloze. Jsou-li zadány hodnoty funkce v obou krajńıch bodech intervalu (okrajové
podmı́nky), hovoř́ıme o okrajové úloze. Mohou však být zadány hodnoty funkce v libovolných bodech
intervalu, takže i okrajová úloha je speciálńı př́ıpad.

Řád diferenciálńı rovnice je dán nejvyšš́ı derivaćı hledané funkce, která se v rovnici vyskytuje.

6.2 Řešitelnost

Předpoklad: Cauchyho počátečńı úloha, pouze jedna diferenciálńı rovnice 1. řádu.

Úloha: Na intervalu 〈x0, xn〉 máme řešit diferenciálńı rovnici s počátečńı podmı́nkou

y′(x) = f(x, y(x)) , y(x0) = y0 , (8)

kde f : R2 → R, y0 ∈ R.

3Cauchy, čti [kóši].
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Poznámka 93. Řešeńı splňuje

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y(ξ)) dξ ,

lze je chápat jako integrál (neznámé) funkce g(ξ) = f(ξ, y(ξ)) jedné proměnné nebo křivkový integrál známé
funkce f přes (neznámou) křivku s parametrizaćı (ξ, y(ξ)), ξ ∈ 〈x0, xn〉.

Existence a jednoznačnost řešeńı neńı obecně zaručena:

Př́ıklad 94. Uvažujme diferenciálńı rovnici s počátečńı podmı́nkou:

y′(x) = 3
√
y(x), y(0) = 0 ,

kde třet́ı odmocninu považujeme za reálnou funkci definovanou i pro záporný argument. Má řešeńı např. y(x) = 0

a y(x) = ±
(

2
3x
) 3

2 .

Věta 95. Necht’ funkce f je definovaná a spojitá na 〈x0, xn〉 × R (tj. pro všechna x ∈ 〈x0, xn〉, y ∈ R).
Necht’ je splněna Lipschitzova podmı́nka

∃L ∈ R ∀x ∈ 〈x0, xn〉 ∀y1, y2 ∈ R : |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ L |y1 − y2| .

Pak řešeńı úlohy (8) na intervalu 〈x0, xn〉 existuje a je jednoznačné.

Postačuj́ıćı podmı́nka: ∂f
∂y spojitá a omezená na 〈x0, xn〉 × R.

6.3 Co se může stát
DR-1

Př́ıklad 96. Máme naj́ıt obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′ (x)− 3 y′ (x) + 2 y (x) = 0 . (9)

Později se to nauč́ıme a nebudeme jen hádat. Ted’ však zkuśıme exponenciálńı funkci y (x) = ex, pro kterou

y′′ (x) = y′ (x) = y (x) = ex ,

y′′ (x)− 3 y′ (x) + 2 y (x) = ex − 3 ex + 2 ex = 0 .

To plat́ı pro všechna x ∈ R. Máme jedno řešeńı. Zkuśıme jinou exponenciálńı funkci, y (x) = e2 x,

y′ (x) = 2 e2 x ,

y′′ (x) = 4 e2 x ,

y′′ (x)− 3 y′ (x) + 2 y (x) = 4 e2 x − 6 e2 x + 2 e2 x = 0 .

Máme druhé řešeńı. Zkuśıme i daľśı exponenciálńı funkci, y (x) = e3 x,

y′ (x) = 3 e3 x ,

y′′ (x) = 9 e3 x ,

y′′ (x)− 3 y′ (x) + 2 y (x) = 9 e3 x − 9 e3 x + 2 e3 x = 2 e3 x 6= 0 .

Zkuśıme obecnou exponenciálńı funkci y (x) = eλx, λ ∈ R,

y′ (x) = λ eλx ,

y′′ (x) = λ2 eλx ,

y′′ (x)− 3 y′ (x) + 2 y (x) = λ2 eλx − 3λ eλx + 2 eλx =

=
(
λ2 − 3λ+ 2

)
eλx = 0 .

Jelikož eλx 6= 0, bude tato rovnice splněna (pro všechna x ∈ R), právě když λ2− 3λ+ 2 = 0. To je algebraická
rovnice pro λ, která má řešeńı 1, 2 (která jsme jǐz našli) a žádná jiná. Jakákoli lineárńı kombinace jǐz nalezených
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řešeńı, y (x) = a ex + b e2 x, a, b ∈ R, je rovněž řešeńım,

y′ (x) = a ex + 2 b e2 x ,

y′′ (x) = a ex + 4 b e2 x ,

y′′ (x)− 3 y′ (x) + 2 y (x) = a ex + 4 b e2 x − 3
(
a ex + 2 b e2 x

)
+ 2

(
a ex + b e2 x

)
=

= (a ex − 3 a ex + 2 a ex) +
(
4 b e2 x − 6 b e2 x + 2 b e2 x

)
=

= 0 .

Až se to nauč́ıme, uvid́ıme, že jiná řešeńı nejsou; všechna řešeńı jsou tvaru y (x) = a ex + b e2 x, a, b ∈ R.To, že
lineárńı kombinace řešeńı je rovněž řešeńım, je d̊usledek toho, že rovnice (9) je tvaru

L (y′′ (x) , y′ (x) , y (x)) = 0 ,

kde funkce L (u, v, w) = u− 3 v + 2w je lineárńı.

To byl d̊uležitý speciálńı př́ıpad a jeho obecné řešeńı vždy vypadá podobně. Hovoř́ıme o lineárńı dife-
renciálńı rovnici, a to homogenńı, nebot’ každý násobek řešeńı je rovněž řešeńım.

Řešeńı př́ıkladu 91: Řeš́ıme homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnici

y′ (x) + c y (x) = 0 .

Zkuśıme naj́ıt jej́ı řešeńı ve tvaru exponenciálńı funkce y (x) = eλx, λ ∈ R,

y′ (x) + c y (x) = λ eλx + c eλx = (λ+ c) eλx = 0 ,

což je splněno (pro všechna x ∈ R), právě když λ + c = 0, tj. λ = −c, y (x) = e−c x. Každý násobek je rovněž
řešeńım, dostáváme obecné řešeńı y (x) = a e−c x, kde c > 0 je dáno zadáńım, a ∈ R je libovolné. Později se
dov́ıme, že jiná řešeńı neexistuj́ı.

Z podmı́nky y (0) = a = %0 dostáváme jediné partikulárńı řešeńı odpov́ıdaj́ıćı zadáńı, y (x) = %0 e−c x.

6.4 Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty

Jsou tvaru
L
(
y(k) (x) , . . . , y′ (x) , y (x)

)
= 0 ,

kde L : Rk+1 → R je lineárńı funkce, takže rovnice je tvaru

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) = 0 , (10)

kde l0, . . . , lk ∈ R. (BÚNO lk = 1.)
V tomto př́ıpadě řešeńı existuje na celém R. Skalárńı násobek i součet řešeńı je opět řešeńım, takže všechna

řešeńı tvoř́ı lineárńı podprostor prostoru všech funkćı na R. Zbývá naj́ıt bázi tohoto podprostoru.
Hledejme nejprve řešeńı ve tvaru exponenciálńı funkce y (x) = eλx, λ ∈ R, nebot’ zde derivováńı odpov́ıdá

násobeńı konstantou,
y(k) (x) = λk eλx = λk y (x) .

Rovnice (10) má pak tvar

lk λ
k eλx + . . .+ l1 λ eλx + l0 eλx =

(
lk λ

k + . . .+ l1 λ+ l0
)

eλx = 0

a je splněna (pro všechna x ∈ R), právě když

lk λ
k + . . .+ l1 λ+ l0 = 0 . (11)

Tato rovnice se nazývá charakteristická rovnice lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty (10).
Jej́ı levá strana se nazývá charakteristický polynom. Daľśı postup záviśı na jeho kořenech.
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6.4.1 Jednoduché kořeny

Má-li charakteristický polynom pouze jednoduché reálné kořeny, odpov́ıdá každému z nich řešeńı x 7→ eλx;
všechna řešeńı dostaneme jako lineárńı kombinace předchoźıch. (Viz př́ıklady 91, 96.)

Má-li charakteristický polynom jednoduchý komplexńı kořen λ = α + iβ, β 6= 0, odpov́ıdá mu rovněž
řešeńı x 7→ eλx, kde exponenciálńı funkce komplexńıho argumentu je zavedena následovně:

eiβ = cosβ + i sinβ .

Tato Eulerova formule byla objevena právě v souvislosti se studiem diferenciálńıch rovnic; L. Euler si všiml,
že obě strany splňuj́ı stejnou diferenciálńı rovnici

y′ (x) = i y (x)

se stejnou počátečńı podmı́nkou y (0) = 1, jedná se tedy o stejnou funkci. Hodnoty eiβ , β ∈ R, se nalézaj́ı na
jednotkové kružnici. Pro n ∈ Z je

e2π in = cos 2π n+ i sin 2π n = 1

a obecněji
ei (β+2π n) = cos (β + 2π n) + i sin (β + 2π n) == cosβ + i sinβ = eiβ ,

proto v komplexńım oboru je exponenciálńı funkce periodická s periodou 2π i. Daľśı hodnoty dostaneme z
vlastnost́ı exponenciálńı funkce:

eα+iβ = eα eiβ = eα cosβ + i eα sinβ .

Složku řešeńı diferenciálńı rovnice odpov́ıdaj́ıćı kořeni λ = α+ iβ charakteristického polynomu pak lze psát

e(α+iβ) x = eαx eiβ x = eαx cosβ x+ i eαx sinβ x .

My ovšem předpokládáme diferenciálńı rovnici s reálnými koeficienty a reálnou počátečńı podmı́nkou; řešeńı
muśı být také reálné. V takovém př́ıpadě je kořenem charakteristického polynomu i komplexně sdružené č́ıslo
λ = α− iβ, kterému odpov́ıdá složka řešeńı

e(α−iβ) x = eαx e−iβ x = eαx cosβ x− i eαx sinβ x .

Zaj́ımaj́ı nás jen takové lineárńı kombinace obou složek (s komplexńımi koeficienty a1 + i b1, a2 + i b2), které
jsou reálné, tj. pro které má nulovou imaginárńı část výraz

(a1 + i b1) e(α+iβ) x + (a2 + i b2) e(α−iβ) x =

= eαx ((a1 + i b1) (cosβ x+ i sinβ x) + (a2 + i b2) (cosβ x− i sinβ x)) =

= eαx [(a1 + a2) cosβ x+ (b2 − b1) sinβ x+

+ i ((b1 + b2) cosβ x+ (a1 − a2) sinβ x)︸ ︷︷ ︸
0

]

(pro všechna x). To je splněno, právě když a2 = a1, b2 = −b1, takže reálná řešeńı jsou tvaru

(a1 + i b1) e(α+iβ) x + (a1 − i b1) e(α−iβ) x = 2 eαx (a1 cosβ x− b1 sinβ x) ,

tj. libovolné lineárńı kombinace složek

eαx cosβ x, eαx sinβ x .
DR-3

Př́ıklad 97. Matematické kyvadlo má rovnici

y′′ (x) = −ω2 sin y (x) .

Pro malé hodnoty přiblǐzně nahrazujeme sinus jeho argumentem a dostaneme linearizovaný model s diferenciálńı
rovnićı

y′′ (x) + ω2 y (x) = 0 .

Charakteristická rovnice
λ2 + ω2 = 0
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má řešeńı λ = ±iω. P̊uvodńı diferenciálńı rovnice má obecné řešeńı

y (x) = a cosω x+ b sinω x ,

a, b ∈ R. Přidáme-li počátečńı podmı́nky y (0) = 0, y′ (0) = 1, zbyde jediné partikulárńı řešeńı dané rovnicemi

y (0) = a cos 0 + b sin 0 = a = 0 ,

y′ (0) = −aω sin 0 + b ω cos 0 = b ω = 1 ,

s řešeńım a = 0 , b = 1/ω,

y (x) =
1

ω
sinω x .

DR-4
Př́ıklad 98. Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

y′′ (x) + 4 y′ (x) + 5 y (x) = 0

má př́ıslušnou charakteristickou rovnici
λ2 + 4λ+ 5 = 0 ,

která má řešeńı −2± i. Obecné řešeńı je

y (x) = e−2 x (a cosx+ b sinx) ,

kde a, b ∈ R.Přidáme-li okrajové podmı́nky y (0) = 1, y (π/2) = 0, dostaneme soustavu

y (0) = a = 1 ,

y (π/2) = b e−π = 0 .

Odtud a = 1, b = 0, partikulárńı řešeńı je

y (x) = e−2 x cosx .

6.4.2 Násobné kořeny

Pokud charakteristický polynom má násobné kořeny, dostáváme řešeńı jiného tvaru. Složka odpov́ıdaj́ıćı př́ıslušnému
jednoduchému kořeni z̊ustává, ale přibyde nová složka.

DR-5
Př́ıklad 99. Hledáme obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

y′′ (x) + 6 y′ (x) + 9 y (x) = 0 .

Charakteristický polynom
λ2 + 6λ+ 9

má dvojnásobný kořen −3. Řešeńım je nejen exponenciálńı funkce

y (x) = e−3 x ,

ale i
y (x) = x e−3 x ,

nebot’ pak

y′ (x) = e−3 x − 3x e−3 x ,

y′′ (x) = 9x e−3 x − 6 e−3 x .

Vyhovuje i jakákoli lineárńı kombinace předchoźıch řešeńı.

Je poněkud překvapivé, že pro násobný kořen dostáváme zcela jiný tvar řešeńı. Při libovolně malé změně
koeficient̊u bychom dostali jednoduché kořeny a řešeńı jiného tvaru.
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Věta 100. Všechna reálná řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice s reálnými konstantńımi koeficienty

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) = 0

jsou (všechny) lineárńı kombinace složek odpov́ıdaj́ıćıch kořen̊um charakteristického polynomu

lk λ
k + . . .+ l1 λ+ l0 .

Reálnému kořeni λ násobnosti m odpov́ıdaj́ı složky řešeńı

eλx, x eλx, . . . , xm−1 eλx .

Komplexńımu kořeni λ = α+ iβ, β 6= 0, násobnosti m odpov́ıdaj́ı složky řešeńı

eαx cosβ x, eαx sinβ x, x eαx cosβ x, x eαx sinβ x, . . .

. . . , xm−1 eαx cosβ x, xm−1 eαx sinβ x .

Př́ıklad 101. Homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

y′′′′ (x) + 10 y′′′ (x) + 38 y′′ (x) + 66 y′ (x) + 45 y (x) = 0

má př́ıslušný charakteristický polynom

λ4 + 10λ3 + 38λ2 + 66λ+ 45 ,

který má jednoduché kořeny −2± i a dvojnásobný kořen −3. Obecné řešeńı je

y (x) = a e−2 x cosx+ b e−2 x sinx+ c e−3 x + d x e−3 x ,

kde a, b, c, d ∈ R.Přidáme-li počátečńı podmı́nky y (0) = 1, y′ (0) = y′′ (0) = y′′′ (0) = 0, dostaneme soustavu

y (0) = a+ c = 1 ,

y′ (0) = −2 a+ b− 3 c+ d = 0 ,

y′′ (0) = 3 a− 4 b+ 9 c− 6 d = 0 ,

y′′′ (0) = −2 a+ 11 b− 27 c+ 27 d = 0 .

Odtud a = −9, b = 9/2, c = 10, d = 15/2, partikulárńı řešeńı je

y (x) = −9 e−2 x cosx+
9

2
e−2 x sinx+ 10 e−3 x +

15

2
x e−3 x .

6.5 Nehomogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice s konstantńımi koeficienty

Jsou tvaru
L
(
y(k) (x) , . . . , y′ (x) , y (x)

)
= P (x) ,

kde L : Rk+1 → R je lineárńı funkce a P : R → R je funkce proměnné x, zvaná pravá strana diferenciálńı
rovnice. Tedy

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) = P (x) , (12)

kde l0, . . . , lk ∈ R. (BÚNO lk = 1.)
K libovolnému partikulárńımu řešeńı této rovnice lze přič́ıst libovolné řešeńı sdružené homogenńı lineárńı

diferenciálńı rovnice
L
(
y(k) (x) , . . . , y′ (x) , y (x)

)
= 0 .

Tak dostaneme všechna řešeńı. Nezbytným krokem je tedy řešeńı homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice na
základě charakteristické rovnice (11).

Nalezeńı partikulárńıho řešeńı nehomogenńı rovnice může být problém, který nemuśı mı́t analytické řešeńı.
Je však známo pro speciálńı př́ıpady.
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6.5.1 Pravá strana je polynom

Je-li P polynom stupně n, pak hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru polynomu, např. metodou neurčitých
koeficient̊u. To znamená, že dosad́ıme obecný polynom př́ıslušného stupně a dostaneme soustavu (lineárńıch)
rovnic pro jeho koeficienty.

Věta 102. Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) = Qn (x) ,

kde Qn je polynom stupně n.
Pokud nula neńı kořenem charakteristického polynomu (tj. pokud l0 6= 0), pak je partikulárńım řešeńım

rovnice polynom stupně n.
Pokud nula je m-násobným kořenem charakteristického polynomu (tj. pokud l0 = · · · = lm−1 = 0, lm 6= 0),

pak je partikulárńım řešeńım rovnice polynom x 7→ xm Tn (x), kde Tn je polynom stupně n.
Všechna řešeńı dostaneme jako součet tohoto partikulárńıho řešeńı a obecného řešeńı sdružené homogenńı

lineárńı diferenciálńı rovnice.
DR-6

Př́ıklad 103. Řešme lineárńı diferenciálńı rovnici

y′′ (x) + 3 y′ (x) + 2 y (x) = 4x− 8 .

Charakteristická rovnice
λ2 + 3λ+ 2 = 0

má řešeńı −1,−2, obecné řešeńı sdružené homogenńı rovnice je

yh (x) = a e−x + b e−2x,

kde a, b ∈ R.
Hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yp (x) = Ax+B ,

kde A,B ∈ R. Pak
y′p (x) = A , y′′p (x) = 0 ,

dosazeńım dostaneme

3A+ 2 (Ax+B) = (2A) x+ (3A+ 2B) = 4x− 8 ,

2A = 4 , 3A+ 2B = −8 ,

A = 2 , B = −7 ,

yp (x) = 2x− 7 .

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

y (x) = yp (x) + yh (x) = 2x− 7 + a e−x + b e−2x ,

kde a, b ∈ R.
DR-7

Př́ıklad 104. Řešme lineárńı diferenciálńı rovnici

y′′ (x) + 3 y′ (x) = 4x− 8 .

(Od předchoźıho př́ıkladu se lǐśı jen vynecháńım členu 2 y (x).) Charakteristická rovnice

λ2 + 3λ = 0

má řešeńı 0,−3, obecné řešeńı sdružené homogenńı rovnice je

yh (x) = a+ b e−3x,

kde a, b ∈ R.
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Hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yp (x) = x (Ax+B) ,

kde A,B ∈ R. Pak
y′p (x) = 2Ax+B , y′′p (x) = 2A ,

dosazeńım dostaneme

2A+ 3 (2Ax+B) = (6A) x+ (2A+ 3B) = 4x− 8 ,

6A = 4 , 2A+ 3B = −8 ,

A =
2

3
, B = −28

9
,

yp (x) = x

(
2

3
x− 28

9

)
.

Obecné řešeńı nehomogenńı rovnice je

y (x) = yp (x) + yh (x) = x

(
2

3
x− 28

9

)
+ a+ b e−3x ,

kde a, b ∈ R.

6.5.2 Pravá strana je exponenciálńı funkce

Je-li P exponenciálńı funkce, hledáme partikulárńı řešeńı téhož tvaru.

Věta 105. Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) = Q eαx ,

kde Q,α ∈ R, α 6= 0.
Pokud α neńı kořenem charakteristického polynomu, pak existuje partikulárńı řešeńı tvaru A eαx, A ∈ R.
Pokud α je m-násobným kořenem charakteristického polynomu, pak existuje partikulárńı řešeńı tvaru Axm eαx,

A ∈ R.
Všechna řešeńı dostaneme jako součet tohoto partikulárńıho řešeńı a obecného řešeńı sdružené homogenńı

lineárńı diferenciálńı rovnice.
DR-8

Př́ıklad 106. Řešme lineárńı diferenciálńı rovnici

y′ (x)− 2 y (x) = e2 x .

Charakteristický polynom má jediný jednoduchý kořen 2, což je právě koeficient v exponentu na pravé straně.
Hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yp (x) = Ax e2 x ,

y′p (x) = 2Ax e2 x +A e2 x ,

y′p (x)− 2 yp (x) = A e2 x = e2 x ,

takže A = 1, yp (x) = x e2 x.
Obecné řešeńı sdružené homogenńı diferenciálńı rovnice je

yh (x) = C e2 x ,

kde C ∈ R, obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice je

y (x) = yp (x) + yh (x) = (x+ C) e2 x .

Předchoźı dvě věty vypov́ıdaj́ı o př́ıpadu, kdy pravá strana je konstanta, nebot’ ta je tvaru Q = Q eαx, kde
α = 0. Pro tento př́ıpad dávaj́ı stejný závěr, že existuje partikulárńı řešeńı tvaru Ax, A ∈ R.
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6.5.3 Pravá strana je harmonická funkce

Je-li P lineárńı kombinace goniometrických funkćı téhož argumentu, hledáme partikulárńı řešeńı téhož tvaru
(tj. lineárńı kombinace goniometrických funkćı téhož argumentu).

Věta 107. Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) = Q cosβ x+ S sinβ x ,

kde S,Q, β ∈ R, β 6= 0.
Pokud β i neńı kořenem charakteristického polynomu, pak existuje partikulárńı řešeńı tvaru A cosβ x +

B sinβ x, A,B ∈ R.
Pokud β i je m-násobným kořenem charakteristického polynomu, pak existuje partikulárńı řešeńı tvaru

xm (A cosβ x+B sinβ x), A,B ∈ R.
Všechna řešeńı dostaneme jako součet tohoto partikulárńıho řešeńı a obecného řešeńı sdružené homogenńı

lineárńı diferenciálńı rovnice.
DR-9

Př́ıklad 108. Řešme lineárńı diferenciálńı rovnici z př́ıkladu 106 s jinou pravou stranou:

y′ (x)− 2 y (x) = 4 cos 2x .

Charakteristický polynom má jediný jednoduchý kořen 2. Hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yp (x) = A cos 2x+B sin 2x ,

y′p (x) = −2A sin 2x+ 2B cos 2x ,

y′p (x)− 2 yp (x) = 2 (B −A) cos 2x− 2 (A+B) sin 2x = 4 cos 2x .

Posledńı rovnost má platit pro všechna x, takže

−2 (A+B) = 0 , 2 (B −A) = 4 ,

A = −1, B = 1, yp (x) = sin 2x− cos 2x.
Obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice je

y (x) = yp (x) + yh (x) = sin 2x− cos 2x+ C e2 x ,

kde C ∈ R.

6.5.4 Obecněǰśı pravá strana

Předchoźı speciálńı př́ıpady maj́ı společné zobecněńı:

Věta 109. Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) = eαx (Qn (x) cosβ x+ Sn (x) sinβ x) ,

kde α, β ∈ R \ {0} a Qn, Sn jsou polynomy stupně nejvýše n.
Pokud α+ iβ neńı kořenem charakteristického polynomu, pak existuje partikulárńı řešeńı tvaru

eαx (Tn (x) cosβ x+ Un (x) sinβ x), kde Tn, Un jsou polynomy stupně nejvýše n.
Pokud α + iβ je m-násobným kořenem charakteristického polynomu, pak existuje partikulárńı řešeńı tvaru

xm eαx (Tn (x) cosβ x+ Un (x) sinβ x), kde Tn, Un jsou polynomy stupně nejvýše n.
Všechna řešeńı dostaneme jako součet tohoto partikulárńıho řešeńı a obecného řešeńı sdružené homogenńı

lineárńı diferenciálńı rovnice.
DR-10

Př́ıklad 110. Řešme lineárńı diferenciálńı rovnici z př́ıkladu 106 s jinou pravou stranou:

y′ (x)− 2 y (x) = 2 e−x sinx .

Charakteristický polynom má jediný jednoduchý kořen 2. Hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

yp (x) = A e−x cosx+B e−x sinx ,

y′p (x) = (B −A) e−x cosx− (B +A) e−x sinx ,

y′p (x)− 2 yp (x) = (B − 3A) e−x cosx− (3B +A) e−x sinx = 2 e−x sinx .
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Posledńı rovnost má platit pro všechna x, takže

B − 3A = 0 , − (3B +A) = 2 ,

B = −3/5, A = −1/5,

yp (x) = −1

5
e−x cosx− 3

5
e−x sinx .

Obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice je

y (x) = yp (x) + yh (x) = −1

5
e−x cosx− 3

5
e−x sinx+ C e2 x ,

kde C ∈ R.

Daľśı zobecněńı umožňuje linearita:

Věta 111. Mějme lineárńı diferenciálńı rovnici

lk y
(k) (x) + . . .+ l1 y

′ (x) + l0 y (x) =

n∑
j=1

Pj (x) . (13)

Je-li pro každé j = 1, . . . , n funkce yj řešeńım diferenciálńı rovnice

lk y
(k)
j (x) + . . .+ l1 y

′
j (x) + l0 yj (x) = Pj (x) ,

pak funkce

y (x) =

n∑
j=1

yj (x)

je řešeńım diferenciálńı rovnice (13).

Stač́ı tedy, jestliže umı́me naj́ıt partikulárńı řešeńı pro každý sč́ıtanec na pravé straně.
DR-11

Př́ıklad 112. Řešme lineárńı diferenciálńı rovnici z př́ıkladu 106s jinou pravou stranou:

y′ (x)− 2 y (x) = e2 x + 3 ex .

Charakteristický polynom má jediný jednoduchý kořen 2. Pro pravou stranu e2 x jǐz známe řešeńı y1 (x) =
x e2 x.Pro pravou stranu 3 ex hledáme partikulárńı řešeńı ve tvaru

y2 (x) = A ex ,

y′2 (x) = A ex ,

y′2 (x)− 2 y2 (x) = −A ex = 3 ex ,

A = −3, y2 (x) = −3 ex.
Obecné řešeńı p̊uvodńı nehomogenńı diferenciálńı rovnice je

y (x) = y1 (x) + y2 (x) + yh (x) = x e2 x − 3 ex + C e2 x ,

kde C ∈ R.

6.5.5 Tlumený oscilátor

Sériový LRC oscilátor má diferenciálńı rovnici

i′′ (t) +
R

L
i′ (t) +

1

LC
i (t) =

u′ (t)

L
,

kde i je proud, u budićı napět́ı, R odpor, L 6= 0 indukčnost a C 6= 0 kapacita.
Bez buzeńı (u (t) = 0) bude proud konvergovat k nule, nebot’ energie se postupně ztráćı v rezistoru. Řešeńı

homogenńı lineárńı diferenciálńı rovnice

i′′ (t) +
R

L
i′ (t) +

1

LC
i (t) = 0
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záviśı na řešeńıch charakteristické rovnice

λ2 +
R

L
λ+

1

LC
= 0 ,

zejména na znaménku diskriminantu kvadratické rovnice, který je(
R

L

)2

− 4
1

LC
=

R

L2 C

(
RC − 4

L

R

)
.

Kĺıčovou roli proto hraje poměr časových konstant RC, LR .

1. Pro RC < 4 L
R má charakteristický polynom dva r̊uzné komplexńı kořeny

λ1,2 =
−RC ± i

√
4LC −R 2C2

2LC

se zápornou reálnou část́ı a řešeńı

i (t) = e−
R
2L t (a cosω t+ b sinω t) ,

kde a, b ∈ R, což odpov́ıdá tlumeným kmit̊um s vlastńı frekvenćı

ω =

√
4LC −R 2C2

2LC
=

√
1

LC
− R2

4L2
,

Speciálně pro R = 0 dostáváme netlumené kmity s frekvenćı ω = 1√
LC

,

i (t) = a cos
1√
LC

t+ b sin
1√
LC

t .

2. Pro RC > 4 L
R má charakteristický polynom dva r̊uzné reálné kořeny

λ1,2 =
−RC ±

√
R 2C2 − 4LC

2LC

a řešeńı
i (t) = a eλ1 t + b eλ2 t ,

kde a, b ∈ R, což odpov́ıdá aperiodickému pr̊uběhu.

3. Pro RC = 4 L
R má charakteristický polynom jeden dvojnásobný reálný kořen

λ =
−R
2L

a řešeńı
i (t) = a e−

R
2L t + b t e−

R
2L t ,

kde a, b ∈ R, což odpov́ıdá aperiodickému pr̊uběhu.

6.5.6 Buzený oscilátor

K sériovému LRC oscilátoru připoj́ıme harmonické budićı napět́ı u (t) = sinβ t, kde β > 0,

i′′ (t) +
R

L
i′ (t) +

1

LC
i (t) =

u′ (t)

L
=
β

L
cosβ t .

Dostaneme partikulárńı řešeńı tvaru
i (t) = A cosβ t+B sinβ t ,

kde A,B ∈ R. To odpov́ıdá ustáleným harmonickým kmit̊um s budićı úhlovou frekvenćı β. Jak (rychle) se bude
řešeńı bĺıžit tomuto harmonickému pr̊uběhu, o tom rozhoduje řešeńı sdružené homogenńı rovnice v závislosti
na počátečńıch podmı́nkách.
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Speciálně pro nulové tlumeńı, R = 0, dostáváme

β

L
cosβ t = i′′ (t) +

1

LC
i (t) =

= −
(
Aβ2 cosβ t+B β2 sinβ t

)
+

1

LC
(A cosβ t+B sinβ t) =

= A

(
−β2 +

1

LC

)
cosβ t+B

(
−β2 +

1

LC

)
sinβ t .

Pro β 6= 1√
LC

dostáváme B = 0 a

A =
β

L
(
−β2 + 1

LC

) .
Amplituda |A| → ∞ pro β → 1√

LC
.

Pro β = 1√
LC

předchoźı závěry v̊ubec neplat́ı, protože β i je kořenem charakteristického polynomu.

Tento př́ıpad může nastat pouze pro nulové tlumeńı, R = 0, a rovnost vlastńı a budićı frekvence, ω = β. Pak je
partikulárńı řešeńı tvaru

t (A cosβ t+B sinβ t) ,
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A,B ∈ R. Jeho amplituda lineárně roste, takže řešeńı je neomezené! (S výjimkou př́ıpadu A = B = 0.)
Př́ıčinou je rezonance – energie buzeńı se hromad́ı v oscilátoru a roste nade všechny meze.

Poznámka 113. M̊uže se zdát podivné, že partikulárńı řešeńı neobsahuje také členy tvaru

a cosβ t+ b sinβ t .

Ve skutečnosti je obsahuje, ale jako řešeńı sdružené homogenńı rovnice.

6.6 Symbolické řešeńı diferenciálńıch rovnic

Je možné jen ve speciálńıch př́ıpadech. Těch je popsáno mnoho, zde ukážeme jediný.

6.6.1 Separovatelné diferenciálńı rovnice

(Dle [Rektorys: Přehled, Tkadlec: Dif. rce].) Jde o diferenciálńı rovnice tvaru

y′ (x) =
g(x)

h (y (x))
, y (x0) = y0 , (14)

kde g, h jsou spojité funkce jedné proměnné (s potřebnými definičńımi obory). Lze je přepsat do tvaru

h (y (x)) · y′ (x) = g(x)

a integrovat každou stranu zvlášt’, ∫ x

x0

h (y (ξ)) · y′ (ξ) dξ =

∫ x

x0

g(ξ) dξ ,

přičemž na levé použijeme substituci η = y (ξ), dη = y′ (ξ) dξ,∫ y(x)

y0

h (η) dη =

∫ x

x0

g(ξ) dξ . (15)

Pokud tyto integrály umı́me vypoč́ıtat, definuj́ı řešeńı.

Věta 114. Necht’ funkce g je spojitá na intervalu I, x0 ∈ I, a h je spojitá a nenulová na intervalu J , y0 ∈ J .
Pak diferenciálńı rovnice

y′ (x) =
g(x)

h (y (x))
, y (x0) = y0 ,

má v dvojrozměrném intervalu I × J jediné řešeńı, dané rovnićı∫ y(x)

y0

h (η) dη =

∫ x

x0

g(ξ) dξ .

Př́ıklad 115. Řešme diferenciálńı rovnici

y′ (x) = x (y (x))
3

sinx

s počátečńı podmı́nkou (a) y (0) = 1, (b) y (0) = 0.
(a) Rovnice je tvaru

y′ (x) =
g(x)

h (y (x))
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pro g (x) = x sinx, h (η) = 1
η3 (pokud neńı η = y (x) 6= 0 jako v př́ıpadě (b)),∫ y(x)

y0

h (η) dη =

∫ y(x)

y0

1

η3
dη =

−1

2

[
1

η2

]y(x)

η=y0

=

=
−1

2

(
1

(y (x))
2 −

1

y2
0

)
=
−1

2

(
1

(y (x))
2 − 1

)
,∫ x

x0

g(ξ) dξ =

∫ x

x0

ξ sin ξ dξ = [sin ξ − ξ cos ξ]
x
ξ=x0

=

= sinx− x cosx− sinx0 + x0 cosx0 = sinx− x cosx ,

−1

2

(
1

(y (x))
2 − 1

)
= sinx− x cosx ,

y (x) =
1√

−2 sinx+ 2x cosx+ 1
.

(Řešeńı s opačným znaménkem nevyhovuje počátečńı podmı́nce.) Diferenciálńı rovnice má řešeńı jen na inter-
valu, na kterém je výraz pod odmocninou kladný.

(b) Pro nulovou počátečńı podmı́nku dostáváme i nulovou derivaci a konstantńı řešeńı y (x) = 0.

Může se ovšem stát, že potřebné integrály symbolicky vypoč́ıtat nelze.

Př́ıklad 116. Diferenciálńı rovnice

y′ (x) =
1

lnx
· y (x)

ey(x)
, y (2) = 1

je tvaru

y′ (x) =
g(x)

h (y (x))

pro

g (x) =
1

lnx
, h (η) =

eη

η
.

Má v dvojrozměrném intervalu (1,∞)× (0,∞) jediné řešeńı, dané vzorcem∫ y(x)

1

eη

η
dη =

∫ x

2

1

ln ξ
dξ .

Oba integrály jsou transcendentńı funkce.
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I když lze potřebné integrály vypoč́ıtat, neznamená to, že najdeme řešeńı v explicitńım tvaru.

Př́ıklad 117. Diferenciálńı rovnice

y′ (x) =
3x2

1− x3
· y (x) + 1

y (x)− 1
, y (0) = 0

je tvaru

y′ (x) =
g(x)

h (y (x))

pro

g (x) =
3x2

1− x3
, h (η) =

η − 1

η + 1
.

Má v dvojrozměrném intervalu (−∞, 1)× (−∞, 1) jediné řešeńı, dané vzorcem∫ y(x)

0

η − 1

η + 1
dη =

∫ x

0

3 ξ2

1− ξ3
dξ ,

y(x)− 2 ln(y(x) + 1) = − ln(1− x3) . (16)

Takto je funkce y dána implicitně, nelze ji vyjádřit v explicitńım tvaru.

6.7 Numerické řešeńı diferenciálńıch rovnic

Je častou alternativou k symbolickému řešeńı. Omeźıme se na jednu diferenciálńı rovnici 1. řádu.

Úloha: Na intervalu 〈x0, xn〉 máme řešit diferenciálńı rovnici s počátečńı podmı́nkou

y′(x) = f(x, y(x)) , y(x0) = y0 , (17)

kde f : R2 → R, y0 ∈ R.
Vektor (x, f(x, y)) má směr tečny k řešeńı v bodě (x, y) (pokud existuje).
Ekvivalentńı formulace úlohy:

y(x) = y0 +

∫ x

x0

f(ξ, y(ξ)) dξ .

Přibližné řešeńı: Interval 〈x0, xn〉 rozděĺıme na n d́ılč́ıch interval̊u délky h = (xn − x0)/n. Źıskáme uzlové
body xi = x0 + ih, i = 0, . . . , n.

Správné hodnoty řešeńı v uzlových bodech, y(xi), nahrad́ıme odhady yi.
Generujeme posloupnost yi, i = 0, . . . , n. Odhad yi+1 poč́ıtáme z odhad̊u y0, . . . , yi. Přesné řešeńı

y(xi+1) = y(xi) +

∫ xi+1

xi

f(ξ, y(ξ)) dξ

odhadujeme pomoćı

∆yi = yi+1 − yi ≈
∫ xi+1

xi

f(ξ, y(ξ)) dξ ,

yi+1 = yi + ∆yi .

Jednotlivé metody se lǐśı odhadem ∆yi.

6.7.1 Eulerova metoda

Funkci ξ → f(ξ, y(ξ)) na intervalu 〈xi, xi+1〉 přibližně nahrad́ıme konstantou rovnou jej́ı hodnotě f(xi, yi) v bodě
xi,

∆yi =

∫ xi+1

xi

f(xi, yi) dξ = h f(xi, yi) ,

yi+1 = yi + h f(xi, yi) .

Geometrický význam: f(xi, yi) je směrnice úsečky vedené body (xi, yi), (xi+1, yi+1).
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6.7.2 Odhad chyby

Taylor̊uv rozvoj funkce y se středem v x0 vyhodnot́ıme v bodě x1:

y(x1) = y(x0) + h y′(x0) +
h2

2
y′′(ξ) ,

kde ξ ∈ 〈x0, x1〉.

y(x1) = y(x0) + h f(x0, y0)︸ ︷︷ ︸
y1

+
h2

2
y′′(ξ) ,

y(x1)− y1 =
h2

2
y′′(ξ) .

Chyba na konci prvńıho kroku je úměrná h2.
V daľśıch kroćıch vycháźıme z počátečńı podmı́nky, která neńı přesná. Přesto lze za jistých podmı́nek odvodit,
že chyba je zhruba úměrná h2 a počtu krok̊u n = xn−x0

h .
Chyba na konci daného intervalu je úměrná 1

h h
2 = h =⇒ metoda je 1. řádu.

Zmenšováńım kroku lze zmenšit chybu metody za cenu větš́ı pracnosti řešeńı (a numerických chyb).
Dokonaleǰśı metody použ́ıvaj́ı lepš́ı aproximaci

∆yi = yi+1 − yi ≈
∫ xi+1

xi

f(ξ, y(ξ)) dξ

a jejich chyba je pro malý krok úměrná hp, p > 1. Pak hovoř́ıme o metodě řádu p.
Označme

ỹ(x, h) ... numerické řešeńı v bodě x, źıskané s krokem h,
ỹ(x, 2h) ... numerické řešeńı v bodě x, źıskané s krokem 2h.

Chyba odhadu ỹ(x, h) bude zhruba 2p× menš́ı než chyba odhadu ỹ(x, 2h)
=⇒ odhad chyby výsledku ỹ(x, h) metodou polovičńıho kroku:

ỹ(x, h)− y(x) ≈ 1

2p − 1
(ỹ(x, 2h)− ỹ(x, h)) .

Neńı sice zaručený, zato snadno použitelný. Je ovšem nutné znát řád použité metody.

Problém: Pokud správné řešeńı jde do nekonečna, při numerickém řešeńı se na to nepřijde.

6.8 Obecněǰśı úlohy

6.8.1 Soustavy diferenciálńıch rovnic

Hledáme v́ıce neznámých funkćı. Přitom vystač́ıme s diferenciálńımi rovnicemi 1. řádu. Např. jednu diferenciálńı
rovnici k-tého řádu

L
(
y(k) (x) , . . . , y′ (x) , y (x)

)
= P (x)

lze nahradit soustavou k diferenciálńıch rovnic 1. řádu zavedeńım nových neznámých funkćı yj , j = 1, . . . , k−1,
s významem j-té derivace funkce y,

y1 (x) = y′ (x) , (18)

y2 (x) = y′1 (x) ,

...

yk−1 (x) = y′k−2 (x) ,

L
(
y′k−1 (x) , yk−1 (x) , . . . , y1 (x) , y (x)

)
= P (x) .

Obdobně převedeme počátečńı podmı́nky.Naopak lze aspoň v některých př́ıpadech soustavu diferenciálńıch
rovnic převést do tohoto tvaru a nahradit ji jedinou diferenciálńı rovnici vyšš́ıho řádu.
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Speciálně soustava lineárńıch diferenciálńıch rovnic s konstantńımi koeficienty je tvaru

y′1 (x) = a11 y1 (x) + a12 y2 (x) + · · ·+ a1k yk (x) + b1 (x) ,

y′2 (x) = a21 y1 (x) + a22 y2 (x) + · · ·+ a2k yk (x) + b2 (x) ,

...

y′k (x) = ak1 y1 (x) + ak2 y2 (x) + · · ·+ akk yk (x) + bk (x) ,

kde aij ∈ R. Lze ji převést na jedinou lineárńı diferenciálńı rovnici k-tého řádu s konstantńımi koeficienty, a to
přes tvar (18), źıskaný eleminaćı obdobnou Gaussově-Jordanově.Charakteristická rovnice vyjde

det (A− λ I) = 0 ,

kde

A =


a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k

...
...

. . .
...

ak1 ak2 · · · akk


a I je jednotková matice téhož typu. Kořeny charakteristické rovnice určuj́ı složky řešeńı; znaménka jejich
reálných část́ı rozhoduj́ı o stabilitě řešeńı.

6.8.2 Okrajové úlohy

Pro Cauchyho počátečńı úlohu je charakteristické, že partikulárńı řešeńı je dáno podmı́nkami (pro hledané
funkce a jejich derivace) v jednom počátečńım bodě.

Pokud jsou dány podmı́nky ve v́ıce bodech (např. v počátečńım a koncovém bodě hledaného řešeńı), pak
hovoř́ıme o okrajové úloze.

Podmı́nky existence a jednoznačnosti řešeńı okrajových úloh jsou složitěǰśı.

6.8.3 Parciálńı diferenciálńı rovnice

Dosud jsme studovali pouze obyčejné diferenciálńı rovnice, kde řešeńım jsou funkce jedné proměnné.
Často je třeba řešit parciálńı diferenciálńı rovnice, kde řešeńım jsou funkce v́ıce proměnných a jsou dány

podmı́nky pro jejich parciálńı derivace.
Podmı́nky pro partikulárńı řešeńı pak mohou mı́t mnoho jiných tvar̊u. Např. okrajové podmı́nky mohou

specifikovat hodnoty na okraji oblasti, na ńıž máme úlohu řešit.

Př́ıklad 118. Změny teploty nebo koncentrace u (x, y, z, t) v závislosti na prostorových souřadnićıch x, y, z a
čase t jsou popsány parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi difuze, které maj́ı v nejjednodušš́ım př́ıpadě tvar

∂u

∂t
= c

(
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

)
,

kde c > 0 (argumenty x, y, z, t funkce u jsou pro stručnost vynechány), neboli

D4u = c (D1,1u+ D2,2u+ D3,3u) = c∆u ,

kde
∆ = D1,1 + D2,2 + D3,3

je Laplace̊uv operátor.

Př́ıklad 119. Š́ıřeńı elektromagnetických vln v prostoru a čase je popsáno parciálńımi diferenciálńımi rovnicemi
(Maxwellovými).

Př́ıklad 120. Máme odhadnout prouděńı nepr̊uhledné kapaliny, jestlǐze vid́ıme (přes pr̊uhlednou nádobu) pouze
jej́ı prouděńı na povrchu. (To se skutečně použ́ıvá pro sledováńı pr̊uběhu mı́cháńı při chemických reakćıch nebo
výrobě betonu.)
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6.8.4 Variačńı úlohy

Někdy hledáme neznámou funkci, splňuj́ıćı podmı́nku, která neńı ve tvaru diferenciálńı rovnice, ale např. in-
tegrálu určitých kritéríı.

Př́ıklad 121. Máme naj́ıt nejrychleǰśı (nebo energeticky nejvýhodněǰśı) cestu z jednoho mı́sta prostoru do
druhého. Přitom jsme vázáni podmı́nkami, které určuj́ı rychlost postupu (např. odpor prostřed́ı, setrvačnost
atd.). Řešeńım bude parametrický popis optimálńı trajektorie.

Tyto úlohy lze jen někdy převést na řešeńı diferenciálńıch rovnic.
Obecně se jimi zabývá variačńı počet, který je zobecněńım předchoźıch postup̊u matematické analýzy.

7 Fourierovy řady

Fixujme frekvenci ϕ = 1/T , kde T je perioda, resp. úhlovou frekvenci ω = 2π ϕ.
Harmonické funkce s touto frekvenćı jsou tvaru lineárńıch kombinaćı

a1 cosω t+ b1 sinω t .

Obecněji použijeme vyšš́ı harmonické s úhlovou frekvenćı k ω = 2π k ϕ, kde k ∈ N,

ak cos k ω t+ bk sin k ω t .

Pro úplnost přidáme i nultou harmonickou tvaru

a0 cos 0ω t+ b0 sin 0ω t = a0 .

Budeme pracovat v lineárńım prostoru Pω všech funkćı, které jsou lineárńımi kombinacemi všech harmonických,
tj. tvaru

a0 + a1 cosω t+ b1 sinω t+ a2 cos 2ω t+ b2 sin 2ω t+ · · · = (19)

=

∞∑
k=0

ak cos k ω t+

∞∑
k=1

bk sin k ω t =

=

∞∑
k=0

ak cos 2π k
t

T
+

∞∑
k=1

bk sin 2π k
t

T
.

Tomuto tvaru ř́ıkáme Fourierova řada.
Požadujeme konvergenci sum, k tomu je nutná podmı́nka

lim
k→∞

ak = 0 = lim
k→∞

bk ,

postačuj́ıćı podmı́nkou je absolutńı konvergence posloupnost́ı koeficient̊u:

∞∑
k=0

|ak| <∞ ,

∞∑
k=1

|bk| <∞ .

Značeńı: N = {1, 2, 3, . . .}, N0 = N ∪ {0} = {0, 1, 2, . . .}.

Všechny funkce z prostoru Pω jsou periodické s periodou T = 2 π/ω.

Problém: Jak k dané periodické funkci naj́ıt jej́ı Fourierovu řadu?

V prostoru Pω definujeme skalárńı součin

f • g =

∫ T

0

f(t) g (t) dt .

Ověř́ıme vlastnosti skalárńıho součinu:

1. f • g = g • f triviálně z komutativity násobeńı funkćı,
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2. f • (g + h) = f • g + f • h z linearity integrálu,

3. (c f) • g = c (f • g) z linearity integrálu,

4. f • f ≥ 0, nebot’ f • f =
T∫
0

(f(t))
2

dt je integrál z nezáporné funkce,

5. f • f = 0, právě když f = 0; pouze zde je problém, muśıme ztotožnit funkce, které se lǐśı jen na množině
nulové mı́ry (a maj́ı stejné integrály).

Poznámka 122. Vzhledem k periodicitě lze integrovat mı́sto přes interval (0, T ) přes libovolný interval délky T ,
tj. (c, c+ T ), c ∈ R, např. přes interval (−T/2, T/2).

Od skalárńıho součinu je odvozena norma

||f || =

√∫ T

0

(f(t))
2

dt .

(Bez předchoźıho ztotožněńı by to byla jen pseudonorma, která je nulová i pro některé nenulové prvky.) Konver-
genćı posloupnosti funkćı fn, n ∈ N, rozumı́me konvergenci v normě, tj. fn → f , právě když ||fn − f || → 0
pro n→∞. To neńı totéž jako bodová konvergence

∀x ∈ R : fn(x)→ f(x) .

Př́ıklad 123. Posloupnost funkćı fn, n ∈ N, s periodou T , definovaných na 〈0, T ) vzorcem

fn (x) = e−nx ,

konverguje bodově k funkci

g (x) =

{
1 pro x = 0 ,
0 pro x ∈ (0, T ) ,

v normě konverguje ke g, stejně jako k nulové funkci. (Tyto funkce se lǐśı jen hodnotou v bodě 0, což ne-
rozlǐsujeme.)

Př́ıklad 124. Posloupnost funkćı fn, n ∈ N, s periodou T , definovaných na 〈0, T ) vzorcem

fn (x) = (−1)
n

e−nx ,

nemá bodovou limitu v 0, ale konverguje v normě k nulové funkci.

Podle definice tvoř́ı bázi prostoru Pω funkce proměnné t

1, cosω t, sinω t, cos 2ω t, sin 2ω t, . . .

Tvrzeńı 125. Tato báze je ortogonálńı, nebot’ pro všechna j, k ∈ N0, j 6= k, plat́ı∫ T

0

(cos j ω t) (cos k ω t) dt = 0 ,∫ T

0

(sin j ω t) (sin k ω t) dt = 0 ,∫ T

0

(cos j ω t) (sin k ω t) dt = 0 .

(Posledńı vzorec plat́ı i pro j = k.)

D̊ukaz. Posledńı vzorec je integrál liché funkce, kterou d́ıky periodicitě lze integrovat přes interval (−T/2, T/2).Prvńı
dva vzorce jsou integrály sudých funkćı, které jsou však součtem harmonických funkćı s periodou T :∫ T

0

(cos j ω t) (cos k ω t) dt =
1

2

∫ T

0

(cos (j − k) ω t+ cos (j + k) ω t) dt = 0 ,∫ T

0

(sin j ω t) (sin k ω t) dt =
1

2

∫ T

0

(cos (j − k) ω t− cos (j + k) ω t) dt = 0 ,
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Z ortogonálńı báze lze udělat ortonormálńı, pokud jej́ı prvky vynásob́ıme vhodnými konstantami. Ty
dostaneme ze vztah̊u ∫ T

0

(cos k ω t)
2

dt =
T

2
,∫ T

0

(sin k ω t)
2

dt =
T

2
,

pro k 6= 0, ∫ T

0

(cos 0ω t)
2

dt = T .

Ortonormálńı bázi prostoru Pω tvoř́ı funkce

1√
T
,

√
2

T
cosω t,

√
2

T
sinω t,

√
2

T
cos 2ω t,

√
2

T
sin 2ω t, . . .

Z lineárńı algebry v́ıme, že souřadnice vektoru vzhledem k ortonormálńı bázi jsou jeho skalárńı součiny s vektory
báze. (Pro ortogonálńı bázi je třeba skalárńı součin ještě vydělit vhodnou konstantou, kterou dostaneme, když
postup aplikujeme na vektor báze.)

Věta 126. Koeficienty Fourierovy řady funkce f ∈ Pω jsou

a0 =
1

T

∫ T

0

f (t) dt ,

ak =
2

T

∫ T

0

f (t) cos k ω tdt ,

bk =
2

T

∫ T

0

f (t) sin k ω tdt .

Poznámka 127. (Abychom měli i pro a0 stejný vzorec, někdy se ve Fourierově řadě (19) použ́ıvá absolutńı člen
ve tvaru a0

2 .)

Důsledek 128. Je-li funkce f lichá, pak ak = 0, je-li f sudá, pak bk = 0 pro všechna k ∈ N.

D̊ukaz. Integrand je lichá funkce g s periodou T , kterou můžeme integrovat též přes interval (−T/2, T/2),∫ T

0

g (t) dt =

∫ T/2

−T/2
g (t) dt =

∫ 0

−T/2
g (t) dt+

∫ T/2

0

g (t) dt =

= −
∫ T/2

0

g (u) du+

∫ T/2

0

g (t) dt = 0 .

Důsledek 129. Koeficienty Fourierovy řady záviśı na funkci lineárně.

Důsledek 130 (Riemannova věta). Je-li f po částech spojitá funkce, pak

lim
k→∞

∫ T

0

f (t) cos k ω tdt = 0 = lim
k→∞

∫ T

0

f (t) sin k ω tdt .

D̊ukaz. Vliv maj́ı pouze hodnoty na intervalu (0, T ), mimo něj můžeme funkci dodefinovat jako periodickou s
periodou T ; pak integrály jsou úměrné koeficient̊um Fourierovy řady. Z jej́ı konvergence vyplývá, že koeficienty
konverguj́ı k 0.

Př́ıklad 131. Funkce f (t) = |sin t| má periodu T = π, tj. ω = 2, neńı harmonická; jej́ı Fourierova řada je
tvaru

a0 + a1 cos 2 t+ b1 sin 2 t+ a2 cos 4 t+ b2 sin 4 t+ · · ·
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s koeficienty

a0 =
1

π

∫ π

0

sin tdt =
2

π
,

ak =
2

π

∫ π

0

sin t cos 2 k t dt =
1

π

∫ π

0

(sin (1− 2 k) t+ sin (1 + 2 k) t) dt =

=
4(

1− (2 k)
2
)
π
,

a1 = − 4

3π
, a2 = − 4

15π
, a3 = − 4

35π
, . . .

Koeficienty bk jsou nulové, protože funkce f je sudá; Fourierova řada je tvaru

2

π
+

∞∑
k=1

4(
1− (2 k)

2
)
π

cos 2 k t =

=
2

π
− 4

3π
cos 2 t− 4

15π
cos 4 t− 4

35π
cos 6 t− · · ·

Následuj́ıćı obrázek ukazuje p̊uvodńı funkci (modře), prvńı čtyři složky Fourierovy řady (černě) a jejich součet
(červeně):

Př́ıklad 132. Kdybychom si v předchoźım př́ıkladu nevšimli, že funkce f (t) = |sin t| má periodu T = π, a
použili periodu T = 2π, tj. ω = 1, dostali bychom Fourierovu řadu tvaru

A0 +A1 cos t+B1 sin t+A2 cos 2 t+B2 sin 2 t+ · · ·

s koeficienty

A0 =
1

2π

∫ 2π

0

|sin t| dt =
2

π
,

Ak =
2

2π

∫ 2π

0

|sin t| cos k t dt =
1

π

∫ π

0

(sin (1− k) t+ sin (1 + k) t) dt =

=

{ 4
(1−k2)π pro k sudé,

0 pro k liché.
,

A1 = 0 , A2 = − 4

3π
, A3 = 0 , A4 = − 4

15π
, . . .

a Bk = 0, k ∈ N. Výsledná Fourierova řada je stejná,

2

π
− 4

3π
cos 2 t− 4

15π
cos 4 t− 4

35π
cos 6 t− · · ·
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Otázka, které funkce lze vyjádřit Fourierovou řadou, je složitá, postačuj́ıćı jsou Dirichletovy podmı́nky
[Wrede, Spiegel]:

1. Funkce f je periodická s periodou T .

2. Funkce f je definovaná kromě konečně mnoha bod̊u v každé periodě.

3. Funkce f ′ je po částech spojitá.

Věta 133. Při splněńı Dirichletových podmı́nek Fourierova řada funkce f konverguje v bodě x

• k f (x), je-li f v x spojitá,

• obecně k 1
2 (f (x+) + f (x−)).

Důsledek 134. Každá funkce na R, která je periodická s periodou T a po částech spojitá i se svou derivaćı,
je tvaru Fourierovy řady (19).

To je téměř univerzálńı nástroj pro popis periodických funkćı.

Věta 135. Fourierovu řadu lze derivovat i integrovat člen po členu (u derivace potřebujeme nav́ıc předpoklad,
že je spojitá), např.

∂

∂t

( ∞∑
k=0

ak cos k ω t+

∞∑
k=1

bk sin k ω t

)
= −

∞∑
k=0

ak k ω sin k ω t+

∞∑
k=1

bk k ω cos k ω t .

7.1 Parsevalova rovnost

Př́ıklad 136. Při konstatńım odporu je výkon úměrný druhé mocnině proudu, resp. napět́ı. Pr̊uměrný výkon
při periodickém pr̊uběhu je úměrný integrálu tohoto kvadrátu přes jednu periodu.

I jinde je pr̊uměrný výkon úměrný integrálu kvadrátu nějaké veličiny přes jednu periodu.

Zaj́ımá nás veličina

P =
1

T

∫ T

0

(f (t))
2

dt (20)

Vyjádř́ıme funkci f ve tvaru Fourierovy řady a dosad́ıme do předchoźıho vzorce. V d̊usledku ortogonality zbydou
pouze kvadráty bázových funkćı,

P =
1

T

∫ T

0

( ∞∑
k=0

ak cos k ω t+

∞∑
k=1

bk sin k ω t

)2

dt =

=
1

T

∫ T

0

( ∞∑
k=0

(ak cos k ω t)
2

+

∞∑
k=1

(bk sin k ω t)
2

)
dt =

=
1

T

∞∑
k=0

∫ T

0

(ak cos k ω t)
2

dt+
1

T

∞∑
k=1

∫ T

0

(bk sin k ω t)
2

dt =

= a2
0 +

1

2

∞∑
k=1

a2
k +

1

2

∞∑
k=1

b2k = a2
0 +

∞∑
k=1

a2
k + b2k

2
.

Výkon odpov́ıdaj́ıćı periodické funkci je součtem výkon̊u jej́ıch harmonických.

Věta 137 (Parsevalova rovnost). Pokud funkce

f (t) =

∞∑
k=0

ak cos k ω t+

∞∑
k=1

bk sin k ω t ,

splňuje Dirichletovy podmı́nky, pak

1

T

∫ T

0

(f (t))
2

dt = a2
0 +

∞∑
k=1

a2
k + b2k

2
,
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kde √
a2
k + b2k

2
je efektivńı hodnota veličiny s harmonickým pr̊uběhem

ak cos k ω t+ bk sin k ω t .

Pouze pro k = 0 je efektivńı hodnota rovna amplitudě, nebot’ se jedná o konstantńı funkci.

Př́ıklad 138. V př́ıkladu 131 nám vyšlo

|sin t| = 2

π
+

∞∑
k=1

4(
1− (2 k)

2
)
π

cos 2 k t =

=
2

π
− 4

3π
cos 2 t− 4

15π
cos 4 t− 4

35π
cos 6 t− · · ·

Pro kvadrát (výkon) by nám vyšlo z Parcevalovy rovnosti

1

T

∫ T

0

(sin t)
2

dt =

(
2

π

)2

+
1

2

∞∑
k=1

 4(
1− (2 k)

2
)
π

2

=

=

(
2

π

)2

+
1

2

(
4

3π

)2

+
1

2

(
4

15π

)2

+
1

2

(
4

35π

)2

+ · · ·

Levá strana je 1/2, napravo máme netriviálńı sumu, pro nǐz dostáváme vztah

1

2
=

(
2

π

)2

+
1

2

∞∑
k=1

 4(
1− (2 k)

2
)
π

2

,

∞∑
k=1

1(
1− (2 k)

2
)2 =

π2

16
− 1

2
.

7.2 Fourierova řada v komplexńım tvaru

Fourierovu řadu funkce f ve tvaru
∞∑
k=0

ak cos k ω t+

∞∑
k=1

bk sin k ω t

uprav́ıme pomoćı vztah̊u

cos k ω t =
1

2

(
ei k ω t + e−i k ω t

)
,

sin k ω t =
1

2 i

(
ei k ω t − e−i k ω t

)
a dostaneme ji ve tvaru

∞∑
k=−∞

ck ei k ω t ,

kde

c0 = a0 ,

ck =
1

2
(ak − i bk) ,

c−k =
1

2
(ak + i bk) = ck

pro k ∈ N. Pro všechna k ∈ Z lze koeficienty určit z integrálu

ck =
1

T

∫ T

0

f (t) e−i k ω t dt .
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7.3 Sinová Fourierova řada

Fourierovy řady lze odvodit i od jiných ortogonálńıch systémů funkćı, např.

sinω t, sin 2ω t, sin 3ω t, . . .

Takto lze vyjádřit liché funkce s periodou T = 2π/ω, resp. téměř libovolné funkce na intervalu (0, T/2) (které
lze dodefinovat na intervalu (−T/2, 0) tak, aby byly liché, a na zbývaj́ıćıch hodnotách tak, aby měly periodu T .
Dostáváme sinovou Fourierovu řadu

∞∑
k=1

Bk sin k ω t =

∞∑
k=1

Bk sin
k π t

L
,

Bk =
4

T

∫ T/2

0

f (t) sin k ω tdt =
2

L

∫ L

0

f (t) sin
k π t

L
dt , k ∈ N ,

kde L = T/2.

7.4 Kosinová Fourierova řada

Použit́ım ortogonálńıho systému funkćı

1, cosω t, cos 2ω t, cos 3ω t, . . .

lze vyjádřit sudé funkce s periodou T = 2π/ω, resp. téměř libovolné funkce na intervalu (0, T/2) (které lze
dodefinovat na intervalu (−T/2, 0) tak, aby byly sudé, a na zbývaj́ıćıch hodnotách tak, aby měly periodu T .
Dostáváme kosinovou Fourierovu řadu

∞∑
k=0

Ak cos k ω t =

∞∑
k=0

Ak cos
k π t

L
,

A0 =
2

T

∫ T/2

0

f (t) dt =
1

L

∫ L

0

f (t) dt ,

Ak =
4

T

∫ T/2

0

f (t) cos k ω tdt =
2

L

∫ L

0

f (t) cos
k π t

L
dt , k ∈ N ,

kde L = T/2.

7.5 Aplikace: pohyb struny

(Dle [Wrede, Spiegel].)
Poloha y (x, t) netlumené struny v bodě x v čase t je v nejjednodušš́ım př́ıpadě popsána vlnovou rovnićı

∂2y (x, t)

∂t2
= α2 ∂

2y (x, t)

∂x2
,

kde α > 0. (Zrychleńı je úměrné zakřiveńı a má stejné znaménko.) To je homogenńı lineárńı parciálńı
diferenciálńı rovnice 2. řádu s konstantńımi koeficienty. Nav́ıc máme okrajové podmı́nky

y (0, t) = 0 , y (L, t) = 0 , t ∈ R ,

kde 0, L jsou koncové body struny, a počátečńı podmı́nky

∂y (x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0 , y (x, 0) = f (x) , x ∈ 〈0, L〉 ,

tj. počátečńı rychlost je nulová a počátečńı poloha je dána nějakou funkćı f , která má spojitou 2. derivaci a je
nulová v koncových bodech.

Pokud by počátečńı poloha byla

f (x) = b1 sin
π x

L
, b1 ∈ R ,

66



dostali bychom

∂2y (x, 0)

∂x2
=
∂2f (x)

∂x2
= −

(π
L

)2

b1 sin
π x

L
= −

(π
L

)2

f (x) = −
(π
L

)2

y (x, 0) ,

tj. zrychleńı je úměrné výchylce. Koeficient úměrnosti je záporný a nezávislý na x. Tato úměra z̊ustane za-
chována i v čase a každý bod bude vykonávat harmonický pohyb, který je řešeńım diferenciálńı rovnice

∂2y (x, t)

∂t2
= −α2

(π
L

)2

y (x, t) .

Řešeńı je

y (x, t) = A (x) cos
π α t

L
+B (x) sin

π α t

L
,

počátečńım podmı́nkám vyhovuje pouze B (x) = 0, A (x) = f (x) = b1 sin π x
L ,

y (x, t) = b1 sin
π x

L
cos

π α t

L
.

Obecněji, pokud by počátečńı poloha byla

f (x) = bk sin
k π x

L
, bk ∈ R, k ∈ N,

dostali bychom

∂2y (x, 0)

∂x2
=
∂2f (x)

∂x2
= −

(
k π

L

)2

bk sin
k π x

L
= −

(
k π

L

)2

f (x) = −
(
k π

L

)2

y (x, 0) ,

∂2y (x, t)

∂t2
= −α2

(
k π

L

)2

y (x, t) ,

y (x, t) = bk sin
k π x

L
cos

k π α t

L
.

Dı́ky linearitě můžeme pro počátečńı podmı́nku tvaru sinové Fourierovy řady

y (x, 0) = f (x) =

∞∑
k=1

bk sin
k π t

L

psát řešeńı ve tvaru

y (x, t) =

∞∑
k=1

bk sin
k π x

L
cos

k π α t

L
.

7.6 Užit́ı Fourierových řad

Dovoluj́ı aproximaci i zpracováńı periodických signál̊u.
Např. můžeme stanovit odezvu systému na periodický vstup tak, že vyřeš́ıme př́ıpady, kdy vstup je har-

monický, a výsledek dostaneme jako jejich lineárńı kombinaci. Takto lze i kompenzovat nedostatky frekvenčńı
charakteristiky přenosové cesty nebo záznamového média.To je možné za předpokladu, že systém splňuje princip
superpozice, tj. že je lineárńı.

Důležitý d̊usledek je, že energie periodického signálu je dána součtem energíı jednotlivých harmonických,
které jej tvoř́ı.

Pokud je signál frekvenčně omezený (vysoké frekvence se v něm nevyskytuj́ı, nejsou podstatné, nebo pocházej́ı
z šumu), lze nepotřebné frekvence vynechat vypuštěńım (vynulováńım) př́ıslušných koeficient̊u. Pak lze pośıláńım
Fourierových koeficient̊u mı́sto p̊uvodńıho pr̊uběhu doćılit kompresi informace. Nav́ıc lze zpracovávat zvlášt’ am-
plitudu a fázi jednotlivých frekvenćı a vynechat informaci o fázi, pokud neńı d̊uležitá, např. při vńımáńı zvuku
(mono, nikoli stereo). Podmı́nkou je, že signál je periodický, nebo jej lze považovat za součást periodického
pr̊uběhu. Neńı možné použ́ıt př́ımo tento princip on-line.

8 Fourierova transformace

Doporučená literatura: [CRC Encyclopedia].
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8.1 Motivace

Fourierovy řady se osvědčily pro zpracováńı signál̊u, které obsahuj́ı pouze násobky určité základńı frekvence. Je
žádoućı hledat analogie i pro neperiodické funkce (signály tvaru jednoho impulzu, který se neopakuje). Jednou z
možnost́ı je snižováńı této frekvence k nule, takže nakonec postihneme všechny možné frekvence. Tomu odpov́ıdá
zvětšováńı periody do nekonečna. Abychom popsali pr̊uběh po celé reálné ose, vyjdeme ze symetrického intervalu
(−T/2, T/2). V této kapitole ω neznač́ı 2π/T .

8.1.1 Změna základńı frekvence Fourierovy řady

Fourierova řada v komplexńım tvaru je

f (t) =

∞∑
k=−∞

ck e2π i k tT ,

ck =
1

T

∫ T/2

−T/2
f (t) e−2π i k tT dt ,

kde f je funkce s periodou T . Pak f má i periodu nT , n ∈ N, pro kterou dostáváme Fourierovu řadu (viz
př. 132)

f (t) =

∞∑
m=−∞

cm,n e2π i mt
nT ,

cm/n =
1

nT

∫ nT/2

−nT/2
f (t) e−2π i mt

nT dt .

Koeficient cm/n odpov́ıdá frekvenci 2π m
nT . Pokud m = k n, k ∈ N, je koeficient cm/n = ck n/n = ck stejný jako

pro odpov́ıdaj́ıćı frekvenci ω = 2π m
nT = 2π k

T Fourierovy řady s periodou T , a to

C (ω) = ck = ck n/n =
1

nT

∫ nT/2

−nT/2
f (t) e−2π i k tT dt = (21)

=
ω

2π n

∫ nπ/ω

−nπ/ω
f (t) e−iω t dt

nezávisle na n, tj. na tom, jakou základńı frekvenci, resp. periodu jsme zvolili. (Pokud f má i tuto periodu.)
V ostatńıch př́ıpadech, kdy m neńı násobkem n, je př́ıslušný koeficient cm/n = 0. (Plyne z ortogonality

použitého systému funkćı, též z jednoznačnosti Fourierovy řady.)Dostáváme tedy v́ıce koeficient̊u (
”
n× v́ıce“),

ale z nich jen každý n-tý je nenulový (rovný př́ıslušnému koeficientu p̊uvodńı řady). Výsledný tvar Fourierovy
řady je stejný.

Kdyby však p̊uvodńı signál obsahoval i nižš́ı frekvence, které jsou násobkem 2π
nT , ale nikoli násobkem 2π

T ,
pak by je vystihovaly nenulové koeficienty v nové Fourierově řadě, zat́ımco p̊uvodńı řada by tyto frekvence
neobsahovala.

8.1.2 Fourier̊uv obraz jako analogie Fourierovy řady pro neperiodické funkce

Fourierovy řady přinesly užitečný nástroj; zkusme jej použ́ıt pro neperiodický pr̊uběh. Necht’ funkce f je spojitá,
neńı periodická, ale nabývá nenulových hodnot jen na nějakém omezeném intervalu (vstupńı signál omezené
amlitudy i délky). Složka signálu odpov́ıdaj́ıćı (úhlové) frekvenci ω 6= 0 bude dle (21) úměrná výrazu

C (ω) =
ω

2π n

∫ nπ/ω

−nπ/ω
f (t) e−iω t dt (22)

za předpokladu, že integračńı interval pokrývá všechny nenulové hodnoty funkce f , tj. že n ∈ N je dostatečně
velké. Zaj́ımá nás tedy limita

lim
n→∞

ω

2π n

∫ nπ/ω

−nπ/ω
f (t) e−iω t dt .
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Pro funkci s periodou 2π/ω se jednalo o limitu konstantńı posloupnosti, nebot’ jak integrál, tak jmenovatel před
ńım je úměrný n. Pro zde použité předpoklady bychom však dostali nulu, protože integrál se pro velké hodnoty
n neměńı a děĺıme jej n. Zato existuje limita

F (ω) = lim
n→∞

∫ nπ/ω

−nπ/ω
f (t) e−iω t dt =

∫ ∞
−∞

f (t) e−iω t dt = (23)

=

∫ ∞
−∞

f (t) cos (−ω t) dt+ i

∫ ∞
−∞

f (t) sin (−ω t) dt , (24)

a to i pro ω = 0 a pro všechna záporná ω, nebot’

F (−ω) =

∫ ∞
−∞

f (t) eiω t dt =

∫ ∞
−∞

f (t) e−iω t dt = F (ω) .

Funkce F : R→ C definovaná vzorcem (23) se nazývá Fourier̊uv obraz funkce f : R→ R a zobrazeńı F ,

F (f) = F

se nazývá (př́ımá) Fourierova transformace.

8.1.3 Obecněǰśı předpoklady Fourierovy transformace

Protože funkci f chceme pouze integrovat, stač́ı, je-li po částech spojitá (s konečně mnoha nespojitostmi).
Nemuśı být nulová mimo nějaký omezený interval, stač́ı, když v ±∞ konverguje k nule

”
dostatečně rychle“,

např. exponenciálně, tj.
∀t ∈ R : |f (t)| ≤ A e−α |t|

pro nějaká A,α > 0. (Tato nerovnost smı́ být porušena na nějakém omezeném intervalu.) Potřebujeme totiž,
aby integrál

F (ω) =

∫ ∞
−∞

f (t) e−iω t dt ,

konvergoval (absolutně), tj. aby existoval konečný integrál∫ ∞
−∞
|f (t)| dt .

(To neńı postačuj́ıćı podmı́nka.) Limita

lim
n→∞

∫ nπ/ω

−nπ/ω
f (t) e−iω t dt

může existovat i za obecněǰśıch předpoklad̊u.
Lze připustit, aby funkce f nabývala i komplexńıch hodnot, i když pak postrádá předchoźı motivaci. Rovnost

F (−ω) = F (ω) plat́ı jen pro Fourier̊uv obraz reálné funkce.

8.2 Zpětná Fourierova transformace

Účelem Fourierových koeficient̊u byla aproximace p̊uvodńı funkce pomoćı goniometrických funkćı, tj. Fourierovy
řady. Tuto možnost dává i Fourierova transformace, z Fourierova obrazu najdeme (přibližně) vzor, nyńı ne jako
sumu, ale jako integrál:

f∗ (t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

F (ω) eiω t dω .

Ten je nav́ıc téměř stejného tvaru jako př́ımá Fourierova transformace (s vyměněnou roĺı reálných argument̊u
t, ω), lǐśı se pouze znaménkem v exponentu (tj. orientaćı reálné osy) a multiplikativńı konstantou 1

2π .

Poznámka 139. Ještě lepš́ı shodu obou vzorc̊u bychom dosáhli, kdybychom multiplikativńı konstantu 1
2π rozdělili

do obou vzorc̊u, které by pak měly tvar (který použ́ıvá Mathematica)

F ∗ (ω) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f (t) e−iω t dt ,

f∗ (t) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

F ∗ (ω) eiω t dω .
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To se často dělá, stejně jako změna měř́ıtka pro t, ω. V literatuře se proto setkáme s mnoha r̊uznými vzorci,
které se lǐśı lineárńı změnou měř́ıtka proměnných. Nav́ıc jsou r̊uzné zvyky v r̊uzných oblastech matematiky. Zde
uvedený zp̊usob použ́ıvá Maple.

Zobrazeńı F−1,
F−1 (F ) = f∗

se nazývá zpětná Fourierova transformace. V mnoha d̊uležitých př́ıpadech se výsledek f∗ s p̊uvodńı funkćı
f shoduje, nebo se lǐśı jen v bodech nespojitosti.

Věta 140 (postačuj́ıćı podmı́nka pro př́ımou i zpětnou Fourierovu transformaci). Necht’ funkce f má konečně
mnoho bod̊u nespojitosti, splňuje Lipschitzovu podmı́nku a existuje konečný integrál∫ ∞

−∞
|f (t)| dt .

Pak funkce f má Fourier̊uv obraz F , jehož zpětnou transformaćı dostaneme funkci f∗ = F−1 (F ) takovou, že
f∗ = f v bodech spojitosti funkce f a v libovolném bodě t plat́ı

f∗ (t) =
1

2
(f (t+) + f (t−)) =

1

2
lim
h→0+

(f (t+ h) + f (t− h)) .

8.3 Vlastnosti Fourierovy transformace

Obrazy ve Fourierově transformaci znač́ıme obvykle velkým ṕısmenem, tj. F = F (f), G = F (g)...
Funkce je svým Fourierovým obrazem určena jednoznačně (až na množinu nulové mı́ry, např. konečně mnoho

bod̊u). Ř́ıkáme, že f je reprezentace signálu v časové oblasti a F je reprezentace ve frekvenčńı oblasti.
Stejně jako integrál, je i Fourierova transformace lineárńı, tj.

F (a f + b g) = aF (f) + bF (g) , a, b ∈ R .

Fourier̊uv obraz reálné sudé funkce má nenulové jen kosinové složky, je to tedy reálná funkce (viz d̊ukaz
tvrzeńı 125). Fourier̊uv obraz reálné liché funkce má nenulové jen sinové složky, je to tedy ryze imaginárńı
funkce. Každou funkci f lze vyjádřit jako součet sudé a liché funkce,

f (t) =
1

2
(f (t) + f (−t))︸ ︷︷ ︸

sudá

+
1

2
(f (t)− f (−t))︸ ︷︷ ︸

lichá

,

sudá složka určuje reálnou a lichá imaginárńı část Fourierova obrazu. Důsledek: Je-li f reálná, je F (0) ∈ R.
Z definice plyne v́ıc:

F (0) =

∫ ∞
−∞

f (t) dt .

Změńıme-li lineárně měř́ıtko času, g (t) = f (a t), a ∈ R, změńı se i měř́ıtko ve frekvenčńı oblasti (po substituci
u = a t):

G (ω) =

∫ ∞
−∞

g (t) e−iω t dt =

∫ ∞
−∞

f (a t) e−iω t dt =

=
sign a

a

∫ ∞
−∞

f (u) e−iω u/a du =
1

|a|
F
(ω
a

)
.

(Činitel sign a vyjadřuje záměnu integračńıch meźı pro a < 0.) Posunut́ı počátku času, g (t) = f (t+ a), a ∈ R,
má následuj́ıćı účinek (po substituci u = t+ a):

G (ω) =

∫ ∞
−∞

g (t) e−iω t dt =

∫ ∞
−∞

f (t+ a) e−iω t dt =

=

∫ ∞
−∞

f (u) e−iω (u−a) du = eiω a

∫ ∞
−∞

f (u) e−iω u du = eiω a F (ω) .
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Fourier̊uv obraz derivace Df = f ′ dostaneme integraćı per partes:

F (Df) (ω) =

∫ ∞
−∞

f ′ (t) e−iω t dt =

=
[
f (t) e−iω t

]∞
t=−∞︸ ︷︷ ︸

0

−
∫ ∞
−∞

f (t) (−iω) e−iω t dt = iω F (ω) .

(Prvńı člen je nulový, protože Fourier̊uv obraz je definován jen za předpokladu lim
t→±∞

f (t) = 0.) Derivováńı v

časové oblasti odpov́ıdá násobeńı ω ve frekvenčńı oblasti (až na násobek i).Pro k-tou derivaci

F
(
Dkf

)
(ω) = F

(
f (k)

)
(ω) = (iω)

k
F (ω) .

Podobně bychom dostali i vzorec pro integrál (děĺıme iω), ale museli bychom ohĺıdat podmı́nky pro existenci
jeho Fourierova obrazu.

8.4 Aplikace Fourierovy transformace

• Frekvenčńı analýza neperiodických signál̊u, hledáńı odezvy lineárńıch systémů.

• Filtrace šumu (pokud má jinou frekvenčńı charakteristiku než užitečný signál).

• Komprese informace (ztrátová i bezeztrátová), např. ve formátu JPEG.

• Rozpoznáváńı, zejména zvuku (řeči) – Fourier̊uv obraz nese stejnou informaci jako p̊uvodńı signál a může
být vhodněǰśı pro daľśı zpracováńı.

• ...

8.5 Obecněǰśı integrálńı transformace

Integrálńı transformaćı obecně rozumı́me zobrazeńı, které funkci f přǐrazuje funkci F tak, že se vynásob́ı vhod-
nou funkćı dvou proměnných κ (zvanou jádro transformace) a zintegruje podle p̊uvodńı proměnné,

F (ω) =

∫ b

a

f (t) κ (ω, t) dt .

V př́ıpadě Fourierovy transformace je

κ (ω, t) = e−iω t , a = −∞, b =∞ .

Lze použ́ıt jiné jádro, např. cos (ω t) nebo sin (ω t), a jiné meze integrace. Např. Laplaceova transformace
použ́ıvá

κ (s, t) = e−s t , a = 0, b =∞ ,

kde však proměnná s je komplexńı. Má obdobné vlastnosti jako Fourierova transformace, zejména derivováńı
vzoru odpov́ıdá vynásobeńı obrazu. Toho se využ́ıvá při řešeńı lineárńıch diferenciálńıch rovnic; jejich
charakteristická rovnice vznikla právě t́ımto postupem.

”
Integračńı obor“ může být tvořen též spočetně mnoha body, dostáváme diskrétńı transformace. Použ́ıvaj́ı

se např. pro reprezentaci nebo kompresi digitálńıch signál̊u a pro řešeńı lineárńıch diferenčńıch rovnic.
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ČVUT, Praha, 2005.
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