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4 Úlohy pro opakováńı 11

1 Pravděpodobnosti stav̊u, klasifikace stav̊u, stacionárńı rozděleńı

Cvičeńı 1.1. V cyklu délky 4 v každém kroku nezávisle vybereme postup po směru hodinových ručiček s pravdě-
podobnost́ı 2/3, v opačném směru s pravděpodobnost́ı 1/3. Stanovte pravděpodobnosti stav̊u po 4 kroćıch, jestlǐze
počátečńı stav je 1.
Klasifikujte stavy.
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Řešeńı. Prvńı řádek matice

P 4 =


0 2/3 0 1/3

1/3 0 2/3 0
0 1/3 0 2/3

2/3 0 1/3 0


4

=


41
81 0 40

81 0
0 41

81 0 40
81

40
81 0 41

81 0
0 40

81 0 41
81


(nemuśıme násobit celou matici, stač́ı ji 4× vynásobit zleva vektorem).
Všechny stavy jsou trvalé s periodou 2, řetězec je nerozložitelný.

Cvičeńı 1.2. V Markovově řetězci s následuj́ıćı matićı přechodu oklasifikujte všechny stavy a najděte všechny
uzavřené množiny trvalých stav̊u. 

0 0 0 1/5 4/5
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

1/3 0 1/3 0 1/3


Řešeńı. Stav 3 je trvalý absorpčńı, stavy 2 a 4 jsou trvalé s periodou 2, stavy 1 a 5 jsou přechodné. Všechny
uzavřené množiny trvalých stav̊u jsou ∅, {3}, {2, 4}, {2, 3, 4}.
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Cvičeńı 1.3. V Markovově řetězci s následuj́ıćı matićı přechodu oklasifikujte všechny stavy a najděte všechny
uzavřené množiny trvalých stav̊u. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı.

P =


0 0 1 0
0 1 0 0

1/2 0 1/2 0
1/4 1/4 0 1/2


Ke kterému z nich konverguje rozděleńı stav̊u, vyjdeme-li ze stavu 4?

Řešeńı. Stav 2 je trvalý absorpčńı, stavy 1 a 3 jsou trvalé neperiodické, stav 4 je přechodný. Všechny uzavřené
množiny trvalých stav̊u jsou ∅, {2}, {1, 3}, {1, 2, 3}. Stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı dostaneme řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic (

a b c 1− a− b− c
)
P =

(
a b c 1− a− b− c

)
,

vyjde
(
a 1− 3 a 2 a 0

)
, 0 ≤ a ≤ 1/3. Ze stavu 4 dojdeme se stejnou pravděpodobnost́ı do absorpčńıho

stavu 2 jako do uzavřené množiny {1, 3}, která tvoř́ı nerozložitelný Markov̊uv podřetězec. Tomu odpov́ıdá hodnota
a = 1/6 a rozděleńı pravděpodobnost́ı

(
1/6 1/2 1/3 0

)
.

Cvičeńı 1.4. Markov̊uv řetězec má matici přechodu 1 0 0
0 1 0

1/6 1/3 1/2

 .

Je-li počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı rovnoměrné, jaké je po 4 kroćıch?

Řešeńı.  1 0 0
0 1 0

1/6 1/3 1/2

4

=

1 0 0
0 1 0
1
4

1
2

1
4

2

=

 1 0 0
0 1 0
5
16

5
8

1
16

 ,

(
1/3 1/3 1/3

)  1 0 0
0 1 0
5
16

5
8

1
16

 =
(

7
16

13
24

1
48

)
.

Cvičeńı 1.5. Markov̊uv řetězec má matici přechodu
0 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 0 1 0

1/4 1/4 1/4 0 1/4

 .

A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Řešeńı. A. Stavy 3 a 5 jsou přechodné, stav 4 je trvalý absorpčńı, stavy 1 a 2 jsou trvalé s periodou 2.
B. Všechny uzavřené množiny trvalých stav̊u jsou ∅, {4}, {1, 2}, {1, 2, 4}.
C. Ve stacionárńım rozděleńı muśı být pravděpodobnosti přechodných stav̊u nulové. Stacionárńı rozděleńı prav-
děpodobnost́ı trvalých stav̊u 1, 2, 4 dostaneme řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

(
a b 1− a− b

) 0 1 0
1 0 0
0 0 1

 =
(
a b 1− a− b

)
(v matici přechodu jsme vynechali řádky a sloupce odpov́ıdaj́ıćı přechodným stav̊um); vyjde

(
a a 1− 2 a

)
,

0 ≤ a ≤ 1/2. K těmto stacionárńım rozděleńım pravděpodobnosti stav̊u nekonverguj́ı.
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Cvičeńı 1.6. Markov̊uv řetězec má matici přechodu
2/3 1/3 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
0 1/2 0 1/2

 .

A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Výsledky. A. Stav 1 je přechodný, zbývaj́ıćı trvalé neperiodické (ergodické).
B. {2, 3, 4}, ∅.
C. Konverguje ke stacionárńımu rozděleńı (0, 3/7, 2/7, 2/7).

Cvičeńı 1.7. Markov̊uv řetězec má matici přechodu
2/3 1/3 0 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2

1/2 0 0 1/2

 .

A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Výsledky. A. Všechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické).
B. {1, 2, 3, 4}, ∅.
C. Konverguje ke stacionárńımu rozděleńı (1/3, 2/9, 2/9, 2/9).

Cvičeńı 1.8. Markov̊uv řetězec má matici přechodu
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
1 0 0 0 0
0 0 1/4 1/2 1/4

 .

A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Řešeńı. A. Stavy 3 a 5 jsou přechodné, stavy 1, 2, 4 jsou trvalé s periodou 3.
B. ∅, {1, 2, 4}.
C. Ve stacionárńım rozděleńı muśı být pravděpodobnosti přechodných stav̊u nulové. Stacionárńı rozděleńı prav-
děpodobnost́ı trvalých stav̊u 1, 2, 4 dostaneme řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

(
a b 1− a− b

) 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 =
(
a b 1− a− b

)
(v matici přechodu jsme vynechali řádky a sloupce odpov́ıdaj́ıćı přechodným stav̊um); vyjde (1/3, 1/3, 1/3). K to-
muto stacionárńımu rozděleńı pravděpodobnosti stav̊u nekonverguj́ı.

Cvičeńı 1.9. Markov̊uv řetězec má matici přechodu 0 1 0
0 0 1

1/4 1/4 1/2

 .

Je-li počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı rovnoměrné, jaké je po 4 kroćıch?
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Řešeńı.  0 1 0
0 0 1

1/4 1/4 1/2

4

=
1

32
·

4 12 16
4 8 20
5 9 18

 ,

1

32
·
(
1/3 1/3 1/3

) 4 12 16
4 8 20
5 9 18

 =
(
13
96

29
96

9
16

)
.

Mı́sto toho lze počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı 4× násobit zprava matićı přechodu.

Cvičeńı 1.10. Pohybujeme se ve čtvercové śıti o 2 řádćıch a 3 sloupćıch. Z každého z 6 uzl̊u m̊užeme pouze
do sousedńıho vlevo, vpravo, nebo dole (pokud tam nějaký je), pravděpodobnosti přechodu do všech povolených
sousedńıch uzl̊u jsou stejné.
A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Řešeńı. A. Horńı řada uzl̊u odpov́ıdá přechodným stav̊um, dolńı trvalým, které maj́ı periodu 2.
B. Uzavřená je pouze množina všech 3 trvalých stav̊u a prázdná množina.
C. Ve stacionárńım rozděleńı muśı být pravděpodobnosti přechodných stav̊u nulové. Trvalé stavy maj́ı v tomto
př́ıpadě stacionárńı pravděpodobnosti

(
1/4 1/2 1/4

)
, neboť matice přechodu mezi nimi je 0 1 0

1/2 0 1/2
0 1 0

 .

K tomuto stacionárńımu rozděleńı pravděpodobnosti stav̊u nekonverguj́ı; přesněji, konverguj́ı pouze z počátečńıch
rozděleńı tvaru

(
a 1/2 1/2− a

)
, kde a ∈ 〈0, 1/2〉.

Cvičeńı 1.11. Pohybujeme se ve čtvercové śıti o 3 řádćıch a 2 sloupćıch. Z každého z 6 uzl̊u m̊užeme pouze
do sousedńıho vlevo, vpravo, nebo dole (pokud tam nějaký je), pravděpodobnosti přechodu do všech povolených
sousedńıch uzl̊u jsou stejné.
A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Řešeńı. A. Dolńı řada uzl̊u odpov́ıdá trvalým stav̊um; ty maj́ı periodu 2. Ostatńı stavy jsou přechodné.
B. Uzavřená je pouze množina všech 2 trvalých stav̊u a prázdná množina.
C. Ve stacionárńım rozděleńı muśı být pravděpodobnosti přechodných stav̊u nulové. Trvalé stavy maj́ı v tomto
př́ıpadě stacionárńı pravděpodobnosti

(
1/2 1/2

)
, neboť matice přechodu mezi nimi je(

0 1
1 0

)
.

K tomuto stacionárńımu rozděleńı pravděpodobnosti stav̊u nekonverguj́ı.

Cvičeńı 1.12. Markov̊uv řetězec má matici přechodu
1 0 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
0 0 0 1

 .

A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Výsledky. A. Stavy 1 a 4 jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı přechodné.
B. {1, 4}, {1}, {4}, ∅.
C. Stacionárńı je každé rozděleńı tvaru (a, 0, 0, 1− a), a ∈ 〈0, 1〉. Z jakéhokoli počátečńıho rozděleńı (a, b, c, d),
a, b, c, d ∈ 〈0, 1〉, a + b + c + d = 1, konverguje k rozděleńı (a, 0, 0, 1− a).
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Cvičeńı 1.13. Markov̊uv řetězec má matici přechodu
1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 0

1/2 0 0 1/2

 .

A. Klasifikujte všechny stavy.
B. Najděte všechny uzavřené množiny stav̊u.
C. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı a posuďte, zda řetězec k některému z nich konverguje.

Výsledky. A. Stavy 1 a 4 jsou přechodné, zbývaj́ıćı trvalé neperiodické (ergodické).
B. {2, 3}, ∅.
C. Konverguje ke stacionárńımu rozděleńı (0, 1/2, 1/2, 0).

2 Asymptotické pravděpodobnosti stav̊u

Cvičeńı 2.1. Najděte asymptotické pravděpodobnosti stav̊u Markovova řetězce s matićı přechodu
1/4 1/2 1/4 0
1/4 1/2 0 1/4
0 0 1 0
0 0 0 1

 ,

jestlǐze počátečńı stav je 2.

Řešeńı. Prvńı dva stavy jsou přechodné, zbývaj́ıćı dva absorpčńı. Permutaćı stav̊u (3, 4, 1, 2) dostaneme matici
přechodu ve tvaru

P =


1 0 0 0
0 1 0 0

1/4 0 1/4 1/2
0 1/4 1/4 1/2

 =

(
I2 0
R Q

)
,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/4 0
0 1/4

)
, Q =

(
1/4 1/2
1/4 1/2

)
.

Fundamentálńı matice je

F = (I2 −Q)−1 =

(
3/4 −1/2
−1/4 1/2

)−1

= 4 ·
(

1/2 1/2
1/4 3/4

)
,

Matice

F R =

(
1/2 1/2
1/4 3/4

)
udává pravděpodobnosti dosažeńı absorpčńıch stav̊u z přechodných. Jej́ı posledńı řádek odpov́ıdá zadáńı, že
zač́ınáme ve stavu 2. Asymptotické pravděpodobnos˜přechodných stav̊u jsou nulové, dohromady (1/4, 3/4, 0, 0)
po změně pořad́ı stav̊u, (0, 0, 1/4, 3/4) při jejich p̊uvodńım pořad́ı.

Cvičeńı 2.2. Čtyři hráči házej́ı minćı. Komu padne ĺıc, vyhrává. Padne-li rub, háźı daľśı hráč v pořad́ı
(cyklicky se stř́ıdaj́ı, dokud některý nevyhraje). Najděte pravděpodobnosti výhry jednotlivých hráč̊u.

Řešeńı. Matice přechodu je

P =



1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0

1/2 0 0 0 0 1/2 0 0
0 1/2 0 0 0 0 1/2 0
0 0 1/2 0 0 0 0 1/2
0 0 0 1/2 1/2 0 0 0


=

(
I4 0
R Q

)
,
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R =


1/2 0 0 0
0 1/2 0 0
0 0 1/2 0
0 0 0 1/2

 , Q =


0 1/2 0 0
0 0 1/2 0
0 0 0 1/2

1/2 0 0 0

 .

Fundamentálńı matice je

F = (I4 −Q)−1 =


1 −1/2 0 0
0 1 −1/2 0
0 0 1 −1/2
−1/2 0 0 1


−1

=
1

15
·


16 8 4 2
2 16 8 4
4 2 16 8
8 4 2 16

 ,

F R =
1

15
·


8 4 2 1
1 8 4 2
2 1 8 4
4 2 1 8

 ,

pravděpodobnosti výhry hráč̊u (v pořad́ı, ve kterém hraj́ı), jsou (8/15, 4/15, 2/15, 1/15).
Mı́sto výpočtu fundamentálńı matice lze použ́ıt úvahu, že prvńı hráč vyhraje prvńım hodem s pravděpodobnost́ı
1/2, zat́ımco ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech, tj. s pravděpodobnost́ı 1/2, se octne druhý hráč ve stejné situaci, tedy
jeho šance na výhru je 2× menš́ı. Z téhož d̊uvodu je poměr šanćı na výhru 8 : 4 : 2 : 1.

Cvičeńı 2.3. V cyklu délky
A. 3
B. 4
v každém kroku nezávisle vybereme postup po směru hodinových ručiček s pravděpodobnost́ı 2/3, v opačném
směru s pravděpodobnost́ı 1/3. Odhadněte pravděpodobnosti stav̊u po 1000 kroćıch, jestlǐze počátečńı stav je 1.
Jaký je vliv počátečńıho stavu?

Řešeńı. V obou př́ıpadech se jedná o nerozložitelný Markov̊uv řetězec.
A. Stavy jsou aperiodické, po 1000 kroćıch maj́ı všechny přiblǐzně stejnou pravděpodobnost 1/3. Vliv počátečńıho
stavu je nepatrný.
B. Stavy maj́ı periodu 2, po 1000 kroćıch (tedy velkém sudém počtu) jsou možné pouze liché stavy, 1 a 3; maj́ı
přiblǐzně stejnou pravděpodobnost 1/2. Zálež́ı na tom, zda počátečńı stav je sudý nebo lichý, ale který z nich to
je, má jen nepatrný vliv.

Cvičeńı 2.4. Alice, Bob a Cyril házej́ı kostkou (v tomto pořad́ı). Kdo prvńı hod́ı šestku, vyhrává. Hra se
opakuje, dokud někdo nehod́ı šestku. Stanovte pravděpodnosti výhry jednotlivých hráč̊u.

Řešeńı.
(
36
91

30
91

25
91

)
. Kromě výpočtu fundamentálńı matice lze použ́ıt úvahu, že Alice vyhraje prvńım hodem

s pravděpodobnost́ı 1/6, zat́ımco ve zbývaj́ıćıch př́ıpadech, tj. s pravděpodobnost́ı 5/6, se octne Bob ve stejné
situaci jako Alice na začátku, tedy jeho šance na výhru je menš́ı v poměru 5/6. Z téhož d̊uvodu je Cyrilova

šance menš́ı než Bobova v poměru 5/6. Výsledek je tedy tvaru
(
a 5

6 a
(
5
6

)2
a
)

a požadavek jednotkového

součtu pravděpodobnost́ı dává a = 36
91 .

Cvičeńı 2.5. Alice a Bob hraj́ı následuj́ıćı hru: Hráč, který je na řadě, hod́ı kostkou. Padne-li 6, vyhrává a hra
konč́ı. Padne-li liché č́ıslo, pokračuje stejný hráč. Padne-li jiné sudé č́ıslo r̊uzné od 6, pokračuje druhý hráč.
Zač́ıná Alice. Jaké jsou pravděpodobnosti výsledk̊u hry?

Řešeńı. Matice přechodu po vhodné permutaci stav̊u (“vyhrála Alice”, “vyhrál Bob”, “hraje Alice”, “hraje
Bob”) je 

1 0 0 0
0 1 0 0

1/6 0 1/2 1/3
0 1/6 1/3 1/2

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde prvńı 2 stavy jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı 2 přechodné,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/6 0
0 1/6

)
, Q =

(
1/2 1/3
1/3 1/2

)
.

Fundamentálńı matice tohoto řetězce je
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F = (I2 −Q)−1 =

(
1/2 −1/3
−1/3 1/2

)−1

=
6

5

(
3 2
2 3

)
,

F R =
1

5

(
3 2
2 3

)
.

Pravděpodobnost výhry zač́ınaj́ıćıho hráče (Alice) je 3/5.

Cvičeńı 2.6. Alice tref́ı terč s pravděpodobnost́ı 1/3, Bob s pravděpodobnost́ı 1/2. Pokud hráč zasáhne terč,
stř́ıĺı dále, pokud mine, je na řadě druhý hráč. Zač́ıná Alice. Alice vyhrává, pokud tref́ı terč 2× za sebou, Bob
vyhrává, pokud tref́ı terč 3× za sebou. Pro oba hráče stanovte pravděpodobnosti výhry.

Řešeńı. Pokud bychom rozlǐsovali nejen to, který hráč je na řadě, ale i kolik jǐz má úspěšných pokus̊u,
potřebovali bychom 3 + 4 = 7 stav̊u. Jednodušš́ı popis dostaneme, jestlǐze rozlǐsujeme pouze stavy “vyhrála
Alice”, “vyhrál Bob”, “hraje Alice”, “hraje Bob” a celou sérii úspěšných pokus̊u považujeme za jeden krok
(konč́ı výhrou hráče s pravděpodobnost́ı (1/3)2 pro Alici, (1/2)3 pro Boba, nebo se na řadu dostává druhý hráč).
Dostáváme matici přechodu 

1 0 0 0
0 1 0 0

1/9 0 0 8/9
0 1/8 7/8 0

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde prvńı 2 stavy jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı 2 přechodné,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/9 0
0 1/8

)
, Q =

(
0 8/9

7/8 0

)
.

Fundamentálńı matice tohoto řetězce je

F = (I2 −Q)−1 =

(
1 −8/9
−7/8 1

)−1

=

(
9
2 4
63
16

9
2

)
,

F R =

(
1
2

1
2

7
16

9
16

)
.

Pokud zač́ıná Alice, je pravděpodobnost výhry pro oba hráče stejná, 1/2.

Cvičeńı 2.7. Alice a Bob házej́ı minćı. Padne-li dvakrát po sobě rub, vyhrává Alice. Padne-li sekvence rub-ĺıc-
rub, vyhrává Bob. Hra pokračuje, dokud nenastane jeden těchto výsledk̊u. Jaké jsou pravděpodobnosti výsledk̊u?
(Návod: Stač́ı zač́ıt po prvńıch dvou kroćıch, kdy 4 ze stav̊u maj́ı stejnou pravděpodobnost.)

Řešeńı. Přechodné stavy, které potřebujeme k popisu jen před dokončeńım prvńıch dvou hod̊u, m̊užeme ig-
norovat. Zbývá 5 stav̊u, které označ́ıme sekvenćı posledńıch výsledk̊u: RLR, RR, LR, RL, LL. Po prvńıch dvou
kroćıch maj́ı stavy RR, LR, RL, LL pravděpodobnost 1/4. Z nich RR je trvalý, zbývaj́ıćı 3 přechodné. Matice
přechodu pro toto pořad́ı stav̊u je

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0

1/2 0 0 0 1/2
0 0 1/2 0 1/2

 =

(
I2 0
R Q

)
,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

 0 1/2
1/2 0
0 0

 , Q =

 0 1/2 0
0 0 1/2

1/2 0 1/2

 .

Fundamentálńı matice tohoto řetězce je
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F = (I3 −Q)−1 =

 1 −1/2 0
0 1 −1/2
−1/2 0 1/2

−1

=

 4
3

2
3

2
3

2
3

4
3

4
3

4
3

2
3

8
3

 ,

F R =

 1
3

2
3

2
3

1
3

1
3

2
3

 .

Tuto matici vynásob́ıme zleva pravděpodobnostmi přechodných stav̊u po prvńıch dvou kroćıch,
(
1/4 1/4 1/4

)
,

a dostaneme
(
1/3 5/12

)
. K tomu nutno připoč́ıtat, že s pravděpodobnost́ı 1/4 jǐz po prvńıch dvou kroćıch

nastane absorpčńı stav RR, takže pravděpodobnost výhry Boba je 1/3, Alice 2/3.

Cvičeńı 2.8. Alice, Bob a Cyril házej́ı minćı (v tomto pořad́ı). Kdo prvńı hod́ı ĺıc, vyhrává. Hra se opakuje,
dokud někdo nehod́ı ĺıc. Stanovte pravděpodnosti výhry jednotlivých hráč̊u.

Výsledky.
(
4/7 2/7 1/7

)
.

Cvičeńı 2.9. Stanovte asymptotické pravděpodobnosti stav̊u Markovova řetězce s následuj́ıćı matićı přechodu:
1/2 1/2 0 0
0 2/3 0 1/3
0 0 4/5 1/5

2/3 0 0 1/3


Výsledky. Stav 3 je přechodný, všechny ostatńı jsou trvalé, jejich pravděpodobnosti konverguj́ı k jedinému
stacionárńımu rozděleńı,

(
4/13 6/13 0 3/13

)
.

Cvičeńı 2.10. (Obnovováńı paměti) Přepisujeme binárńı informaci, přičemž s pravděpodobnost́ı 1 % přeṕı̌seme
0 jako 1, s pravděpodobnost́ı 2 % přeṕı̌seme 1 jako 0. Jaké bude rozděleńı pravděpodobnost́ı po velkém počtu
přepis̊u?

Výsledky. Matice přechodu je

P =

(
0.99 0.01
0.02 0.98

)
.

Řetězec je ergodický, z libovolného počátečńıho stavu konverguje k jedinému stacionárńımu rozděleńı pravděpo-
dobnost́ı, kterým je

(
2
3

1
3

)
. Stejný výsledek dává mocnina matice

P t =

(
2
3

1
3

2
3

1
3

)
+ 0.97t

(
1
3 − 1

3
− 2

3
2
3

)
.

Cvičeńı 2.11. Alice a Bob hraj́ı následuj́ıćı hru: Hráč, který je na řadě, hod́ı kostkou. Padne-li 6, vyhrává a
hra konč́ı. Padne-li jiné sudé č́ıslo, pokračuje stejný hráč. Padne-li liché č́ıslo, pokračuje druhý hráč. Zač́ıná
Alice. Jaké jsou pravděpodobnosti výsledk̊u hry?

Řešeńı. Matice přechodu po vhodné permutaci stav̊u (“vyhrála Alice”, “vyhrál Bob”, “hraje Alice”, “hraje
Bob”) je 

1 0 0 0
0 1 0 0

1/6 0 1/3 1/2
0 1/6 1/2 1/3

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde prvńı 2 stavy jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı 2 přechodné,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/6 0
0 1/6

)
, Q =

(
1/3 1/2
1/2 1/3

)
.

Fundamentálńı matice tohoto řetězce je

F = (I2 −Q)−1 =

(
2/3 −1/2
−1/2 2/3

)−1

=
36

7

(
2/3 1/2
1/2 2/3

)
,

F R =
6

7

(
2/3 1/2
1/2 2/3

)
=

(
4/7 3/7
3/7 4/7

)
.
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Zač́ıná Alice, tj. počátečńı rozděleńı stav̊u je p(0) =
(
1 0

)
a asymptotické

p(0)F R =
(
1 0

)
·
(

4/7 3/7
3/7 4/7

)
=
(
4/7 3/7

)
.

Pravděpodobnost výhry zač́ınaj́ıćıho hráče (Alice) je 4/7.

Cvičeńı 2.12. Najděte asymptotické pravděpodobnosti stav̊u Markovova řetězce s matićı přechodu
1 0 0 0

1/3 1/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
0 0 0 1

 ,

jestlǐze počátečńı stav je 2.

Řešeńı. Stavy 1 a 4 jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı přechodné. Permutaćı stav̊u (1, 4, 2, 3) dostaneme matici přechodu
ve tvaru

P =


1 0 0 0
0 1 0 0

1/3 0 1/3 1/3
0 1/2 0 1/2

 =

(
I2 0
R Q

)
,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/3 0
0 1/2

)
, Q =

(
1/3 1/3
0 1/2

)
.

Fundamentálńı matice je

F = (I2 −Q)−1 =

(
2/3 −1/3
0 1/2

)−1

= 3 ·
(

1/2 1/3
0 2/3

)
=

(
3/2 1
0 2

)
.

Matice

F R =

(
1/2 1/2
0 1

)
udává pravděpodobnosti dosažeńı absorpčńıch stav̊u z přechodných. Jej́ı prvńı řádek odpov́ıdá zadáńı, že zač́ınáme
ve stavu 2. Asymptotické pravděpodobnosti přechodných stav̊u jsou nulové, dohromady (1/2, 1/2, 0, 0) po změně
pořad́ı stav̊u, (1/2, 0, 0, 1/2) při jejich p̊uvodńım pořad́ı.

Cvičeńı 2.13. Tři hráči házej́ı kostkou. Komu padne 5 nebo 6, vyhrává. Padne-li jiné č́ıslo, háźı daľśı hráč
v pořad́ı (cyklicky se stř́ıdaj́ı, dokud některý nevyhraje). Najděte pravděpodobnosti výhry jednotlivých hráč̊u.

Řešeńı. Matice přechodu je

P =


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0

1/3 0 0 0 2/3 0
0 1/3 0 0 0 2/3
0 0 1/3 2/3 0 0

 =

(
I3 0
R Q

)
,

R =

1/3 0 0
0 1/3 0
0 0 1/3

 , Q =

 0 2/3 0
0 0 2/3

2/3 0 0

 .

Fundamentálńı matice je

F = (I3 −Q)−1 =

 1 −2/3 0
0 1 −2/3
−2/3 0 1

−1

=
27

19
·

 1 2/3 4/9
4/9 1 2/3
2/3 4/9 1

 =

=
3

19
·

9 6 4
4 9 6
6 4 9

 ,

F R =
1

19
·

9 6 4
4 9 6
6 4 9

 ,

pravděpodobnosti výhry hráč̊u (v pořad́ı, ve kterém hraj́ı), jsou (9/19, 6/19, 4/19).
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3 Maximálně věrohodné odhady

Cvičeńı 3.1. Odhadněte stavy i a k Markovova řetězce s matićı přechodu
1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2

1/2 0 0 1/2


z pozorované posloupnosti stav̊u (1, i, 2, k, 3).

Řešeńı. Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i, k) = p1(0) · p1i · pi2 · p2k · pk3 .

Odhady stav̊u i, k jsou nezávislé. Věrohodnost stavu i záviśı na 1. řádku a 2. sloupci matice přechodu, stavu k
na 2. řádku a 3. sloupci. Maximum nastává pro i = 2, k = 2.

Cvičeńı 3.2. Odhadněte stavy i a k Markovova řetězce s matićı přechodu
1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2

1/2 0 0 1/2


z pozorované posloupnosti stav̊u (2, i, k, 3).

Řešeńı. Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i, k) = p2(0) · p2i · pik · pk3 .

Je nenulová pro (i, k) ∈ {(2, 2), (2, 3), (3, 3)}. Maximum nastává pro i = 2, k = 2.

Cvičeńı 3.3. Markov̊uv řetězec má dva stavy, 1, 2. Pravděpodobnost přechodu ze stavu 1 do stavu 2 je p,
pravděpodobnost přechodu ze stavu 2 do stavu 1 je q.
A. Z pozorované posloupnosti stav̊u

(1, 2, 2, 1, 1, 1, 2, 1, 1, 1, 2, 2, 1, 1, 1, 1)

odhadněte parametry p, q.
B. Určete pravděpodobnosti stav̊u 2 kroky poté, co byl řetězec ve stavu 1.
C. Stanovte stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u a posuďte, zda řetězec k tomuto rozděleńı konverguje.
D. Stanovte pravděpodobnost, že se řetězec ze stavu 1 vrát́ı do tohoto stavu v nejvýše 3 kroćıch.
E. Stanovte pravděpodobnost, že se řetězec ze stavu 1 vrát́ı do tohoto stavu (v libovolném počtu krok̊u).

Řešeńı. A.

P =

(
1− p p
q 1− q

)
.

Pozorované absolutńı a relativńı četnosti přechod̊u:
1 2

1 7 3
2 3 2

1 2
1 0.7 0.3
2 0.6 0.4

Maximálně věrohodný odhad matice přechodu je roven relativńım četnostem, tj. p = 0.3, q = 0.6,

P =

(
0.7 0.3
0.6 0.4

)
.

B.

P 2 =

(
0.67 0.33
0.66 0.34

)
,

prvńı řádek udává pravděpodobnosti stav̊u po dvou kroćıch při počátečńım stavu 1. (Nemuśıme násobit celou
matici, stač́ı ji 2× vynásobit zleva vektorem.)
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C. Řešeńım rovnice (
a 1− a

)
(P − I) = 0

dostaneme a = 2/3,
(
a 1− a

)
=
(
2/3 1/3

)
, což je jediné stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u.

Řetězec k němu konverguje, neboť je ergodický.
D. pk = pravděpodobnost návratu do stavu 1 po právě k kroćıch:

k pk
1 0.7
2 0.18
3 0.072

celkem 0.952

E. Návrat do stavu 1 nastane s pravděpodobnost́ı 1, neboť řetězec je ergodický.

Cvičeńı 3.4. Odhadněte stav i Markovova řetězce s matićı přechodu
1/3 1/3 0 1/3
0 1/3 2/3 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/3 2/3


z pozorované posloupnosti stav̊u (1, i, i, 3).

Řešeńı. Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i, k) = p1(0) · p1i · pii · pi3 .

Záviśı na 1. řádku, diagonále a 3. sloupci matice přechodu. Maximum p1(0) · 2/27 nastává pro i ∈ {2, 4}.

Cvičeńı 3.5. Odhadněte stavy i a k Markovova řetězce s matićı přechodu
0.3 0.2 0.3 0.2
0.25 0.25 0.25 0.25
0.1 0.4 0.1 0.4
0.3 0.1 0.3 0.3


z pozorované posloupnosti stav̊u (2, i, k, 3).

Řešeńı. Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i, k) = p2(0) · p2i · pik · pk3 ,

přičemž p2i = 0.25 nezávisle na i. Maximum nastává pro i = 3, k = 4.

4 Úlohy pro opakováńı

Pro následuj́ıćı úlohy můžete použ́ıt např. matice přechodu

PA =

0 2/3 1/3
1 0 0
0 1 0

 , PB =

 0 2/3 1/3
1/3 0 2/3
2/3 1/3 0

 ,

PC =

0.7 0.2 0.1
0.1 0.7 0.2
0.1 0 0.9

 , PD =

 1 0 0
1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3

 .

Cvičeńı 4.1. Najděte přechodové diagramy.

Cvičeńı 4.2. Odhadněte počátečńı stav i a koncový stav k Markovova řetězce s danou matićı přechodu, jestlǐze
posloupnost stav̊u byla i, 2, 1, 3, k (dále ji neznáme) a počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı bylo rovnoměrné.
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Řešeńı. Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i, k) = pi(0) · pi2 · p21 · p13 · p3k .

Lze vytknout konstanty včetně pi(0) = 1/3 (pokud jsou nenulové!), věrohodnost je úměrná pi1 · p2k. Odhady
stav̊u i, k jsou nezávislé.
Věrohodnost možných hodnot stavu k je dána 3. řádkem matice přechodu, věrohodnost stavu i 2. sloupcem matice
přechodu. Je však nutno vyloučit př́ıpad D, neboť v něm posloupnost stav̊u 2, 1, 3 neńı možná a věrohodnost je
nulová!
[A. 3; 2, B. 1; 1, C. 2; 3, D. –]

Cvičeńı 4.3. Odhadněte stav i Markovova řetězce s danou matićı přechodu, jestlǐze posloupnost stav̊u byla
3, 2, i, 1.

Řešeńı. Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i) = p3(0) · p32 · p2i · pi1 .

Lze vytknout nenulové konstanty, pak je věrohodnost úměrná p2i · pi1, jednotlivým hodnotám odpov́ıdaj́ı součiny
2. řádku a 1. sloupce po složkách. V př́ıpadě A je pro všechny hodnoty i nulová.
[A. –, B. 3, C. –, D. 1]

Cvičeńı 4.4. Který z daných Markovových řetězc̊u sṕı̌se mohl vygenerovat posloupnost stav̊u (a) 2, 3, 2, 1, 2,
(b) 1, 2, 1, 3?

Výsledky. (a) B (jako jediný m̊uže vygenerovat tuto posloupnost), (b) A.

Cvičeńı 4.5. Je-li počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı rovnoměrné, jaké je po 2 kroćıch?

Řešeńı. p =
(
1/3 1/3 1/3

)
,

pP 2
A =

(
5
9

1
3

1
9

)
,

pP 2
B =

(
1
3

1
3

1
3

)
,

pP 2
C =

(
0.28 0.27 0.45

)
,

pP 2
D =

(
85
108

19
108

1
27

)
=
(
0.787 0.176 0.037

)
.

Cvičeńı 4.6. Klasifikujte stavy řetězc̊u.

Výsledky. A, B, C. Všechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické), řetězec je nerozložitelný.
D. Stav 1 je trvalý absorpčńı, 2 a 3 jsou přechodné.

Cvičeńı 4.7. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u a posuďte, zda k nim rozděleńı
stav̊u konverguje.

Řešeńı. A, B, C. Řetězce jsou ergodické, maj́ı tedy jediné stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı, ke kterému
konverguj́ı z libovolného počátečńıho stavu. Dostaneme je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic(

a b 1− a− b
)
P =

(
a b 1− a− b

)
.

A.
(
3
7

3
7

1
7

)
B.
(
1
3

1
3

1
3

)
C.
(
1
4

1
6

7
12

)
D.
(
1 0 0

)
(ve stacionárńım rozděleńı muśı být pravděpodobnosti přechodných stav̊u nulové)

Cvičeńı 4.8. Markov̊uv řetězec má matici přechodu

P =

 1 0 0
0.3 0.6 0.1
0.3 0.1 0.6

 .

Počátečńı stav je 3. Vypočtěte (alespoň přiblǐzně) rozděleńı pravděpodobnost́ı
A. po 4 kroćıch,
B. po 224 kroćıch.
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Řešeńı. A.

P 4 =

 1 0 0
0.51 0.37 0.12
0.51 0.12 0.37

2

=

 1 0 0
0.7599 0.1513 0.0888
0.7599 0.0888 0.1513

 .

Hledané rozděleńı je v 3. řádku výsledku,
(
0.7599 0.0888 0.1513

)
.

Mı́sto toho lze počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı 4× násobit zprava matićı přechodu:

(
0 0 1

)
· P 4 =

(
0.3 0.1 0.6

)
· P 3 =

(
0.51 0.12 0.37

)
· P 2 =

=
(
0.657 0.109 0.234

)
· P =

(
0.7599 0.0888 0.1513

)
.

B. Stav 1 je absorpčńı, zbývaj́ıćı přechodné, v nekonečnu se pravděpodobnost stavu 1 bĺı̌źı 1, přechodných stav̊u 0,
pro velký počet krok̊u bude výsledek velmi podobný.

Cvičeńı 4.9. Markov̊uv řetězec má matici přechodu

P =

(
0.6 0.4
0.2 0.8

)
.

Počátečńı rozděleńı stav̊u je rovnoměrné. Vypočtěte (alespoň přiblǐzně) rozděleńı pravděpodobnost́ı
A. po 4 kroćıch,
B. po 1 000 000 krok̊u.

Řešeńı. A.

P 4 =

(
0.44 0.56
0.28 0.72

)2

=

(
0.3504 0.6496
0.3248 0.6752

)
.

Rozděleńı po 4 kroćıch je

(
1/2 1/2

)
·
(

0.3504 0.6496
0.3248 0.6752

)
=
(
0.3376 0.6624

)
.

Mı́sto toho lze počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı 4× násobit zprava matićı přechodu:

(
1/2 1/2

)
· P 4 =

(
0.4 0.6

)
· P 3 =

(
0.36 0.64

)
· P 2 =

=
(
0.344 0.656

)
· P =

(
0.3376 0.6624

)
.

B. Stavy jsou ergodické, v nekonečnu se jejich pravděpodobnost bĺı̌źı jedinému stacionárńımu rozděleńı, které
dostaneme řešeńım rovnice (

a 1− a
)
· P =

(
a 1− a

)
,

vyjde
(
a 1− a

)
=
(
1/3 2/3

)
. Pro velký počet krok̊u bude výsledek velmi podobný.
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