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9 Směs náhodných veličin 9
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Část I

Teorie pravděpodobnosti

1 Motivačńı př́ıklady

Př́ıklad 1.1 (Monty Hall Problem). Hráč má uhádnout, za kterými z troj́ıch dveř́ı se skrývá výhra. Řekne sv̊uj
tip, poté mu moderátor (který v́ı, kde výhra je) otevře jiné dveře, za kterými výhra neńı. Poté dá hráči možnost
změnit sv̊uj tip. Má to hráč udělat?

Řešeńı. Pokud hráč trvá na svém prvńım odhadu, je pravděpodobnost výhry 1/3.
Pokud změńı tip, voĺı ze 2 možnost́ı, ale jeho šance se zvýš́ı na 2/3:
S pravděpodobnost́ı 1/3 byl prvńı odhad správný a druhý chybný.
S pravděpodobnost́ı 2/3 byl prvńı odhad chybný a druhý správný.

Př́ıklad 1.2 (4 PINy). 1Banka poslala ke 4 kont̊um př́ıstupová hesla (PIN), ale neuvedla, které heslo patř́ı ke
kterému účtu. Ke každému účtu lze vyzkoušet 3 kódy, po 3 chybách se zablokuje. Navrhněte postup, který dovoĺı
zpř́ıstupnit (v pr̊uměru) co nejv́ıce kont.

Řešeńı. Prvńı heslo zkouš́ıme postupně k jednotlivým kont̊um, dokud neuspějeme. Pak postupujeme stejně s
druhým heslem. V nejnepř́ıznivěǰśım př́ıpadě (pokud jsme správné konto našli vždy až na posledńı pokus) nyńı
máme pravděpodobnost 1/2, že zablokujeme jedno konto, všechna ostatńı se podař́ı otevř́ıt. (Toto neńı jediný
postup s t́ımto výsledkem.)

2 Kombinatorické pojmy a vzorce

Př́ıklad 2.1 (druhy náhodných výběr̊u). Kolika zp̊usoby lze z populace velikosti n vybrat

1. 12 finalistek soutěže krásy,

2. 4-členné družstvo na závod Dolomitenmann,

3. 1000 výherc̊u spotřebitelské soutěže?

U těch prob́ıraných druh̊u náhodných výběr̊u, které zde nejsou zastoupeny, najděte vlastńı př́ıklad.

Řešeńı.

1. 12 finalistek soutěže krásy: neuspořádaný výběr bez vraceńı,
(
n
12

)
.

2. 4-členné družstvo na závod Dolomitenmann: uspořádaný výběr bez vraceńı, n!
(n−4)! .

3. 1000 výherc̊u spotřebitelské soutěže: neuspořádaný výběr s vraceńım,
(
n+1000−1

1000

)
.

Neńı zde zastoupen uspořádaný výběr s vraceńım, např. výherci prvńıch tř́ı cen v literárńı soutěži, n3, a
permutace s opakováńım, např. počet možných zp̊usob̊u rozmı́stěńı osmi b́ılých šachových figur (bez pěšc̊u) na
1. řadě šachovnice, 8!

2!·2!·2!·1·1! = 5040.

Př́ıklad 2.2 (hypergeometrické rozděleńı). Mezi M výrobky je K vadných. Jaká je pravděpodobnost, že mezi
m náhodně vybranými výrobky je právě k vadných?

Řešeńı. Všechny možné výběry m z M výrobk̊u představuj́ı
(
M
m

)
elementárńıch jev̊u.

Z K vadných vybereme k výrobk̊u
(
K
k

)
zp̊usoby,

z M −K dobrých vybereme m− k výrobk̊u
(
M−K
m−k

)
zp̊usoby,

celkový počet možnost́ı je
(
K
k

)(
M−K
m−k

)
.

Výsledná pravděpodobnost je (
K
k

)(
M−K
m−k

)(
M
m

) , k ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} .

Odvodili jsme tzv. hypergeometrické rozděleńı.
1Autorem úlohy je V.˜Smutný, a ač to zńı neuvěřitelně, je to skutečný př́ıběh.
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Př́ıklad 2.3 (pravděpodobnosti zařazeńı do pr̊uzkumu). Alice a Bob žij́ı ve státě, který má n = 107 obyvatel.
Do statistického pr̊uzkumu bude vybráno k = 10 000 respondent̊u. Pro všechny čtyři typy výběr̊u vypočtěte počet
všech možnost́ı výběru a pravděpodobnost, že do výběru bude vybrána (a) Alice aspoň jednou, (b) Alice i Bob,
(c) Alice v́ıce než jednou.

Řešeńı. Uspořádaný výběr bez vraceńı:
Celkový počet možnost́ı n!

(n−k)!

.
= 6.730 · 1069 997.

(a) Alice (stejně jako Bob) neńı vybrána v (n−1)!
(n−1−k)!

.
= 6.723 · 1069 997 př́ıpadech, tj. s pravděpodobnost́ı

(n−1)!
(n−1−k)!

(n−k)!
n! = n−k

n = 0.999,

je vybrána s pravděpodobnost́ı 1− (n−1)!
(n−1−k)!

(n−k)!
n! = 1− n−k

n = k
n = 0.001.

(b) Alice ani Bob nejsou vybráni v (n−2)!
(n−2−k)! př́ıpadech, tj. s pravděpodobnost́ı (n−2)!

(n−2−k)!
(n−k)!
n! = (n−k) (n−k−1)

n (n−1)

.
=

0.998 001.
Od jednotky odečteme pravděpodobnost, že neńı vybrána Alice, a také, že neńı vybrán Bob, tj. 1− 2 n−k

n .
To jsme ale dvakrát odečetli výběry bez Alice i Boba, a muśıme je jednou přič́ıst. Pravděpodobnost, že bude

vybrána Alice i Bob, je 1− 2 n−k
n + (n−k) (n−k−1)

n (n−1) = k (k−1)
n (n−1)

.
= 9.999 · 10−7.

Alternativńı řešeńı: Alice bude vybrána s pravděpodobnost́ı k
n , ze zbývaj́ıćıch obyvatel do zbytku výběru Bob

s pravděpodobnost́ı k−1
n−1 .

Neuspořádaný výběr bez vraceńı:
Celkový počet možnost́ı

(
n
k

)
= n!

(n−k)! k!

.
= 2.365 · 1034 338.

(a) Alice je vybrána v
(
n−1
k−1

)
= (n−1)!

(n−k)! (k−1)!

.
= 2.365·1034 335 př́ıpadech, tj. s pravděpodobnost́ı (n−1)!

(n−k)! (k−1)!
(n−k)! k!

n! =
k
n = 0.001.

(b) Alice i Bob jsou vybráni v
(
n−2
k−2

)
př́ıpadech, tj. opět s pravděpodobnost́ı (n−2)!

(n−k)! (k−2)!
(n−k)! k!

n! = k (k−1)
n (n−1)

.
=

9.999 · 10−7.

Uspořádaný výběr s vraceńım:
Celkový počet možnost́ı nk = 1070 000.

(a) Alice neńı vybrána v (n− 1)
k .

= 9.99 · 1069 999 př́ıpadech, tj. s pravděpodobnost́ı
(
n−1
n

)k .
= 0.999,

je vybrána s pravděpodobnost́ı 1−
(
n−1
n

)k .
= 0.001.

(b) Alice ani Bob nejsou vybráni v (n− 2)
k .

= 9.98 · 1069 999 př́ıpadech, tj. s pravděpodobnost́ı
(
n−2
n

)k .
=

0.998 001.
Obdobně jako u výběru bez vraceńı, pravděpodobnost, že bude vybrána Alice i Bob, je 1− 2

(
n−1
n

)k
+
(
n−2
n

)k
=

k (k−1)
n (n−1)

.
= 9.989 · 10−7.

(c) Pokud je Alice vybrána právě jednou, m̊uže se to stát při k př́ıležitostech; zbývaj́ıćıch k− 1 respondent̊u

je vybráno z n− 1 obyvatel, možnost́ı je k (n− 1)
k−1

. Pravděpodobnost, že Alice bude vybrána v́ıce než jednou,

je 1−
(
n−1
n

)k − k (n−1)k−1

nk
.
= 4.996 · 10−7.

(U výběr̊u bez vraceńı byla nulová.)

Neuspořádaný výběr s vraceńım:
Celkový počet možnost́ı

(
n+k−1

k

) .
= 5.203 · 1034 342 , ale nejsou stejně pravděpodobné. Počty možnost́ı by-

chom mohli vypoč́ıtat, ale pravděpodobnosti z nich nelze snadno určit. Pravděpodobnosti jsou stejné jako pro
uspořádaný výběr s vraceńım.

3 Vlastnosti pravděpodobnosti

4 Geometrická pravděpodobnost

Př́ıklad 4.1 (Buffonova úloha). Na linkovaný paṕır hod́ıme jehlu, jej́ı̌z délka je rovna vzdálenosti mezi
linkami. Jaká je pravděpodobnost, že jehla protne nějakou linku?

Řešeńı. BÚNO: Délka jehly (a vzdálenost linek) je jednotková.
Označme x ∈ 〈0, π/2〉 úhel mezi linkou a jehlou a y ∈ 〈0, 1/2〉 vzdálenost středu jehly od nejblǐzš́ı linky
(za jednotku bereme vzdálenost mezi linkami). Předpokládáme, že tyto náhodné veličiny jsou nezávislé a maj́ı
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rovnoměrná rozděleńı na př́ıslušných intervalech. Za množinu elementárńıch jev̊u vezmeme dvojrozměrný inter-
val (obdélńık) Ω = 〈0, 1/2〉× 〈0, π/2〉, na kterém máme rovnoměrné rozděleńı. Jev A – protnut́ı linky – nastane,
pokud y < 1

2 sinx,
A =

{
(y, x) ∈ 〈0, 1/2〉 × 〈0, π/2〉 | y ≤ 1

2 sinx
}
.

Hledaná pravděpodobnost je poměr obsah̊u množin A a Ω, přičemž A je plocha pod křivkou, jej́ı̌z integraćı
dostaneme obsah, a Ω je obdélńık:

P (A) =
1

1
2
π
2

∫ π
2

0

1

2
sinxdx =

2

π

.
= 0.636 619 772 .

Př́ıklad 4.2. Na rovnoměrnou nekonečnou čtvercovou mř́ı̌zku, kde vzdálenost pr̊useč́ık̊u je a, hod́ıme minci o
pr̊uměru b, b < a. Jaká je pravděpodobnost, že mince zakryje část některé z linek této mř́ı̌zky?

Př́ıklad 4.3. Háźıme minćı na čáru; náhodná veličina X udává vzdálenost hozené mince od čáry. Jej́ı rozděleńı
pravděpodobnosti je dáno hustotou:

fX(x) =

{
1− x

2 pokud x ∈ 〈0, 2〉 ,
0 pokud x > 2 .

Náhodná veličina Y = 1
X udává výhru (zisk) z jednoho hodu. Jaké je rozděleńı (středńı hodnota, rozptyl) náhodné

veličiny Y ?

5 Kolmogorov̊uv model pravděpodobnosti

6 Nezávislé jevy

6.1 Nezávislost dvou jev̊u

Př́ıklad 6.1 (vylepšeńı náhodného generátoru). Alice a Bob chtěj́ı spravedlivě vybrat jednoho z nich. Mohou
si hodit minćı, ale ta je zdeformovaná, takže jsou pochyby, zda padaj́ı oba výsledky se stejnou pravděpodobnost́ı.
Dohodnou se, že hod́ı minćı dvakrát. Alice vyhrává, pokud padnou stejné výsledky, Bob při r̊uzných výsledćıch.
Kdo z nich má věťśı naději na výhru?

Řešeńı. Ĺıc padá s pravděpodobnost́ı 1/2 + ε,
rub s pravděpodobnost́ı 1/2− ε, kde ε ∈ (−1/2, 1/2).

2× ĺıc s pravděpodobnost́ı (1/2 + ε)
2
,

2× rub s pravděpodobnost́ı (1/2− ε)2
.

Alice vyhrává s pravděpodobnost́ı (
1
2 + ε

)2
+
(

1
2 − ε

)2
= 1

2 + 2 ε2 > 1
2 ,

Bob s pravděpodobnost́ı
2
(

1
2 + ε

) (
1
2 − ε

)
= 1

2 − 2 ε2 < 1
2 .

Pravděpodobnost se od 1/2 lǐśı od 1/2 o h(ε) = 2 ε2 namı́sto ε.
Např. pro ε = 0.01 Alice vyhrává s pravděpodobnost́ı 1/2+2 ε2 = 0.500 2. Udělali jsme ze špatného náhodného
generátoru lepš́ı.

Př́ıklad 6.2 (vylepšeńı náhodného generátoru 2). Vylepšete předchoźı př́ıklad.

Řešeńı. Potřebujeme v́ıce než dva hody.
Např. při sudém počtu ĺıc̊u vyhrává Alice, při lichém Bob.
Pro 3 hody vyhrává Alice s pravděpodobnost́ı(

1
2 − ε

)3
+ 3

(
1
2 − ε

) (
1
2 + ε

)2
= 1

2 − 4 ε3 .

Pro ε = 0.01 je to 0.499 996.Pro 4 hody(
1
2 − ε

)4
+ 6

(
1
2 − ε

)2 ( 1
2 + ε

)2
+
(

1
2 + ε

)4
= 1

2 + 8 ε4 = 0.500 000 08 .
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Pro velmi špatnou minci, u ńı̌z ĺıc padá s pravděpodobnost́ı 0.9, tj. ε = 0.4,
provedeme např. 25 = 32 pokus̊u.
Pravděpodobnost, že počet ĺıc̊u je sudý, se lǐśı od 1/2 o

h (h (h (h (h (ε)))))
.
= 3.96 · 10−4 .

Takto lze vytvořit z velmi špatného náhodného generátoru libovolně dobrý (byt’ pomaleǰśı).

6.2 Nezávislost v́ıce jev̊u

Př́ıklad 6.3. Nezávislé jevy A,B,C maj́ı po řadě pravděpodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Určete pravděpodobnost jevu
X = (A ∨B) ∧ C.

Řešeńı. Pro nezávislé jevy

P (A ∨B) = P (A) + P (B)− P (A) · P (B) = 0.2 + 0.3− 0.2 · 0.3 = 0.44 ,

P (X) = P ((A ∨B) ∧ C) = P (A ∨B) · P (C) = 0.44 · 0.4 = 0.176 .

Př́ıklad 6.4. Hladina je kontrolována 4 sṕınači dle obrázku. Při ńızké hladině maj́ı být všechny sepnuty, při
vysoké vypnuty. Každý z nich (nezávisle) je s pravděpodobnost́ı 10 % v opačném stavu, než by měl být. Jaká
je pravděpodobnost poruchy celého zapojeńı v sepnutém, resp. vypnutém stavu? Porovnejte s použit́ım jednoho
sṕınače.

Řešeńı. Označme p pravděpodobnost, že sṕınač je sepnutý. Paralelńı spojeńı dvou nezávislých sṕınač̊u je spojené
s pravděpodobnost́ı q = 1− (1− p)2, sériové spojeńı dvou takových obvod̊u s pravděpodobnost́ı r = q2.
Sepnutý stav: p = 0.9, q = 0.99, r = 0.9801, pravděpodobnost poruchy je 1− r = 0.0199.
Vypnutý stav: p = 0.1, q = 0.19, r = 0.0361, což je i pravděpodobnost poruchy.
V obou stavech se pravděpodobnost poruchy několikanásobně sńı̌zila.

7 Podmı́něná pravděpodobnost

Př́ıklad 7.1. U 10% řidič̊u, kteř́ı zp̊usobili dopravńı nehodu, bylo prokázáno požit́ı alkoholu. Rozsáhlý pr̊uzkum
ukázal, že riziko nehody se požit́ım alkoholu zvyšuje 7×. Odhadněte, kolik procent řidič̊u požilo alkohol.

Řešeńı. Jevy:
A ... požil alkohol,
H ... zp̊usobil nehodu.
P (A|H) = 0.1, P (H|A) = 7P

(
H|Ā

)
.

0.1 = P (A|H) =
P (H|A) P (A)

P (H|A) P (A) + P
(
H|Ā

)
P
(
Ā
) =

7P (A)

7P (A) + (1− P (A))
,

P (A) =
1

64
.

Př́ıklad 7.2. Požit́ı alkoholu bylo prokázáno u 1% všech řidič̊u a u 10% řidič̊u, kteř́ı zp̊usobili dopravńı nehodu.
Kolikrát se požit́ım alkoholu zvyšuje riziko nehody?

Řešeńı. Jevy:
A ... požil alkohol,
H ... zp̊usobil nehodu.
P (A) = 0.01, P (A|H) = 0.1.

0.1 = P (A|H) =
P (H|A) P (A)

P (H|A) P (A) + P
(
H|Ā

)
P
(
Ā
)

=
P (H|A) 0.01

P (H|A) 0.01 + P
(
H|Ā

)
0.99

=
1

1 +
P(H|Ā)
P (H|A) 99

,
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P (H|A)

P
(
H|Ā

) = 11 .

Př́ıklad 7.3. Když je Egon stř́ızlivý, udělá v pr̊uměru jednu gramatickou chybu na 100 slov, když je opilý, 2×
tolik. V semestrálńı práci o 1000 slovech měl 16 chyb. Alice soud́ı, že ji musel psát opilý, Bob tvrd́ı, že Egon byl
stř́ızlivý. Co vše m̊užete k jejich sporu ř́ıci, m̊užete-li si dovolit riziko 5 %, že váš úsudek bude chybný?

Př́ıklad 7.4. V populaci je infikována 1/4 jedinc̊u, ale jen u 2/3 infikovaných se nákaza projevuje (a u žádných
neinfikovaných). Jaká je pravděpodobnost, že jedinec bez př́ıznak̊u neńı infikovaný?

Př́ıklad 7.5. Pravděpodobnost onemocněńı cukrovkou je 5% u těch, jejichž rodiče tuto nemoc neměli, 10% tam,
kde ji měl jeden z rodič̊u, a 30%, pokud měli cukrovku oba rodiče.

1. Jaký je rovnovážný pod́ıl nemocných cukrovkou v populaci (stejný u generace rodič̊u i dět́ı) za předpokladu,
že onemocněńı otce a matky jsou nezávislé jevy?

2. Jestlǐze pacient onemocněl cukrovkou, jaká je pravděpodobnost, že tuto nemoc měl aspoň jeden z jeho
rodič̊u, pokud předpokládáme, že v populaci je rovnovážný výskyt dle bodu 1?

Řešeńı. c = 0.05(1− c)2 + 0.3c2 + 0.2c(1− c)
c = 5. 608× 10−2

P (R0|C) = 0.05(1−c)2
c = 0.794 4

P (¬R0|C) = 1− 0.05(1−c)2
c = 0.205 6

Př́ıklad 7.6. Jazykový korektor změńı 99 % chybných slov na správná a 0.01 % správných na chybná. Změnil
2 % slov. Odhadněte množstv́ı chybných slov v jeho výstupu.

Řešeńı. Předt́ım pravděpodobnost chybného slova p. Opraveno 0.99 p+10−4 (1− p) = 0.02, p = 2. 010 3×10−2.
Po opravě chybně 0.01 p+ 10−4 (1− p) = 2. 990 2× 10−4.

Př́ıklad 7.7. Z 60 žij́ıćıch člen̊u klubu vysloužilých námořńıch kapitán̊u jich 5 zažilo ztroskotáńı (jednou). Podle
statistiky při ztroskotáńı lodi v této oblasti třetina kapitán̊u zahyne. Odhadněte pravděpodobnost, že kapitán zažije
ztroskotáńı (aspoň jednou za život – možnost opakovaného ztroskotáńı téhož kapitána i předčasného úmrt́ı z jiné
př́ıčiny zanedbáváme).

Řešeńı. A ... žije,
B ... zažil ztroskotáńı,
P (A|B) = 2

3 , P (A|¬B) = 1, P (B|A) = 5
60 = 1

12 (odhad)
Bayesova věta:

P (B|A) =
P (B)P (A|B)

P (B)P (A|B) + P (¬B)P (A|¬B)

1

12
=

2
3P (B)

2
3P (B) + (1− P (B))

P (B) =
3

25
= 0.12

Alternativńı řešeńı: Na 5 přeživš́ıch námořńık̊u připadá v pr̊uměru 5 · 3
2 = 7.5 účastńık̊u ztroskotáńı, z toho

2.5 nepřežilo, celkový počet je 60 + 2.5 = 62.5 a pravděpodobnost, že se jedná o účastńıka ztroskotáńı, je
7.5
62.5 = 3

25 (tyto četnosti nám jen názorněji nahrazuj́ı pravděpodobnosti, proto neńı nutné, aby byly celoč́ıselné,
pokud vycháźıme z toho, že statistika úmrtnosti při ztroskotáńıch je založena i na daľśıch př́ıpadech kromě zde
uvažovaných; z těch by nemohla vyj́ıt 1

3).

Př́ıklad 7.8 (pozitivńı test na nemoc). Test nemoci je u 1% zdravých falešně pozitivńı a u 10% nemocných
falešně negativńı. Nemocných je v populaci 0.001. Jaká je pravděpodobnost, že pacient s pozitivńım testem je
nemocný?
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Řešeńı. T ... pozitivńı test, N ... nemocný.
P (N) = 0.001, P (T |N) = 0.01, P (T |N) = 0.1.

P (T ) = P (T |N) · P (N) + P (T |N) · P (N)︸ ︷︷ ︸
P (N∧T )

=

= 0.01 · (1− 0.001) + (1− 0.1) · 0.001 = 0.010 89 ,

P (N |T ) =
P (N ∧ T )

P (T )

.
= 0.09 .

Př́ıklad 7.9 (výskyt nemoci v populaci). Modifikace předchoźıho př́ıkladu: Nev́ıme, kolik nemocných je v pop-
ulaci, ale v́ıme, že pravděpodobnost pozitivńıho testu je 0.02. (Test nemoci je u 1% zdravých falešně pozitivńı a
u 10% nemocných falešně negativńı.) Odhadněte pod́ıl nemocných je v populaci.

Řešeńı. T ... pozitivńı test, N ... nemocný.
P (T ) = 0.02, P (T |N) = 0.01, P (T |N) = 0.1.

P (T ) = P (T |N) · P (N) + P (T |N) · P (N)︸ ︷︷ ︸
P (N∧T )

,

0.02 = 0.01 · (1− P (N)) + (1− 0.1) · P (N) = 0.89P (N) + 0.01 ,

P (N)
.
= 0.011 236 .

Př́ıklad 7.10 (bayesovský odhad vstupu informačńıho kanálu). Na vstupu informačńıho kanálu mohou být
znaky 0, 1, na výstupu jsou přečteny s nezávislou pravděpodobnost́ı chyby 0.1. Určete podmı́něné pravděpodob-
nosti vstupu při známém výstupu, je-li apriorńı pravděpodobnost jedničky (a) 0.4, (b) 0.1, (c) 0.05.

Řešeńı. Označme jevy:
B0, B1: vyslán znak 0, resp. 1,
A0, A1: přijat znak 0, resp. 1.

(a)

[
P (A0) P (A1)

]
=
[
P (B0) P (B1)

]
·
[
P (A0|B0) P (A1|B0)
P (A0|B1) P (A1|B1)

]
=

=
[
0.6 0.4

]
·
[
0.9 0.1
0.1 0.9

]
=
[
0.58 0.42

]
,

P (B0|A0) =
P (A0|B0) P (B0)

P (A0)
=

0.9 · 0.6
0.58

.
= 0.931 03 ,

P (B1|A0) =
P (A0|B1) P (B1)

P (A0)
=

0.1 · 0.4
0.58

.
= 6.896 6 · 10−2 ,

P (B0|A1) =
P (A1|B0) P (B0)

P (A1)
=

0.1 · 0.6
0.42

.
= 0.142 86 ,

P (B1|A1) =
P (A1|B1) P (B1)

P (A1)
=

0.9 · 0.4
0.42

.
= 0.857 14 .

(b) [
P (A0) P (A1)

]
=
[
0.9 0.1

]
·
[
0.9 0.1
0.1 0.9

]
=
[
0.82 0.18

]
,
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P (B0|A0) =
P (A0|B0) P (B0)

P (A0)
=

0.9 · 0.9
0.82

= 0.987 8 ,

P (B1|A0) =
P (A0|B1) P (B1)

P (A0)
=

0.1 · 0.1
0.82

= 1.219 5 · 10−2 ,

P (B0|A1) =
P (A1|B0) P (B0)

P (A1)
=

0.1 · 0.9
0.18

= 0.5 ,

P (B1|A1) =
P (A1|B1) P (B1)

P (A1)
=

0.9 · 0.1
0.18

= 0.5 .

(c) [
P (A0) P (A1)

]
=
[
0.95 0.05

]
·
[
0.9 0.1
0.1 0.9

]
=
[
0.86 0.14

]
,

P (B0|A0) =
P (A0|B0) P (B0)

P (A0)
=

0.9 · 0.95

0.86

.
= 0.994 19 ,

P (B1|A0) =
P (A0|B1) P (B1)

P (A0)
=

0.1 · 0.05

0.86

.
= 5.814 0 · 10−3 ,

P (B0|A1) =
P (A1|B0) P (B0)

P (A1)
=

0.1 · 0.95

0.14

.
= 0.678 57 ,

P (B1|A1) =
P (A1|B1) P (B1)

P (A1)
=

0.9 · 0.05

0.14

.
= 0.321 43 .

Závěr: Je-li výstup 1, pak v př́ıpadě (b) je stejně pravděpodobné, že vstup je 0 nebo 1; v př́ıpadě (c) je dokonce
pravděpodobněǰśı, že vstup je 0 (takže bayesovské rozhodováńı vede k závěru, že na vstupu jsou samé nuly).

Př́ıklad 7.11. 2A. Rodina má dvě děti, starš́ı je dcera. Jaká je pravděpodobnost, že maj́ı dvě dcery?
B. Rodina má dvě děti, (aspoň) jedno z nich je dcera. Jaká je pravděpodobnost, že maj́ı dvě dcery?

Řešeńı. A. Jde o pravděpodobnost, že mladš́ı z dět́ı je dcera, což nastává s pravděpodobnost́ı q bĺızkou 1/2,
přesněji asi 0.52. (Předpokládáme, že pohlav́ı dět́ı jsou nezávislá, což je přiblǐzně správně.)
B. Pozor, nejde o stejnou úlohu jako A! Pokud pro jednoduchost předpokládáme q = 1/2, pak předpoklad J ,
že rodina má aspoň 1 dceru, je splněn s pravděpodobnost́ı P (J) = 1− (1− q)2 = 3/4, ale to, že má 2 dcery, je
podjev D ⊆ J s pravděpodobnost́ı P (D) = q2 = 1/4 = P (D ∧ J). Podmı́něná pravděpodobnost je

P (D|J) =
P (D ∧ J)

P (J)
=
P (D)

P (J)
=

1/4

3/4
=

1

3
.

Obecněji pro pravděpodobnost narozeńı d́ıvky q

P (D|J) =
q2

1− (1− q)2
,

pro q = 0.52

P (D|J) =
q2

1− (1− q)2

.
= 0.35 .

8 Náhodné veličiny

Př́ıklad 8.1 (rodiny s jedńım chlapcem). V zemi je rodinám povoleno mı́t pouze jednoho chlapce a všechny
rodiny usiluj́ı o to, aby ho měly. Jaký je pod́ıl d́ıvek? (Pro jednoduchost zanedbáváme úmrtnost a v́ıcečetné porody
a předpokládáme, že pravděpodobnost narozeńı chlapce i d́ıvky je stejná.)

Řešeńı. M̊uže se stát, že rodina má samé d́ıvky a na chlapce dosud čeká. Prozat́ım to ignorujme a uvažujme
rodiny, které maj́ı chlapce (jako posledńı d́ıtě).
Počet d́ıvek v náhodně vybrané rodině z tohoto souboru je náhodná veličina X, jej́ı̌z hodnoty jsou nezáporná celá
č́ısla.

2Dle David Grudl: Mozek se vzpouźı uvěřit. http://www.latrine.cz/ 5.6.2008. Jako autoři jsou uvedeni Pixy a Arthur.
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S pravděpodobnost́ı 1/2 se narodil chlapec jako prvńı d́ıtě a X = 0.
S pravděpodobnost́ı 1/4 se narodil chlapec jako druhé d́ıtě a X = 1.
S pravděpodobnost́ı 1/8 se narodil chlapec jako třet́ı d́ıtě a X = 2.
...
Pr̊uměrný počet d́ıvek na jednoho chlapce je dán středńı hodnotou

EX =

∞∑
n=0

nP [X = n] =

∞∑
n=0

n 2−(n+1) = 1 .

Alternativa: Lze ř́ıci, že
1/2 chlapc̊u má nejstarš́ı sestru,
1/4 chlapc̊u má druhou sestru,
1/8 chlapc̊u má třet́ı sestru,
...
celkem

∞∑
n=0

2−(n+1) = 1 .

Alternativa: Podle předpokladu se rod́ı stejně chlapc̊u jako d́ıvek, to vede př́ımo ke správnému závěru.
Problém: Zanedbávali jsme rodiny, ve kterých neńı chlapec. Ten se narod́ı skoro jistě, tj. s pravděpodobnost́ı 1,
ale budoućı chlapci maj́ı jǐz ted’ sestry bez bratr̊u.
Je to jen problém definice počátku a konce pokusu, s rostoućı délkou pokusu jeho vliv klesá k nule.
Problém: Vliv by neklesal k nule, kdyby docházelo k velkému populačńımu r̊ustu nebo poklesu.
Podmı́nky úlohy vylučuj́ı velký nár̊ust, nikoli však velký pokles.

9 Směs náhodných veličin

Př́ıklad 9.1. Máme 2 hraćı kostky, na jedné padaj́ı pouze lichá č́ısla 1, 3, 5, na druhé pouze sudá, 2, 4, 6, všechna
se stejnou pravděpodobnost́ı 1/3. Najděte rozděleńı a středńı hodnotu výsledk̊u následuj́ıćıch pokus̊u:

(a) hod́ıme oběma kostkami a vezmeme aritmetický pr̊uměr obou č́ısel,

(b) náhodně (s pravděpodobnost́ı 1/2) vybereme jednu kostku a tou hod́ıme.

Řešeńı. (a) Rozlǐśıme 9 stejně pravděpodobných možnost́ı, vedoućıch k následuj́ıćım výsledk̊um:
1 3 5

2 1.5 2.5 3.5
4 2.5 3.5 4.5
6 3.5 4.5 5.5

Možné výsledky a jejich pravděpodobnosti:
1.5 2.5 3.5 4.5 5.5
1/9 2/9 3/9 2/9 1/9

Středńı hodnota je
1

9
1.5 +

2

9
2.5 +

3

9
3.5 +

2

9
4.5 +

1

9
5.5 = 3.5 .

(b) S pravděpodobnost́ı 1/2 určuje výsledek prvńı kostka, se stejnou pravděpodobnost́ı druhá; dostáváme 6 stejně
pravděpodobných výsledk̊u, rozděleńı je stejné jako u normálńı hraćı kostky.

1 3 5
2 4 6

Středńı hodnota je stejná,
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) = 3.5 .

Př́ıklad 9.2. V urně je 15 hraćıch kostek, z toho 10 správných, na nichž padaj́ı všechna č́ısla se stejnou prav-
děpodobnost́ı, a 5 vadných, na nichž padá šestka s pravděpodobnost́ı 1/2, ostatńı č́ısla s pravděpodobnost́ı 1/10.
Náhodně vybereme jednu kostku a hod́ıme; jaká je pravděpodobnost možných výsledk̊u?
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Řešeńı. Označme náhodné veličiny:
U výsledek na správné kostce,
V výsledek na vadné kostce,
X výsledek celého pokusu (směs náhodných veličin U, V s koeficientem c = 10/15 = 2/3).

P [X = t] =
2

3
P [U = t] +

1

3
P [V = t]

P [X = 1] =
2

3

1

6
+

1

3

1

10
=

13

90

P [X = 6] =
2

3

1

6
+

1

3

1

2
=

5

18

t 1 2 3 4 5 6
P [U = t] 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
P [V = t] 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/2
P [X = t] 13/90 13/90 13/90 13/90 13/90 5/18

10 Druhy náhodných veličin

10.1 Diskrétńı náhodné veličiny

10.2 Spojité náhodné veličiny

10.3 Náhodné veličiny se smı́̌seným rozděleńım

Př́ıklad 10.1. Náhodná veličina X má distribučńı funkci

FX(t) =


0 pro t < 0
1
12 + 4 t2

3 pro 0 ≤ t < 1/2
11
12 −

4 (1−t)2
3 pro 1/2 ≤ t < 1

1 pro t ≥ 1

Vyjádřete ji jako směs náhodných veličin U, V , z nichž U je diskrétńı a V spojitá; popǐste a znázorněte jejich
rozděleńı.

Řešeńı.
Nespojitosti distribučńı funkce jsou v bodech 0, 1/2, 1,

FX(0)− FX(0−) = FX(1)− FX(1−) =
1

12
,

FX(1/2)− FX(1/2−) =
1

6
,
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c FU (t) =


0 pro t < 0,
1
12 pro 0 ≤ t < 1

2 ,
1
4 pro 1

2 ≤ t < 1,
1
3 pro t ≥ 1,

c = lim
t→∞

FU (t) =
1

3
,

FU (t) =


0 pro t < 0,
1
4 pro 0 ≤ t < 1

2 ,
3
4 pro 1

2 ≤ t < 1,
1 pro t ≥ 1,

pU (t) =


1
4 pro t ∈ {0, 1},
1
2 pro t = 1

2 ,
0 jinde.

(1− c)FV (t) = FX(t)− c FU (t) =


0 pro t < 0
4 t2

3 pro 0 ≤ t < 1/2
2
3 −

4 (1−t)2
3 pro 1/2 ≤ t < 1

2
3 pro t ≥ 1

FV (t) =


0 pro t < 0
2 t2 pro 0 ≤ t < 1/2

1− 2 (1− t)2
pro 1/2 ≤ t < 1

1 pro t ≥ 1

fV (t) =

 4 t pro 0 ≤ t < 1/2,
4 (1− t) pro 1/2 ≤ t < 1,
0 jinak.

Př́ıklad 10.2. Náhodná veličina X má alternativńı rozděleńı (s hodnotami 0, 1),
P [X = 1] = 2/3. Náhodná veličina Y má spojité rovnoměrné rozděleńı na intervalu 〈0, 2〉. Popǐste rozděleńı
jejich směsi Z = Mix2/3(X,Y ).

Řešeńı.

FX(t) =

 0 pro t < 0,
1
3 pro 0 ≤ t < 1,
1 pro t ≥ 1,

FY (t) =

 0 pro t < 0,
t
2 pro 0 ≤ t < 2,
1 pro t ≥ 2,

FZ(t) =
2

3
FX(t) +

1

3
FY (t) =


0 pro t < 0,
2
9 + t

6 pro 0 ≤ t < 1,
2
3 + t

6 pro 1 ≤ t < 2,
1 pro t ≥ 2,

Př́ıklad 10.3. Náhodná veličina X má distribučńı funkci

FX(t) =

 0 pro t < 0,
5
6 −

2
3 exp(−2 t) pro 0 ≤ t < 2,

1− 2
3 exp(−2 t) pro t ≥ 2.

Vyjádřete jej́ı rozděleńı jako směs diskrétńıho a spojitého rozděleńı.

Řešeńı. X = Mixc(U, V ), U diskrétńı, V spojitá.
Nespojitosti distribučńı funkce jsou v bodech 0, 2, obě stejné velikosti

FX(0)− FX(0−) = FX(2)− FX(2−) =
1

6
,
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c FU (t) =

 0 pro t < 0,
1
6 pro 0 ≤ t < 2,
1
3 pro t ≥ 2,

c = lim
t→∞

FU (t) =
1

3
,

FU (t) =

 0 pro t < 0,
1
2 pro 0 ≤ t < 2,
1 pro t ≥ 2,

pU (t) =

{
1
2 pro t ∈ {0, 2},
0 jinde.

(1− c)FV (t) = FX(t)− c FU (t) =

 0 pro t < 0,
2
3 −

2
3 exp(−2 t) pro 0 ≤ t < 2,

2
3 −

2
3 exp(−2 t) pro t ≥ 2,

FV (t) =

{
0 pro t < 0,
1− exp(−2 t) pro t ≥ 0,

fV (t) =

{
0 pro t < 0,
2 exp(−2 t) pro t ≥ 0.

11 Nezávislost náhodných veličin

12 Operace s náhodnými veličinami

Př́ıklad 12.1. Náhodná veličina má spojité rovnoměrné rozděleńı na intervalu 〈−3, 5〉. Zobrazte ji funkćı

h(x) =

 −1 pro x < −2,
x/2 pro x ∈ 〈−2, 2〉 ,
1 pro x > 2,

výsledné rozděleńı popǐste a znázorněte.

Řešeńı. Výstup −1 odpov́ıdá vstupu v intervalu 〈−3,−2〉, a má tedy pravděpodobnost 1/8, P [h(X) = −1] = 1/8.
Výstup 1 odpov́ıdá vstupu v intervalu 〈2, 5〉, a má tedy pravděpodobnost 3/8, P [h(X) = 1] = 3/8. Zbývaj́ıćı
hodnoty vedou na spojité rovnoměrné rozděleńı na 〈−1, 1〉 (jako složku směsi, která tvoř́ı rozděleńı výstupu a
má váhu 1/2), distribučńı funkce je

Fh(X)(t) =

 0 pro t < −1,
3/8 + t/4 pro t ∈ 〈−1, 1) ,
1 pro t ≥ 1.

13



Snazš́ı je řešeńı přes kvantilovou funkci; p̊uvodńı kvantilová funkce qX(a) = 8 a − 3 složená s funkćı h dá
kvantilovou funkci

qh(X)(a) = h(qX(a)) =

 −1 pro a ≤ 1/8,
4 a− 3/2 pro a ∈ (1/8, 5/8),
1 pro a ≥ 5/8.

Př́ıklad 12.2. Náhodné veličiny X,Y jsou nezávislé, X má spojité rovnoměrné rozděleńı na intervalu 〈0, 1〉,
Y má alternativńı rozděleńı,

pY (t) =

{
1/2 pro t ∈ {0, 1},
0 jinak.

Popǐste a znázorněte rozděleńı náhodných veličin

1. X + Y ,

2. Mix1/2(X,Y ) (směs X a Y ),

3. X + EY .

Př́ıklad 12.3. Náhodné veličiny X,Y jsou nezávislé, maj́ı spojité rovnoměrné rozděleńı; X na intervalu 〈0, 1〉,
Y na intervalu 〈1, 2〉. Popǐste a znázorněte rozděleńı náhodných veličin

14



1. X + Y ,

2. Mix1/2(X,Y ) (směs X a Y ),

3. X + EY .

Př́ıklad 12.4. Náhodná veličina X má distribučńı funkci

FX(t) =

{
1− 1

2e
−x−2 pokud x ≥ −1,

0 jinak.

Určete a znázorněte rozděleńı náhodných veličin

1. X + 2,

2. X/2,

3. −2X.

13 Základńı charakteristiky náhodných veličin

Př́ıklad 13.1. Náhodný vektor (X,Y ) má následuj́ıćı parametry: EX = 10, σX = 5, EY = 150, σY = 20,
%(X,Y ) = 0.5 (korelace). Stanovte středńı hodnotu a rozptyl náhodných veličin T = 2X + 3, U = 200−Y, V =
X + Y .

Př́ıklad 13.2. Nezávislé náhodné veličiny X1, X2, . . . , Xn, n ∈ N maj́ı (stejné) rovnoměrné rozděleńı na inter-
valu (−a, 2 a), a ∈ (0,∞). Určete středńı hodnotu a rozptyl náhodné veličiny

Y = − 5

n

n∑
i=1

Xi .

Př́ıklad 13.3. V ṕısemce jsou 2 r̊uzně obt́ı̌zné otázky, studenti z nich v pr̊uměru źıskaj́ı pi× celkový počet bod̊u
za otázku, pi ∈ (0, 1〉, i = 1, 2. Nab́ızej́ı se tři bodovaćı systémy:

1. všechny otázky maj́ı stejný počet bod̊u,

2. počet bod̊u za i-tou otázku je úměrný 1− pi.

3. počet bod̊u za i-tou otázku je nepř́ımo úměrný pi.

(Celkový počet bod̊u je ve věech př́ıpadech stejný.) Při kterém systému źıskaj́ı studenti v pr̊uměru v́ıce bod̊u?

Př́ıklad 13.4. Náhodná veličina U má hustotu danou grafem. Určete a znázorněte hustoty a distribučńı funkce
náhodných veličin (a) U − 1, (b) −2U , (c) expU .

-

6

0−3 −2 −1 1 2 3

�
�
�
�
�
�@

@
@
@
@
@

Př́ıklad 13.5. Náhodná veličina X má distribučńı funkci

FX(t) =



0 pro t < 0
1+5
√

2 t
12 pro 0 ≤ t < 1/2

11−5
√

2 (1−t)
12 pro 1/2 ≤ t < 1

11
12 pro 1 ≤ t < 2
1 pro t ≥ 2

Najděte jej́ı středńı hodnotu.
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Řešeńı.
Integraćı kvantilové funkce vyjde 0.5 + 1/12

.
= 0.583 33.

14 Náhodné vektory (v́ıcerozměrné náhodné veličiny)

Př́ıklad 14.1. Dvojrozměrný náhodný vektor (X,Y ) má pravděpodobnosti hodnot dané tabulkou:
X

Y
1 2

0 1/3 1/3
1 0 1/3

Vypočtěte korelaci náhodných veličin X,Y .

Řešeńı. EX = 5
3 , EY = 1

3 , DX = DY = 2
9 , E (X Y ) = 2

3 ,

% (X,Y ) =
E (X Y )− EX EY

σX σY
=

1

2
.

Př́ıklad 14.2. Náhodný vektor má rovnoměrné rozděleńı na trojúhelńıku s vrcholy (0, 0), (1, 0), (1, 1). Popǐste
a znázorněte distribučńı funkce jeho složek (marginálńı rozděleńı).

Řešeńı. 1. postup: Marginálńı hustoty jsou

fX (t) =

{
2 t pro 0 ≤ t ≤ 1,
0 jinak,

fY (t) =

{
2 (1− t) pro 0 ≤ t ≤ 1,
0 jinak,

distribučńı funkce dostaneme jejich integraćı:

FX (u) =

∫ u

−∞
fX (t) dt =

 0 pro u < 0,
u2 pro 0 ≤ u ≤ 1,
1 pro u > 1,

FY (u) =

∫ u

−∞
fY (t) dt =

 0 pro u < 0,
2u− u2 pro 0 ≤ u ≤ 1,
1 pro u > 1.
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2. postup: Distribučńı funkce je podle definice dána poměrem obsah̊u ploch (vesměs se jedná o trojúhelńıky nebo
lichoběžńıky, takže nepotřebujeme integrovat a vystač́ıme s geometríı ze základńı školy); vždy je nutno dělit
obsahem celého daného trojúhelńıka, což je 1/2. Pro 0 ≤ u ≤ 1 vycháźı

FX (u) =
u2

2
1
2

= u2 ,

FY (u) =
1
2 −

(1−u)2

2
1
2

= 2u− u2 .

Př́ıklad 14.3. Náhodné veličiny X,Y jsou nezávislé. Určete korelaci %(U, V ) náhodných veličin U = X + Y ,
V = X − Y .

Př́ıklad 14.4. Známe korelace náhodných veličin %(X,Y ) = 0.5, %(Y,Z) = 1/
√

2. M̊užeme něco ř́ıci o korelaci
%(X,Z) (a jej́ı existenci)?

15 Čebyševova nerovnost, centrálńı limitńı věta

Př́ıklad 15.1. Ryby mohou si vybrat ze 2 cest, z nichž jedna je správná (vede k potravě). Každá ryba nezávisle
pozná správnou cestu s pravděpodobnost́ı q = 0.6. Jaká je pravděpodobnost, že

”
věťsinové hlasováńı“ v hejnu n

ryb vybere správnou cestu?

Řešeńı. Rozhodnut́ı jednotlivých ryb popisuj́ı nezávislé náhodné veličiny Xj, j = 1, . . . , n s alternativńım
rozděleńım s parametrem q = 0.6. (Správnou cestu vyhodnocujeme jako 1, špatnou 0.) Z vlastnost́ı alterna-
tivńıho rozděleńı

EXj = q , DXj = q (1− q) .
Pro výběrový pr̊uměr

EX = q , DX =
q (1− q)

n
,

jeho rozděleńı pro velká n m̊užeme podle centrálńı limitńı věty přiblǐzně nahradit normálńım rozděleńım se

stejnými parametry, tj. N
(
q, q (1−q)

n

)
. Odchylku středńı hodnoty od 50 %, 0.5 − q = 0.5 − 0.6 = −0.1 budeme

měřit směrodatnou odchylkou výběrového pr̊uměru

σX =

√
q (1− q)

n
=

√
0.6 · (1− 0.6)

n

.
=

0.49√
n
,
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poměr −0.1
0.49

√
n bude argumentem distribučńı funkce normovaného normálńıho rozděleńı. Pravděpodobnost, že

se hejno rozhodne chybně, je

P
[
X ≤ 0.5

] .
= F

N(q, q (1−q)
n )(0.5− q) = Φ

(
0.5− q
σX

)
.
=

.
= Φ

(
−0.1

0.49

√
n

)
.
= Φ

(
−0.204 08

√
n
)
.

Pravděpodobnost správného rozhodnut́ı hejna je k ńı doplňková,

P
[
X > 0.5

] .
= 1− F

N(q, q (1−q)
n )(0.5− q) = 1− Φ

(
0.5− q
σX

)
= Φ

(
q − 0.5

σX

)
.
=

.
= Φ

(
0.1

0.49

√
n

)
.
= Φ

(
0.204

√
n
)
.

Čı́selné hodnoty pro několik hodnot n udává tabulka:
n 0.204

√
n P

[
X > 0.5

]
10 0.645 0.74
100 2.04 0.98
1000 6.45 1− 6 · 10−11

Př́ıklad 15.2. Ve vzorku je 1 mg uhĺıku, tj. asi 6 ·1023 ·10−3/12 = 5 ·1019 atom̊u. Z nich je přiblǐzně 1/1012, tj.
asi 5 · 107, atom̊u radioaktivńıho izotopu C14. Určete symetrický 95 %-ńı intervalový odhad počtu atom̊u, které
se rozpadnou za 1 rok, tj. za 1/5730 poločasu rozpadu. Co o tom ř́ıká Čebyševova nerovnost?

Řešeńı. Odhadujeme náhodnou veličinu X s rozděleńım Bi (n, p), n = 5 · 107, p = 1 − 1/21/5730 .
= 1.2 · 10−4

(=pravděpodobnost, že se atom v daném čase rozpadne),

EX = n p
.
= 6048 ,

DX = n p (1− p) .
= 6047 ,

σX =
√
n p (1− p) .

= 78 .

Při aproximaci normálńım rozděleńım vyjdou meze EX ± σX Φ−1 (0.975)
.
= 6048 ± 78 · 1.96

.
= 6048 ± 153,

interval přiblǐzně 〈5895, 6201〉, relativńı chyba zhruba 153/6048
.
= 2.5 %.

Exaktńı výpočet z binomického rozděleńı by byl pracný a vedl by k velmi podobným výsledk̊um.
Čebyševova nerovnost nezohledňuje znalost rozděleńı (přiblǐzně normálńı) a vede na intervalový odhad s toler-
anćı ε splňuj́ıćı nerovnost

DX

ε2
≤ 0.05 ,

ε ≥
√

DX

0.05
=

σX√
0.05

.
=

78√
0.05

.
= 349 ,

meze 6048± 349 = 6397, interval přiblǐzně 〈5699, 6397〉, relativńı chyba zhruba 349/6048 = 5.7 %.

Př́ıklad 15.3. Životnost baterie má exponenciálńı rozděleńı se středńı hodnotou 3 hodiny. Určete pravděpodob-
nost, že 100 bateríı zajist́ı alespoň 252 hodin provozu.

Př́ıklad 15.4. Na oboru má studovat 600 student̊u, avšak fakulta smı́ stanovit pouze počet přijatých. Z dlouhodobé
zkušenosti se ukazuje, že z přijatých student̊u se zaṕı̌se asi 2/3. Jaké se má stanovit směrné č́ıslo pro přijet́ı,
aby počet zapsaných byl co nejvěťśı, ale aby překročil 600 s pravděpodobnost́ı nejvýše 5 %? Jaký bude pr̊uměrný
počet zapsaných student̊u? Jak se úloha změńı pro obor, na který má být přijato 60 student̊u? Uved’te použité
předpoklady.

Př́ıklad 15.5. Alice nab́ıdla Bobovi sázku 1 : 1000, že nedokáže z 500 hod̊u minćı aspoň v 60 % hodit ĺıc. Bob
váhá, proto Alice nav́ıc nab́ıźı, že Bob má 10 pokus̊u (po 500 hodech) a stač́ı, když aspoň v jednom z nich uspěje.
Kurs z̊ustává 1 : 1000. Má Bob sázku přijmout?
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Řešeńı. Je-li mince regulérńı a n = 500 je počet pokus̊u, pak výběrový pr̊uměr má podle centrálńı limitńı věty
rozděleńı přiblǐzně N

(
1
2 ,

1
4n

)
. Počet ĺıc̊u je n× věťśı, má tedy rozděleńı přiblǐzně N

(
n
2 ,

n
4

)
. Pravděpodobnost, že

Bob v jednom kole dosáhne o 10 % v́ıc než polovinu ĺıc̊u, je

1− Φ

(
0.1n√

n
4

)
= 1− Φ

(
0.2
√
n
) .

= 1− Φ (4. 472)
.
= 3. 9× 10−6 .

Při 10 opakovaných pokusech se pravděpodbonost úspěchu zvýš́ı méně než 10×, sázka z̊ustává pro Boba velmi
nevýhodná.

Př́ıklad 15.6. Počet X ryb, které rybář ulov́ı za den, je popsán Poissonovým rozděleńım,

pX(k) =
λk

k!
e−λ , k ∈ {0, 1, 2, . . .} ,

s parametrem λ = 3. Na ryby jde n = 100× za rok. Najděte (co nejmenš́ı) symetrický interval, v němž se počet
ulovených ryb za rok nacháźı s pravděpodobnost́ı aspoň 95 %.

Řešeńı. 300± 1.96 ·
√

3 · 10 = 〈266. 05, 333. 95〉

Část II

Základy matematické statistiky

16 Bodové odhady charakteristik rozděleńı

17 Intervalové odhady charakteristik rozděleńı

17.1 Intervalové odhady normálńıho rozděleńı N(µ, σ2)

17.1.1 Odhad středńı hodnoty při známém rozptylu σ2

Př́ıklad 17.1. Rozvodné závody dodávaly elektřinu, jej́ı̌z napět́ı ve voltech mělo normálńı rozděleńı N(230, 25).
Nyńı se jim podařilo sńı̌zit rozptyl na 10. O kolik mohou zvýšit středńı hodnotu při zachováńı horńı meze, která
je překročena jen s pravděpodobnost́ı 10−4?

Př́ıklad 17.2. Oštěpařky Anna a Barbora maj́ı středńı hodnoty hod̊u po řadě 67 a 75 m a směrodatné odchylky
6 a 3 m. Předpokládejme nezávislá normálńı rozděleńı. Odhadněte pravděpodobnost, že při jednom hodu hod́ı
Anna dál.

Řešeńı. Náhodná veličina A má rozděleńı N (67, 36), B má N (75, 9), A−B má
N (67− 75, 36 + 9) = N (−8, 45), kladných hodnot nabývá s pravděpodobnost́ı

1− FN(−8,45) (0) = 1− Φ

(
0− (−8)√

45

)
.
= 1− Φ (1. 192 6)

.
= 1− 0.883 = 0.117 .

17.1.2 Odhad středńı hodnoty při neznámém rozptylu

17.1.3 Odhad rozptylu a směrodatné odchylky

Př́ıklad 17.3. Opakovaná měřeńı stejné koncentrace látky vedla k následuj́ıćım výsledk̊um:
(0.2, 0.23, 0.21, 0.16, 0.18, 0.19, 0.14, 0.18, 0.21). Najděte symetrické oboustranné 90 %-ńı odhady středńı hodnoty,
rozptylu a směrodatné odchylky.

Řešeńı. Odhadujeme parametry náhodné veličiny X z realizace rozsahu n = 9, jej́ı̌z statistiky jsou realizace
výběrového pr̊uměru x

.
= 0.189, realizace výběrového rozptylu s2

x
.
= 7.6 · 10−4, realizace výběrové směrodatné
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odchylky sx =
√
s2
x
.
= 2.76 · 10−2. Intervalový odhad středńı hodnoty:〈

x− sx√
n
qt(n−1)(0.95),x +

sx√
n
qt(n−1)(0.95)

〉
.
=

.
=

〈
0.189− 2.76 · 10−2

3
qt(8)(0.95)︸ ︷︷ ︸

1.86

, 0.189 +
2.76 · 10−2

3
qt(8)(0.95)

〉
.
=

.
= 〈0.172, 0.206〉 .

Intervalový odhad rozptylu: 〈
(n− 1) s2

x

qχ2(n−1) (0.95)
,

(n− 1) s2
x

qχ2(n−1) (0.05)

〉
.
=

.
=

〈
8 · 7.6 · 10−4

qχ2(8) (0.95)︸ ︷︷ ︸
15.51

,
8 · 7.6 · 10−4

qχ2(8) (0.05)︸ ︷︷ ︸
2.73

〉
.
=

.
=
〈
3.9 · 10−4, 2.2 · 10−3

〉
.

Intervalový odhad směrodatné odchylky (odmocnina z předchoźıho):〈√
(n− 1) s2

x

qχ2(n−1) (0.95)
,

√
(n− 1) s2

x

qχ2(n−1) (0.05)

〉
.
=

.
=
〈√

3.9 · 10−4,
√

2.2 · 10−3
〉
.
=
〈
1.97 · 10−2. 4.7 · 10−2

〉
.

Všimněte si, že inervalové odhady výběrového rozptylu, resp. směrodatné odchylky nejsou symetrické kolem jejich
bodových odhad̊u s2

x
.
= 7.6 · 10−4, resp. sx

.
= 2.76 · 10−2.

18 Odhad parametr̊u (metoda moment̊u, metoda maximálńı věro-
hodnosti)

18.1 Odhady diskrétńıch rozděleńı

Př́ıklad 18.1. Gen se vyskytuje ve 4 variantách A, B, C, D. Model předpokládá, že B se vyskytuje 3× častěji
než A a D 3× častěji než C. Odhadněte jejich pravděpodobnosti na základě zjǐstěných četnost́ı v tabulce.

varianta A B C D
četnost 10 15 15 40

Př́ıklad 18.2. V urně je mnoho hraćıch kostek, z nichž některé jsou správné, některé falešné. Na falešných
padá šestka s pravděpodobnost́ı 1/2, zbývaj́ıćı č́ısla maj́ı stejnou pravděpodobnost. Opakovaně jsme vytáhli kostku,
hodili s ńı a vrátili ji zpět. Četnost výsledk̊u udává tabulka:

hodnota 1 2 3 4 5 6
četnost 18 20 12 15 10 25

Odhadněte, kolik procent kostek je falešných.

Řešeńı. Pod́ıl falešných kostek označme p ∈ 〈0, 1〉.
Metoda moment̊u:
Středńı hodnota výsledku pro správnou kostku je 3.5, pro falešnou 4.5, pro směs s koeficientem p vycháźı
3.5 (1− p) + 4.5 p = 3.5 + p.
Realizace výběrového pr̊uměru je 3.54.
Srovnáńım těchto dvou hodnot vyjde odhad p̂ = 0.04 ∈ 〈0, 1〉, což vyhovuje zadáńı.

Metoda maximálńı věrohodnosti:
Ve směsi rozděleńı má šestka pravděpodobnost 1

6 (1− p)+ 1
2 p = 1+2 p

6 a padla 25×, ostatńı č́ısla 1
6 (1− p)+ 1

10 p =
5−2 p

30 a padla 75× (neńı třeba mezi nimi rozlǐsovat).

L (p) =

(
5− 2 p

30

)75

·
(

1 + 2 p

6

)25

,

` (p) = 75 ln (5− 2 p) + 25 ln (1 + 2 p)− 75 ln 30− 25 ln 6 .
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Maximum nastává pro p̂ takové, že

∂

∂p̂
` (p̂) =

−150

5− 2 p̂
+

50

1 + 2 p̂
= 0 ,

p̂ =
1

4
∈ 〈0, 1〉 .

Př́ıklad 18.3. Náhodná veličina X je směśı náhodných veličin Y, Z, jejichž pravděpodobnostńı funkce jsou dány
tabulkou:

hodnota 1 2 3 4
pY 0.4 0.4 0.1 0.1
pZ 0.1 0.1 0.4 0.4
pozorovaná četnost 12 13 9 6

Posledńı řádek udává četnosti hodnot v realizaci náhodného výběru s rozděleńım, které má náhodná veličina X.
Odhadněte z nich neznámý koeficient směsi.

Řešeńı. Metoda moment̊u:

EX = wEY + (1− w) EZ =

= w (0.4 · 1 + 0.4 · 2 + 0.1 · 3 + 0.1 · 4) +

+ (1− w) (0.1 · 1 + 0.1 · 2 + 0.4 · 3 + 0.4 · 4) =

= 1. 9w + 3. 1 (1− w) = 3. 1− 1. 2w =

=
12 · 1 + 13 · 2 + 9 · 3 + 6 · 4

12 + 13 + 9 + 6
=

89

40
= 2. 225 ,

w =
35

48

.
= 0.729 17 .

Vyhovuje zadáńı.
Metoda maximálńı věrohodnosti:
0.4w + 0.1 (1− w) = 0.3w + 0.1, 0.1w + 0.4 (1− w) = 0.4− 0.3w .

hodnota 1 2 3 4
pX 0.1 + 0.3w 0.1 + 0.3w 0.4− 0.3w 0.4− 0.3w
pozorovaná četnost 12 13 9 6

L (w) = (0.1 + 0.3w)
12+13 · (0.4− 0.3w)

9+6
= (0.1 + 0.3w)

25
(0.4− 0.3w)

15
,

` (w) = ln (L (w)) = 25 ln (0.1 + 0.3w) + 15 ln (0.4− 0.3w) ,

`′ (w) =
7. 5

0.1 + 0.3w
− 4. 5

0.4− 0.3w
= 0 ,

w =
17

24

.
= 0.708 33 .

Př́ıklad 18.4. Náhodná veličina m̊uže nabývat hodnot 0, 1, 2. Jej́ı rozděleńı, závislé na parametrech p, q, a
četnost hodnot v realizaci uvád́ı tabulka:

hodnota 0 1 2
teoretická pravděpodobnost p q q2

pozorovaná četnost 2 12 6
Odhadněte parametry p, q.

Řešeńı. p = 1− q − q2

Metoda moment̊u: µX = q + 2q2, mX = 1·12+2·6
2+12+6 = 6

5 , µX = mX .

⇒ q1 = − 1
20

√
265 − 1

4 = −1. 063 9 (nevyhovuje), q2 = 1
20

√
265 − 1

4 = 0.563 94 (vyhovuje), p = 1 − q2 − q2
2 =

0.118 03.
Metoda maximálńı věrohodnosti: L(q) = 2 ln p+ 12 ln q + 6 ln q2 = 2 ln

(
1− q − q2

)
+ 24 ln q,

∂L
∂q (q) = 24

q + 2 −2q−1
1−q2−q = 0 ⇒ q1 = − 3

2(nevyhovuje), q2 = 4
7 = 0.571 43 (vyhovuje), p = 1 − q2 − q2

2 = 5
49 =

0.102 04.
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Př́ıklad 18.5. V osud́ı jsou 2 druhy kostek, na prvńıch jsou č́ısla 1, . . . , 6, na druhých pouze 1, 3, 5, u obou
druh̊u jsou všechny možné výsledky stejně pravděpodobné. Vytáhli jsme 20 kostek a jednou jimi hodili; četnost
výsledk̊u udává tabulka. Odhadněte, kolik z těchto kostek bylo prvńıho druhu.

hodnota 1 2 3 4 5 6
četnost 3 4 4 4 2 3

Př́ıklad 18.6. Náhodná veličina nabývá výsledky 1, 2, 3. Tabulka uvád́ı jejich pravděpodobnosti a pozorované
četnosti. Odhadněte parametry a, b.

hodnota 1 2 3
teoretická pravděpodobnost a+ b a+ 2b a+ 3b
četnost 10 10 20

18.2 Odhady spojitých rozděleńı

Př́ıklad 18.7. Předpokládáme, že náhodná veličina X má (po částech lineárńı) hustotu dle obrázku.

-

6

�
�
�
�
�
�@

@
@
@
@
@

0−a a

fX

Na základě realizace

1. x = (−2, 1, 1)

2. x = (−1, 1, 2)

odhadněte parametr a > 0.

Př́ıklad 18.8. Předpokládáme, že náhodná veličina X má posunuté exponenciálńı rozděleńı s hustotou

fX(t) =

{
1
τ exp

(
− t−Tτ

)
pro t ≥ T ,

0 jinak,

kde τ > 0. Z realizace x = (2, 3, 8, 4, 10, 3, 5) odhadněte parametry T, τ .

Řešeńı. Metoda maximálńı věrohodnosti:

L (T, τ) = ln

(
n∏
i=1

1

τ
exp

(
−xi − T

τ

))
= −n ln τ − 1

τ

n∑
i=1

xi +
1

τ
n T ,

pokud T ≤ min
i
xi (jinak 0). To je rostoućı funkce T , takže T̂ = min

i
xi.

0 =
∂L

∂τ

(
T̂ , τ̂

)
= −n

τ̂
+

1

τ̂2

n∑
i=1

xi︸ ︷︷ ︸
n x̄

− 1

τ̂2
n T̂ ,

τ̂ = x̄− T̂ = x̄−min
i
xi .

V našem př́ıpadě T̂ = 2, τ̂ = 5− 2 = 3.
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Metoda moment̊u:

µX =

∫
R
t fX(t) dt =

∫ ∞
T

t

τ
exp

(
− t− T

τ

)
dt = (−t− τ) exp

(
− t− T

τ

)∣∣∣∣∞
t=T

=

= T + τ ,

µX2 =

∫
R
t2 fX(t) dt =

∫ ∞
T

t2

τ
exp

(
− t− T

τ

)
dt =

=
(
−t2 − 2 τ t− 2 τ2

)
exp

(
− t− T

τ

)∣∣∣∣∞
t=T

= T 2 + 2 τ T + 2 τ2 = (T + τ)
2

+ τ2 = µ2
X + τ2 .

K těmto výsledk̊um lze doj́ıt bez integrováńı, nebot’ X = Y + T , kde T je konstanta a Y je náhodná veličina s
exponenciálńım rozděleńım, µY = τ , σ2

Y = τ2; µX = µY + T , σ2
X = σ2

Y , µX2 = µ2
X + σ2

X .
V našem př́ıpadě

mX =
1

n

n∑
i=1

xi = 5 , mX2 =
1

n

n∑
i=1

x2
i =

227

7
= 32.429 ,

soustava rovnic

T̂ + τ̂ = mX = 5

m2
X + τ̂2 = mX2 =

227

7

má kladné řešeńı τ̂ = 2
√

91
7 = 2.725 5, T̂ = 2.274 5, které ovšem neodpov́ıdá zadáńı, nebot’ T̂ > x1 = 2, takže

nalezený model nepřipoušt́ı pozorovanou hodnotu x1 (ta by měla nulovou hustotu pravděpodobnosti).

19 Testováńı hypotéz

20 Testy středńı hodnoty a rozptylu

20.1 Testy středńı hodnoty normálńıho rozděleńı

20.1.1 Při známém rozptylu σ2

20.1.2 Při neznámém rozptylu

Př́ıklad 20.1. Z 10 měřeńı krevńıho tlaku u jednoho pacienta jsme obdrželi výběrový pr̊uměr 150 a výběrovou
směrodatnou odchylku 20. Rozhodněte na hladině významnosti 5%, zda je středńı hodnota krevńıho tlaku nejvýše
140. Za jakých předpoklad̊u výsledek plat́ı?

Př́ıklad 20.2. Voltmetr vykázal následuj́ıćı četnosti chyb měřeńı. Otestujte na hladině významnosti 1% hy-
potézu, že má nulovou stálou chybu. Diskutujte použité předpoklady.

chyba [mV] −0.2 −0.1 0 0.1 0.2 0.3
četnost chyby 2 2 10 10 5 1

20.2 Testy rozptylu normálńıho rozděleńı

Př́ıklad 20.3. Do laboratoře bylo odesláno 5 stejných vzork̊u krve ke stanoveńı obsahu alkoholu. Výsledky byly:
0.8, 1, 0.6, 1.4, 0.9 promile. Posud’te na hladině významnosti 5 %, zda směrodatná odchylka měřeńı je nejvýše
0.1 promile. Uved’te použité předpoklady.

Řešeńı. Z výběrového rozptylu vypoč́ıtáme testovaćı statistiku

t =
(n− 1) s2

x

DX

.
=

4 · 0.088

0.12

.
= 35.2 ,

kterou porovnáme s kvantilem qχ2(n−1)(1−α) = qχ2(4)(0.95)
.
= 9.49, hypotézu zamı́táme. Vycháźıme z předpokladu,

že chyby jednotlivých měřeńı jsou nezávislé a maj́ı všechny stejné normálńı rozděleńı; potom má testovaćı statis-
tika rozděleńı χ2(n− 1).
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Př́ıklad 20.4. Z 10 měřeńı stejného napět́ı nám vyšla výběrová směrodatná odchylka voltmetru 3 mV. Posud’te
na hladině významnosti 5%, zda směrodatná odchylka voltmetru je nejvýše 2 mV, jak uvád́ı výrobce. Uved’te
použité předpoklady.

Řešeńı. Z výběrového rozptylu vypoč́ıtáme testovaćı statistiku

t =
(n− 1) s2

x

DX
=

81

4
= 20.25 ,

kterou porovnáme s kvantilem qχ2(n−1)(1−α)
.
= 16.92, hypotézu zamı́táme. Vycháźıme z předpokladu, že chyby

jednotlivých měřeńı jsou nezávislé a maj́ı všechny stejné normálńı rozděleńı; potom má testovaćı statistika
rozděleńı χ2(n− 1).

20.3 Porovnáńı dvou normálńıch rozděleńı

20.3.1 Test rozptyl̊u dvou normálńıch rozděleńı

Př́ıklad 20.5. Jeden vzorek byl rozdělen na mnoho stejných část́ı a zaslán opakovaně k měřeńı dvěma lab-
oratoř́ım. Výsledky jsou v tabulce. Posud’te na hladině významnosti 5%, zda rozptyl jejich výsledk̊u je stejný.
Uved’te použité předpoklady.

1. laboratoř 10.1 10.3 11.1 9.7 10.4 10.8 10.4
2. laboratoř 9.8 9.6 11.3 9.3 10.5 10.7 10.2

20.3.2 Testy středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se známým rozptylem σ2

20.3.3 Testy středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se (stejným) neznámým rozptylem

Př́ıklad 20.6. U testovaćı skupiny 20 pacient̊u, kterým byl podáván lék na sńı̌zeńı krevńıho tlaku, byla naměřena
realizace výběrového pr̊uměru 140 torr, realizace výběrové směrodatné odchylky 20 torr. U srovnávaćı skupiny 50
pacient̊u, kterým lék nebyl podáván, byl naměřena realizace výběrového pr̊uměru 150 torr, realizace výběrové
směrodatné odchylky 15 torr. Posud’te, zda je t́ım prokázána účinnost léku na hladině významnosti 1%. Uved’te
použité předpoklady.

Řešeńı. x̄ = 140, sx = 20, m = 20,
ȳ = 150, sy = 15, n = 50,
H ′0 : s2

x = s2
y, H ′1 : s2

x 6= s2
y

s2x
s2y

= 16
9

.
= 1.778 porovnáme s

qF (19,49)(0.995)
.
= 2.47, qF (19,49)(0.005) =

1

qF (49,19)(0.995)

.
=

1

2.96

.
= 0.338,

hypotézu H ′0 o rovnosti rozptyl̊u nezamı́táme
Odhad rozptylu a směrodatné odchylky:

s2 =
(m− 1) s2

x + (n− 1) s2
y

m+ n− 2

.
= 273.9, s

.
=
√

273.9
.
= 16.55,

H0 : EX ≥ EY, H1 : EX < EY

t =
x̄− ȳ

s
√

1
m + 1

n

.
=

−10

16.55
√

1
20 + 1

50

.
= −2.284

porovnáme s qt(68)(0.01) = −qt(68)(0.99)
.
= −2.38 a hypotézu, že lék nesnižuje krevńı tlak, nezamı́táme na

na hladině významnosti 1%. (Mohli bychom ji zamı́tnout na hladině významnosti 5%, pro tu je qt(68)(0.05) =
−qt(68)(0.95)

.
= −1.66.)

Předpoklady: normálńı rozděleńı (stejné uvnitř každého souboru), nezávislost, stejné rozptyly.

Př́ıklad 20.7. Stejnou veličinu jsme měřili dvěma metodami, každou 10×. Výsledky shrnuje následuj́ıćı tabulka.
výběrový pr̊uměr výběrová směrodatná odchylka

1. metoda 20 3
2. metoda 21 5

Posud’te na hladině významnosti 5 %, zda lze považovat obě metody za stejně přesné a jejich středńı hodnoty za
stejné. Diskutujte použité předpoklady.
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Př́ıklad 20.8. V řetězćıch A a B jsme koupili 11 baĺıčk̊u cukru a jejich zvážeńım jsme dospěli k těmto hodnotám:
A B

výběrový pr̊uměr 0.951 kg 0.912 kg

výběrový rozptyl 0.021 kg2 0.067 kg2

výběrová směrodatná odchylka 0.144 kg 0.258 kg

Je možné na základě těchto dat zamı́tnout na hladině významnosti 5 % hypotézu, že středńı hodnoty hmotnosti
baĺıčk̊u cukru v těchto dvou řetezćıch jsou stejné?

20.4 Testy středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı – párový pokus

20.4.1 Pro známý rozptyl σ2

20.4.2 Pro neznámý rozptyl

Př́ıklad 20.9. U dvou benźınových stanic byly vždy v tutéž dobu sledovány ceny benźınu, výsledky jsou v tabulce:
X 32.50 32.20 31.30 30.60 29.20 27.60 27.20 26.90 25.90 25.90 23.90 23.90
Y 32.70 32.30 31.50 30.60 29.30 27.70 27.40 26.70 26.50 25.50 24.90 23.50

Posud’te na hladině významnosti 5% hypotézu, že benźın u stanice X neńı levněǰśı. Uved’te použité předpoklady.

Řešeńı. Rozd́ıly cen jsou
δ = (−0.2,−0.1,−0.2, 0,−0.1,−0.1,−0.2, 0.2,−0.6, 0.4,−1, 0.4),
n = 12, δ̄ = −0.125, s2

δ
.
= 0.153, sδ

.
= 0.391,

t =
δ̄

sδ

√
n
.
= −1.107 ,

porovnáme s kvantilem qt(11)(0.05) = −qt(11)(0.95)
.
= −1. 80 a nulovou hypotézu nezamı́táme.

Předpoklady pro párový pokus: středńı hodnoty náhodných veličin v obou výběrech koĺısaj́ı stejně, odchylky od
nich maj́ı normálńı rozděleńı a jsou nezávislé.

21 χ2-test dobré shody

Př́ıklad 21.1. Realizaćı náhodného výběru jsme dostali následuj́ıćı četnosti hodnot:
hodnota 0 1 2 3 4 5
pozorovaná četnost 2 7 15 12 3 1

Posud’te na hladině významnosti 5% hypotézu, že výběr pocháźı z binomického rozděleńı Bi (5, p), kde p neznáme.

Řešeńı. Odhad p metodou moment̊u: EX = 5 p = x̄ = 2.25, p = 0.45. Stejný výsledek dává i metoda maximálńı
věrohodnosti, viz [Navara: PMS, str. 180].

hodnota k 0 1 2 3 4 5
pozorovaná četnost 2 7 15 12 3 1

teoretická četnost
(

5
k

)
pk (1− p)5−k

2.013 8.236 13.476 11.026 4.511 0.738

Pro k ∈ {0, 5} vycháźı teoretická četnost př́ılǐs malá, muśıme sdružit tř́ıdy:
hodnota k 0− 1 2 3 4− 5
pozorovaná četnost 9 15 12 4
teoretická četnost 10.2487 13.476375 11.026125 5.2488
př́ıspěvek ke kritériu 0.152141412 0.172259464 0.086016848 0.297115806

Hodnota kritéria je 0.70753353, porovnáme s kvantilem qχ2(2) (0.95)
.
= 5.99 a hypotézu nezamı́táme.

Př́ıklad 21.2. Sportovec 25× prohrál (0 bod̊u), 118× remizoval (1 bod) a 123× vyhrál (2 body). Posud’te na
hladině významnosti 5 %, zda tato data vyhovuj́ı binomickému rozděleńı Bi(2, q), kde q ∈ 〈0, 1〉 je neznámý
parametr.

Př́ıklad 21.3. Tabulka uvád́ı, kolik z respondent̊u odpovědělo v pr̊uzkumu na otázku kladně, v závislosti na
vzděláńı. Máme d̊uvod se domńıvat, že odpověd’ záviśı na vzděláńı?
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ukončené vzděláńı počet respondent̊u počet kladných odpověd́ı
žádné 5 1

základńı 195 10
středńı 450 14

vyšš́ı středńı 150 10
vysokoškolské 200 15

celkem 1000 50

Př́ıklad 21.4. Posud’te na hladině významnosti 5 %, zda data v tabulce odpov́ıdaj́ı následuj́ıćımu pravděpodob-
nostńımu modelu: Každý rok je přij́ımán stejný počet student̊u (1200), z každého ročńıku do daľśıho postouṕı
80 %, ostatńı fakultu opust́ı.

ročńık 1 2 3 4 5
počet student̊u 1200 860 650 530 450

21.1 χ2-test dobré shody dvou rozděleńı

21.2 χ2-test nezávislosti dvou rozděleńı

22 Korelace, jej́ı odhad a testováńı

22.1 Test nekorelovanosti dvou výběr̊u z normálńıch rozděleńı

Př́ıklad 22.1. Na vzorku 50 pacient̊u byla zjǐstěna korelace −0.4 mezi tělesnou hmotnost́ı a věkem, kterého se
dožili. Otestujte na hladině významnosti 5 % hypotézu, že zvýšená hmotnost nezkracuje život.

Řešeńı.

t =
rx,y
√
n− 2√

1− r2
x,y

=
−0.4

√
50− 2√

1− 0.42

.
= −3.02 ,

porovnáme s qt(48)(0.05) = −qt(48)(0.95)
.
= −1.68 a hypotézu zamı́táme.

23 Neparametrické testy

23.1 Znaménkový test

23.2 Wilcoxon̊uv test (jednovýběrový)

Část III

Př́ılohy

24 Př́ıklady pro opakováńı

Př́ıklad 24.1. Vysvětlete rozd́ıly mezi následuj́ıćımi pojmy: (a) středńı hodnota, (b) výběrový pr̊uměr, (c) real-
izace výběrového pr̊uměru.

Řešeńı. Středńı hodnota nemuśı existovat. Pokud existuje, je to č́ıslo, které nám m̊uže z̊ustat utajeno; proje-
vuje se pouze zprostředkovaně v realizaćıch náhodné veličiny a je limitou některých odhad̊u. Výběrový pr̊uměr
je náhodná veličina vypoč́ıtaná z náhodného výběru, na rozd́ıl od středńı hodnoty vždy existuje (pro numerické
náhodné veličiny). Pokud p̊uvodńı rozděleńı má rozptyl, je výběrový pr̊uměr nestranným konzistentńım odha-
dem středńı hodnoty, takže k ńı v jistém smyslu konverguje pro rozsah výběru jdoućı do nekonečna. Realizace
výběrového pr̊uměru je č́ıslo źıskané z realizace náhodného výběru, slouž́ıćı k (realizaci) odhadu neznámé středńı
hodnoty.

Př́ıklad 24.2. K úspěšnému absolvováńı zkoušky je potřeba nadpolovičńı počet bod̊u z ṕısemky. Každý př́ıklad je
hodnocen 0, 1, nebo 2 body a student odhadl, že všechna bodová hodnoceńı jsou stejně pravděpodobná a nezávislá
na výsledćıch v ostatńıch př́ıkladech. Kdy má věťśı šanci na úspěch, pokud bude mı́t zkouška 2 př́ıklady, nebo 3?
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Př́ıklad 24.3. Najděte př́ıklad nezáporné náhodné veličiny, která má středńı hodnotu 1 a směrodatnou od-
chylku 10, nebo dokažte, že taková náhodná veličina neexistuje.

Př́ıklad 24.4. Semena maj́ı kĺıčivost p ∈ (0, 1). Jaký je optimálńı počet n semen v jamce, aby byla co nejvyšš́ı
pravděpodobnost, že vykĺıč́ı právě jedno? Řešte obecně a pro p = 1/3.

Př́ıklad 24.5. Náhodná veličina X má binomické rozděleńı Bi(2, 1
3 ), náhodná veličina Y má spojité rovnoměrné

rozděleńı R(0, 1). Popǐste a znározněte rozděleńı náhodných veličin

1. Y + EX,

2. X − EY ,

3. −2X,

4. −2Y ,

5. Mix1/3(X,Y ).

Př́ıklad 24.6. Náhodná veličina X má distribučńı funkci

FX(t) =

{
0 pro t < 0,
1− exp(−2 t) pro t ≥ 0.

Popǐste rozděleńı náhodné veličiny Y = 2− 2 X a stanovte jej́ı středńı hodnotu a rozptyl.

Řešeńı. Jedná se o exponenciálńı rozděleńı s parametrem τ = 1/2, EX = τ = 1/2, DX = τ2 = 1/4,

fX(t) = F ′X(t) =

{
0 pro t < 0,
2 exp(−2 t) pro t ≥ 0,

qX(α) = F−1
X (α) = −1

2
ln(1− α) .

Změna znaménka:

F−X(t) = 1− FX(−t) =

{
exp(2 t) pro t < 0,
0 pro t ≥ 0,

f−X(t) = fX(−t) =

{
2 exp(2 t) pro t < 0,
0 pro t ≥ 0,

q−X(α) = −qX(1− α) =
1

2
ln(α) .

Lineárńı zobrazeńı (nyńı jǐz násob́ıme −X kladným č́ıslem 2):

qY (α) = 2 + 2 q−X(α) = 2 + ln(α) ,

FY (t) = q−1
Y (α) = F−X

(
t

2
− 1

)
=

{
exp(t− 2) pro t < 2,
0 pro t ≥ 2,

fY (t) = F ′Y (t) =

{
exp(t− 2) pro t < 2,
0 pro t ≥ 2.

EY = 2− 2 EX = 1 ,

DY = 22 DX = 1 .

Př́ıklad 24.7. Náhodná veličina X má alternativńı rozděleńı; nabývá hodnot 0, 1 s pravděpodobnost́ı 1/2.
Náhodná veličina Y má rovnoměrné rozděleńı na intervalu 〈0, 1〉. Určete a znázorněte rozděleńı náhodných
veličin (a) 2Y + 1, (b) Mix2/3 (Y,X), (c) X + Y (návod: X je směśı dvou konstatńıch náhodných veličin).
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Př́ıklad 24.8. Náhodná veličina X má hustotu

fX(u) =

{
c u pro u ∈ 〈0, 1〉 ,
0 jinak,

kde c ∈ R. Vypočtěte středńı hodnotu, určete a znázorněte distribučńı funkce veličin −X a X2.

Př́ıklad 24.9. Nezávislé náhodné veličiny X,Y, Z maj́ı po řadě rozděleńı N(2, 3), N(0, 1), N(0, 1). Určete

1. rozděleńı náhodné veličiny X + Y ,

2. středńı hodnotu směsi náhodných veličin Mix1/2(X,Y ),

3. rozděleńı náhodné veličiny Y 2 + Z2.

Př́ıklad 24.10. Nezávislé náhodné veličiny X,Y, Z maj́ı po řadě rozděleńı N(2, 3), N(5, 1), N(0, 1). Určete

1. rozděleńı náhodné veličiny X − Y ,

2. středńı hodnotu náhodné veličiny X · Y ,

3. rozděleńı náhodné veličiny Z2.

Př́ıklad 24.11. Spojitá náhodná veličina je frekvence v Hz. Jaký fyzikálńı rozměr má jej́ı rozptyl, směrodatná
odchylka, medián, dále argumenty a výsledky distribučńı a kvantilové funkce a hustoty?

Řešeńı. Rozptyl Hz2, směrodatná odchylka i medián Hz, distribučńı funkce Hz 7→ 1, kvantilová funkce 1 7→ Hz,
hustota Hz 7→ Hz−1 = s.

Př́ıklad 24.12. Stykač má být zapnut 8 hodin denně. Má-li být vypnutý, je s pravděpodobnost́ı 10 % zapnutý,
má-li být zapnutý, je s pravděpodobnost́ı 5 % vypnutý. (a) S jakou pravděpodobnost́ı nepracuje správně? Jaká
bude tato pravděpodobnost, pokud použijeme dva nezávislé stykače a spoj́ıme je (b) sériově, (c) paralelně?

Př́ıklad 24.13. Předpokládejme, že politická strana má volebńı preference 3 %. Jaká je pravděpodobnost, že
v pr̊uzkumu odhad jej́ıch preferenćı dosáhne aspoň 5 %, je-li rozsah výběru (a) 500, (b) 1000?

Př́ıklad 24.14. Na stejném mı́stě měř́ıme teplotu dvěma nezávislými teploměry se směrodatnými odchylkami 2 ◦C.
Ukazuj́ı 3 ◦C, resp. 2.5 ◦C. Jaké je riziko, že mrzne? Uved’te použité předpoklady.

Řešeńı. Aritmetický pr̊uměr obou údaj̊u je 2.75 ◦C se směrodatnou odchylkou
√

2 ◦C,

Φ

(
−2.75√

2

)
.
= 1− Φ (1.944 54)

.
= 1− 0.974 = 0.026 .

Př́ıklad 24.15. Náhodná veličina X je počet dět́ı ve školńım věku v jedné rodině. Předpokládáme, že má
Poissonovo rozděleńı s parametrem λ = 0.8, tj.

pX(k) =
λk

k!
e−λ , k ∈ {0, 1, 2, . . .} ,

EX = λ , DX = λ .

Ve městě bydĺı n = 10 000 rodin. Jaký počet mı́st ve školách bude postačovat s pravděpodobnost́ı aspoň 95 %?
(Předpokládáme, že všechny děti chod́ı do školy v obci, ve které bydĺı.) Uved’te použité předpoklady.

Řešeńı. 1. postup: Použijeme centrálńı limitńı větu; počet dět́ı má přiblǐzně normálńı rozděleńı N(nλ, n λ) =
N(8 000, 8 000). Výsledkem je kvantil

qN(nλ,n λ) (0.95) = nλ+
√
nλΦ−1 (0.95)

.
= 8 000 +

√
8 000 1.645

.
= 8147.13 .

Zaokrouhĺıme nahoru; potřebujeme aspoň 8148 mı́st.
2. postup: Součet nezávislých Poissonových rozděleńı má Poissonovo rozděleńı, zde s parametrem nλ = 8 000.
Pro intervalový odhad je nahrad́ıme normálńım rozděleńım N(8 000, 8 000), daľśı postup je stejný.
Předpokládáme nezávislost počtu dět́ı v jednotlivých rodinách. Existence rozptylu je zaručena předpoklady. Dále
považujeme počet rodin za dostatečně velký na to, abychom mohli zanedbat chybu v náhradě výsledného (Pois-
sonova) rozděleńı normálńım.
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Př́ıklad 24.16. Za prvńı účast na zkoušce se plat́ı 30 EUR, za každý opravný pokus 2× v́ıce než za předešlý.
Student má v každém pokusu pravděpodobnost úspěchu p. Na kolik ho v pr̊uměru zkouška přijde (v závislosti
na p)?

Řešeńı. Pokus je popsán binomickým rozděleńım Bi(n, p), maximalizujeme hodnotu(
n
1

)
p1 (1− p)n−1 = n p (1− p)n−1

v závislosti na n. V reálném oboru vycháźı

n = − 1

ln (−p+ 1)
.

Funkce je unimodálńı (do maxima rostoućı, pak klesaj́ıćı), takže optimum v oboru celých č́ısel nastává pro jedno
ze dvou celých č́ısel, která jsou nejbĺı̌ze této hodnotě. Pro p = 1/3, n = − 1

ln 2
3

= 2.466 3

n = 0
n p (1− p)n−1

= 0
n = 1
n p (1− p)n−1

= 1
3

n = 2
n p (1− p)n−1

= 4
9

n = 3
n p (1− p)n−1

= 4
9

n = 4
n p (1− p)n−1

= 32
81

∂
∂nn p (1− p)n−1

= p (1− p)n−1
+ np (ln (1− p)) (1− p)n−1

= 0, řešeńı:
C if p = 0{

− 1
ln(−p+1)

}
∪ C \ {0} if p = 1{

− 1
ln(−p+1)

}
if p 6= 0 ∧ p 6= 1

Př́ıklad 24.17. Posud’te, který z pravděpodobnostńıch model̊u v tabulce nejlépe odpov́ıdá pozorovaným četnostem
známek:

známka 1 2 3 4
pravděpodobnost dle modelu A 1/4 1/4 1/4 1/4
pravděpodobnost dle modelu B 1/6 1/6 1/3 1/3
pravděpodobnost dle modelu C 1/8 1/8 1/4 1/2
četnost 20 27 70 99

Př́ıklad 24.18. Jaké jsou vztahy mezi nezávislost́ı a nekorelovanost́ı náhodných veličin? Uved’te jeden př́ıklad
u každé kombinace těchto vlastnost́ı, která m̊uže nastat.

Řešeńı. Nezávislé náhodné veličiny jsou nekorelované, př́ıklad̊u je mnoho. Př́ıklady ostatńıch př́ıpad̊u:
Závislé a korelované: X = Y libovolné kromě konstatńıch.
Závislé a nekorelované: (X,Y ) nabývá hodnot (−2,−1) , (−1, 1) , (1, 1) , (2,−1) s pravděpodobnostmi 1/4. Pak
EX = EY = E(X Y ) = 0,

P [X = 2, Y = 1] = 0 6= P [X = 2] · P [Y = 1] =
1

4
· 1

2
=

1

8
.

Př́ıklad 24.19. Po 2/3 dńı neprš́ı. V ostatńı dny má srážkový úhrn v mm přiblǐzně logaritmickonormálńı
rozděleńı LN(0, 2.5), tj. rozděleńı náhodné veličiny tvaru X = exp(Y ), kde Y má rozděleńı N(0, 2.5). Jej́ı hustota
je

fX(u) =

{
1

u
√

5π
exp

(
− (lnu)2

5

)
pro u > 0 ,

0 jinak.

Odhadněte, jak velký denńı úhrn srážek je překročen 1× za 100 let.

Př́ıklad 24.20. Na desce jsou kruhové kapky. Jejich plošný obsah v mm2 má rozděleńı χ2 s 1 stupněm volnosti.
Jaké je rozděleńı a medián jejich obvodu?
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Př́ıklad 24.21. Pokud generátor náhodných č́ısel je nedokonalý (dává některé výsledky s vyšš́ı pravděpodobnost́ı
než jiné), typickým technickým řešeńım je zpětná vazba, která to kompenzuje. Posud’te možnost uplatněńı tohoto
principu.

Řešeńı. Takový generátor by nebyl dobrý, jeho výsledky by byly závislé. Pokud např. náhodou vyjdou 3 stejné
výsledky za sebou, má být pravděpodobnost opakováńı téhož výsledku v daľśım pokusu stále stejná, ale zde by se
sńı̌zila.

Př́ıklad 24.22. Podmı́nka nekorelovanosti náhodných veličin je tvaru rovnosti dvou reálných č́ısel, což, jak
známo, je velmi neobvyklý př́ıpad. Co z toho vyplývá pro nekorelovanost náhodných veličin?

Řešeńı. Pokud jsou náhodné veličiny závislé, je pravděpodobnost, že vyjdou nekorelované, velmi malá (typicky
nulová); nem̊užeme to však vyhodnotit, takže nanejvýš m̊užeme vyvrátit hypotézu, že jsou nekorelované.
Pokud jsou však nezávislé (což neńı tak neobvyklé), pak nekorelovanost vycháźı z podstaty pokusu a plat́ı přesně.
D̊usledkem je, že dostatečně přesný (rozsáhlý) test na nekorelovanost odhaĺı závislost náhodných veličin s vysokou
pravděpodobnost́ı, ačkoli jistotu nedává ani teoreticky přesná nekorelovanost.

Př́ıklad 24.23. Profesor chod́ı na přednášky s malým zpožděńım. Zjistil, že studenti chtěj́ı statisticky vyhodnotit
toto zpožděńı. Napadl ho trik: na posledńı přednášku přijde hodně pozdě, č́ımž zvýš́ı rozptyl a zpožděńı nevyjde
statisticky významné. Má tato strategie naději na úspěch? Zd̊uvodněte. Jaké testy mohou studenti zvolit pro svoji
hypotézu?
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