Co (ne)iika centralni limitni véta
Mirko Navara, 29. prosince 2020
Co chceme rici

Kdyz se podivame na binomické rozdéleni z velkého poc¢tu moznosti n, pripomina tvarem
Gaussovu ktivku.
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Pravdépodobnostni funkce rozdéleni Bi(12,1/2) a jeji prolozeni Gaussovou kiivkou

Je to dusledek toho, Ze se jednd o soucet mnoha nezavislych ndhodnych veli¢in. Jejich
rozdéleni bylo alternativni, ale podobné vysledky dostaneme i pro mnohé jina rozdéleni.

Piedpokldddme nahodné veliciny X;, 7 = 1,2,..., které jsou nezavislé a maji stejné
rozdéleni (s distribucni funkei Fx, kvantilovou funkei ¢x, poptipadé pravdépodobnostni
funkei px nebo hustotou fx).

Definujeme posloupnost ndhodnych veli¢in U,,, n = 1,2, ..., coz jsou ¢astetné soucty fady,
n
U, = Z X;.
j=1

Protoze nas bude zajimat limitni chovani pro n — oo, potfebujeme nekonec¢nou posloupnost
nahodnych veli¢in X;, j € N, i ¢astecnych souctu U,, n € N.

Centralni limitni véta ika, ze pro ,velkd n“ se rozdéleni ndhodnych veli¢in U, ,tvarem
bliz{“ normdlnimu (je ,asymptoticky normdlni“). Je vsak tézké korektné vyjadrit ,tvarem
se blizi.“

Jak spravné formulovat centralni limitni vétu

Kdyby X; mély normélni rozdéleni N(EX,DX), ¢astecné soucty U, by mély normélni
rozdéleni N(EU,,,DU,,) s parametry

EU, =nEX,
DU, =nDX.

Tyto parametry ma U, i v obecném piipadé, pokud existuje rozptyl DX (a tedy i stfedn{
hodnota EX).



,Lvar rozdéleni“ je to, co zbyde, kdyz odhlédneme od stfedni hodnoty a rozptylu, tj. kdyz
nadhodnou veli¢inu znormujeme:
U, — EU, U,—nEX
Y,, = normU,, = -2 n_ Zn— M .

O'Un \/’ﬁO’X

Stejny vysledek dd i normovany vybérovy prumeér,

X, —EX n)?n—nEX_

norm X ,, = ﬁUX = Vrox =Y,
kde n X,, = U,.
Zpétny prevod:
U,=nEX +noxVY,,
X, =BX + % Y, .
Centralni limitni véta rikd, ze pro n — oo
Y, ~» N(0,1), (1)
kde ~ znaci, ze ,rozdéleni se blizi,“ coz bude nutno upfesnit.
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Distribucnd funkce binomického rozdéleni Bi(12,1/2) a normdlniho rozdéleni se stejnou
stredni hodnotou a rozptylem

Kdyby X; mély normélni rozdéleni, platila by v rovnost (a centrdln{ limitn{ vétu bychom
nepottebovali).

Centralni limitn{ véta nefika, ze pravdépodobnostni funkce konverguji (k pravdépodob-
nostni funkci),
lim py, (t) = pn(o,1)(t) pro véechna t € R,

n—oo

i kdyz je to pravda, ovSem trividlni — obé strany jsou nulové.
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Pravdépodobnostni funkce normovanich souctu ruzngch poctu nezavislych ndahodnijch
velicin s alternativnim rozdélenim Alt(1/m)

Centréln{ limitn{ véta nefikd, ze hustoty konverguji (k hustoté),

lim fy, (t) = fxeo,1)(t) pro skoro vsechna ¢t € R;

n—oo

je to pravda jen pro absolutné spojita rozdéleni, ale my se neomezime jen na né.
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Hustoty normovangch souctu riznijch pocti nezdvislyjch nahodnych veli¢in

Zde i déle je pouzit vybér z exponencidlniho rozdéleni Exp(2).
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Distribucni funkce exponencidlniho rozdéleni Exp(2)
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Hustota exponencidlniho rozdéleni Exp(2)

Centraln{ limitn{ véta #ik4, ze distribuéni funkce konverguji (k distribuéni funkeci normo-
vaného normalniho rozdéleni), a to bodové,

lim Fy, (1) = Fno,1)(t) = (t) pro viechna t € R.

n—oo
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Distribuénd funkce normovangch souctu ruzniyjch pocti nezavislych nahodngch velicin

Centraln{ limitni véta by mohla Fikat, Ze distribuéni funkce konverguji (k distribuén{

funkci) stejnomérné,
lim sup|Fy, (t) — ®(¢)| =0,

n—oo teR

ale k tomu by byl navic nutny pfedpoklad existence 3. centrdlniho momentu.

Centrélni limitn{ véta by mohla fikat, ze kvantilové funkce konverguji (ke kvantilové
funkei normovaného normélniho rozdéleni) a to bodové,

lim gy, (a) = gn(o,1)(@) = @' (a) pro véechna a € (0,1).

n— oo

To je dusledek jeji verze pro distribuéni funkce, ve statistice se hojné pouziva.
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Kvantilové funkce normovangch souctu ruzniych poctiu nezdvislych ndhodngch velidin

Co centralni limitni véta nerika
Normovani (¢asteénych souctit U, nebo vybérovych priméri X, se stejnym vysledkem)

nelze vynechat.

Centralni limitni véta nefika, Ze rozdéleni soucta U,, = 23;1 X konverguji k normdalnimu
rozdéleni. Napf. pro EX > 0:

lim Fy, (t) =0 pro vSechna ¢t € R.

n—oo



1 -
0.8
0.6
F (1)
0.4
0.2
-20 0 20 40 60 80 100 120 140

t
[—3—6—1n—24—48 — ]

Distribuéni funkce souctu riznijch poctu nezdvislych ndhodnych veli¢in
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Hustoty souctu riznijch pocti nezdvislyjch nahodnyjch veli¢in

Centraln{ limitni véta netika, ze rozdéleni souctt s nulovou stredni hodnotou, 7, =
Un — EU, = 3°7_1(X; — EX) = n (X, — EX) konverguji k normdlnimu rozdéleni:

1
lim Fr, (t) = 3 pro vSechna t € R.

n—oo
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Distribucéni funkce souctu riznijch pocti nezavislijch nahodnyjch veli¢in s nulovou stredni
hodnotou
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Hustoty souctu riznijch poctu nezdvislyjch nahodnyjch veli¢in s nulovou stredni hodnotou

Centralni limitni véta netikd, ze rozdéleni vybérovych pruméra, X, konverguji k nor-
mélnimu rozdéleni:
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Distribucénd funkce vibérovijch pruméri ruznych pocétiu nezdvislych ndhodngch velidin
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Hustoty vybérovijch priméru ruznych pocétu nezdvislych ndhodnijch velicin

n—oo

t<EX
{0 » b ’ (Diracovo rozdélent)

1, t>EX.



Kdy nelze pouzit centralni limitni vétu

1. Pokud puvodn{ rozdéleni nem4 rozptyl, nebo ho mé nulovy (Diracovo). Takové rozdélen{
nelze normovat.

2. Pokud méame k dispozici jen ,vybér malého rozsahu,“ takze nelze zanedbat rozdil
mezi skuteénym a limitnim rozdélenim. V tom piipadé centrdlni limitni véta zustava
v platnosti, ale neni ndm nic platné, nebot hovoif o situaci piilis vzdalené od reality.



