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Co chceme ř́ıci

Když se pod́ıváme na binomické rozděleńı z velkého počtu možnost́ı n, připomı́ná tvarem
Gaussovu křivku.

Pravděpodobnostńı funkce rozděleńı Bi(12, 1/2) a jej́ı proložeńı Gaussovou křivkou

Je to d̊usledek toho, že se jedná o součet mnoha nezávislých náhodných veličin. Jejich
rozděleńı bylo alternativńı, ale podobné výsledky dostaneme i pro mnohá jiná rozděleńı.

Předpokládáme náhodné veličiny Xj , j = 1, 2, . . ., které jsou nezávislé a maj́ı stejné
rozděleńı (s distribučńı funkćı FX , kvantilovou funkćı qX , popř́ıpadě pravděpodobnostńı
funkćı pX nebo hustotou fX).
Definujeme posloupnost náhodných veličin Un, n = 1, 2, . . ., což jsou částečné součty řady,

Un =

n∑
j=1

Xj .

Protože nás bude zaj́ımat limitńı chováńı pro n→∞, potřebujeme nekonečnou posloupnost
náhodných veličin Xj , j ∈ N, i částečných součt̊u Un, n ∈ N.
Centrálńı limitńı věta ř́ıká, že pro

”
velká n“ se rozděleńı náhodných veličin Un ”

tvarem
bĺıž́ı“ normálńımu (je

”
asymptoticky normálńı“). Je však těžké korektně vyjádřit

”
tvarem

se bĺıž́ı.“

Jak správně formulovat centrálńı limitńı větu

Kdyby Xj měly normálńı rozděleńı N(EX,DX), částečné součty Un by měly normálńı
rozděleńı N(EUn,DUn) s parametry

EUn = nEX ,

DUn = nDX .

Tyto parametry má Un i v obecném př́ıpadě, pokud existuje rozptyl DX (a tedy i středńı
hodnota EX).
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”
Tvar rozděleńı“ je to, co zbyde, když odhlédneme od středńı hodnoty a rozptylu, tj. když

náhodnou veličinu znormujeme:

Yn = normUn =
Un − EUn

σUn

=
Un − nEX√

nσX
.

Stejný výsledek dá i normovaný výběrový pr̊uměr,

normXn =
Xn − EX

1√
n
σX

=
nXn − nEX√

nσX
= Yn ,

kde nXn = Un.
Zpětný převod:

Un = nEX +
√
nσX Yn ,

Xn = EX +
σX√
n
Yn .

Centrálńı limitńı věta ř́ıká, že pro n→∞

Yn  N(0, 1) , (1)

kde  znač́ı, že
”
rozděleńı se bĺıž́ı,“ což bude nutno upřesnit.

Distribučńı funkce binomického rozděleńı Bi(12, 1/2) a normálńıho rozděleńı se stejnou
středńı hodnotou a rozptylem

Kdyby Xj měly normálńı rozděleńı, platila by v (1) rovnost (a centrálńı limitńı větu bychom
nepotřebovali).

Centrálńı limitńı věta neř́ıká, že pravděpodobnostńı funkce konverguj́ı (k pravděpodob-
nostńı funkci),

lim
n→∞

pYn(t) = pN(0,1)(t) pro všechna t ∈ R ,

i když je to pravda, ovšem triviálńı – obě strany jsou nulové.
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Pravděpodobnostńı funkce normovaných součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných
veličin s alternativńım rozděleńım Alt(1/π)

Centrálńı limitńı věta neř́ıká, že hustoty konverguj́ı (k hustotě),

lim
n→∞

fYn(t) = fN(0,1)(t) pro skoro všechna t ∈ R ;

je to pravda jen pro absolutně spojitá rozděleńı, ale my se neomeźıme jen na ně.

Hustoty normovaných součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin

Zde i dále je použit výběr z exponenciálńıho rozděleńı Exp(2).

Distribučńı funkce exponenciálńıho rozděleńı Exp(2)

3



Hustota exponenciálńıho rozděleńı Exp(2)

Centrálńı limitńı věta ř́ıká, že distribučńı funkce konverguj́ı (k distribučńı funkci normo-
vaného normálńıho rozděleńı), a to bodově,

lim
n→∞

FYn
(t) = FN(0,1)(t) = Φ(t) pro všechna t ∈ R .

Distribučńı funkce normovaných součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin

Centrálńı limitńı věta by mohla ř́ıkat, že distribučńı funkce konverguj́ı (k distribučńı
funkci) stejnoměrně,

lim
n→∞

sup
t∈R
|FYn

(t)− Φ(t)| = 0 ,

ale k tomu by byl nav́ıc nutný předpoklad existence 3. centrálńıho momentu.

Centrálńı limitńı věta by mohla ř́ıkat, že kvantilové funkce konverguj́ı (ke kvantilové
funkci normovaného normálńıho rozděleńı) a to bodově,

lim
n→∞

qYn(α) = qN(0,1)(α) = Φ−1(α) pro všechna α ∈ (0, 1) .

To je d̊usledek jej́ı verze pro distribučńı funkce, ve statistice se hojně použ́ıvá.
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Kvantilové funkce normovaných součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin

Co centrálńı limitńı věta neř́ıká

Normováńı (částečných součt̊u Un nebo výběrových pr̊uměr̊u Xn, se stejným výsledkem)
nelze vynechat.

Centrálńı limitńı věta neř́ıká, že rozděleńı součt̊u Un =
∑n

j=1Xj konverguj́ı k normálńımu
rozděleńı. Např. pro EX > 0:

lim
n→∞

FUn(t) = 0 pro všechna t ∈ R .
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Distribučńı funkce součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin

Hustoty součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin

Centrálńı limitńı věta neř́ıká, že rozděleńı součt̊u s nulovou středńı hodnotou, Tn =
Un − EUn =

∑n
j=1(Xj − EX) = n (Xn − EX) konverguj́ı k normálńımu rozděleńı:

lim
n→∞

FTn
(t) =

1

2
pro všechna t ∈ R .

Distribučńı funkce součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin s nulovou středńı
hodnotou
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Hustoty součt̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin s nulovou středńı hodnotou

Centrálńı limitńı věta neř́ıká, že rozděleńı výběrových pr̊uměr̊u, Xn konverguj́ı k nor-
málńımu rozděleńı:

Distribučńı funkce výběrových pr̊uměr̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin

Hustoty výběrových pr̊uměr̊u r̊uzných počt̊u nezávislých náhodných veličin

lim
n→∞

FXn
(t) =

{
0 , t < EX ,

1 , t ≥ EX .
(Diracovo rozděleńı)
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Kdy nelze použ́ıt centrálńı limitńı větu

1. Pokud p̊uvodńı rozděleńı nemá rozptyl, nebo ho má nulový (Diracovo). Takové rozděleńı
nelze normovat.

2. Pokud máme k dispozici jen
”
výběr malého rozsahu,“ takže nelze zanedbat rozd́ıl

mezi skutečným a limitńım rozděleńım. V tom př́ıpadě centrálńı limitńı věta z̊ustává
v platnosti, ale neńı nám nic platná, nebot’ hovoř́ı o situaci př́ılǐs vzdálené od reality.
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