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Pravdépodobnosti stavii, klasifikace stavi, stacionarni

Cviceni. V cyklu délky 4 v kazdém kroku nezdvisle vybereme postup po sméru hodinovijch
rucicek s pravdépodobnosti 2/3, v opacném sméru s pravdépodobnosti 1/3. Stanovte pravdépo-

dobnosti stavi po 4 krocich, jestliZe pocdatecni stav je 1.
Klasifikujte stavy.

ResSeni. Proni rddek matice

4

0 2/3 0 1/3 a4 0 2 o0
pi_|1/3 0 23 0 _f0 F 0
o 13 0 2/3) |2 0 4 0
2/3 0 1/3 0 0 2 0 &

(nemusime ndsobit celou matici, staci ji 4x vyndsobit zleva vektorem,).
Vsechny stavy jsou trvalé s periodou 2, retézec je nerozloZitelny.



Cviceni. V Markovové fetézci s ndsledujici matici prechodu oklasifikujte vSechny stavy a
najdéte vSechny uzaviené mnoziny trvalych stavi.
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Reseni. Stav 3 je trvaly absorpénd, stavy 2 a 4 jsou trvalé s periodou 2, stavy 1 a 5 jsou
prechodné. Viechny uzaviené mnoZiny trvalych stavi jsou 0, {3}, {2,4}, {2, 3,4}.

Cvicéeni. V Markovové tetézci s ndsledujici matici prechodu oklasifikujte vSechny stavy a
najdéte viechny uzaviené mnoziny trvalyjch stavi. Najdéte viechna staciondrni rozdélend prav-
dépodobnosti.

0 0 1 0
0 1 0 0
P=1lip2 0o 12 o
1/4 1/4 0 1/2

Ke kterému z nich konverguje rozdélent stavi, vyjdeme-li ze stavu 47

Reseni. Stav 2 je trvaly absorpénd, stavy 1 a 3 jsou trvalé neperiodické, stav 4 je prechodny.
Viechny uzaviené mnoZiny trvalych stavi jsou 0,{2},{1,3},{1,2,3}. Staciondrni rozdélend
pravdépodobnosti dostaneme resenim soustavy linedrnich rovnic

(a b ¢ 1—a—b—c)P:(a b ¢ 1—a—b—c),

vyjde (a 1-3a 2a 0), 0 < a < 1/3. Ze stavu 4 dojdeme se stejnou pravdépodobnosti
do absorpéniho stavu 2 jako do uzaviené mnoziny {1,3}, kterd tvori nerozloZitelny Markoviv
podretézec. Tomu odpovidd hodnota a = 1/6 a rozdéleni pravdépodobnosti (1/6  1/2 1/3 0).

Cviceni. Markoviv tetézec md matici prechodu

1 0 0
0 1 0
1/6 1/3 1/2

Je-li pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti rovnomeérné, jaké je po 4 krocich?

Reseni.
1 0o o\ 1 0 0\° 1 0 0
0 1 0] =lo 1 o] =0 10
1/6 1/3 1/2 111 305 L
1 0 0
(1/3 1/3 1/3) | 0 % ? =(& 2 %)
% & 16



Cviceni. Markoviv Tetézec md matici prechodu

0o 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
O 0 0 1 0
1/4 1/4 1/4 0 1/4

A. Klasifikujte vsechny stavy.

B. Najdéte véechny uzaviené mnoZiny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posudte, zda Tetézec k nékterému
z mich konvergugje.

Reseni. A. Stavy 3 a 5 jsou prechodné, stav 4 je trvaly absorpénd, stavy 1 a 2 jsou trvalé
s periodou 2.

B. Vsechny uzaviené mnoZiny trvaljch stavi jsou §,{4},{1,2},{1,2,4}.

C. Ve staciondrnim rozdélen? musi bijt pravdépodobnosti prechodnijch stavi nulové. Staciondrni
rozdéleni pravdépodobnosti trvalyjch stavu 1,2, 4 dostaneme resenim soustavy linedrnich rovnic

01 0
(a b 1—a—b) 1 0 0 :(a b 1—a—b)
0 0 1

(v matici prechodu jsme vynechali Tddky a sloupce odpovidagici prechodngm stavim); vyjde
(a a 1-— 2a), 0 < a <1/2. K témto staciondrnim rozdélenim pravdépodobnosti stavii nekon-
verguyji.

Cviceni. Markoviv Tetézec md matici prechodu

2/3 1/3 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
0 1/2 0 1/2

A. Klasifikujte véechny stavy.

B. Najdéte vSechny uzaviené mnoziny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posudte, zda vetézec k nékterému
z nich konverguje.

Vysledky. A. Stav 1 je prechodny, zbyvajict trvalé neperiodické (ergodické).
B. {2,3,4},0.
C. Konverguje ke staciondrnimu rozdélent (0,3/7,2/7,2/7).

Cviceni. Markoviv retézec ma matici prechodu

2/3 1/3 0 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2

/2 0 0 1/2



A. Klasifikujte vsechny stavy.

B. Najdéte vSechny uzaviené mnoziny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posud’te, zda vetézec k nékterému
z nich konvergugje.

Vysledky. A. Viechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické).
B. {1,2,3,4},0.
C. Konverguge ke staciondrnimu rozdélent (1/3,2/9,2/9,2/9).

Cviceni. Markoviv retézec ma matici prechodu

01 0 0 0
o 0 1 0
1/4 1/4 1/4 1/4
0 0 0 0
0 1/4 1/2 1/4

O = OO

A. Klasifikujte véechny stavy.

B. Najdéte vSechny uzaviené mnoziny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posudte, zda Tetézec k nékterému
z mich konvergugje.

Reseni. A. Stavy 3 a 5 jsou prechodné, stavy 1,2,4 jsou trvalé s periodou 3.

B. 0,{1,2,4}.

C. Ve staciondrnim rozdéleni musi bijt pravdépodobnosti prechodnych stavi nulové. Staciondrni
rozdéleni pravdépodobnosti trvalyjch stavi 1,2,4 dostaneme Tesenim soustavy linedrnich rovnic

010
(a b lfafb) 0 0 1 :(a b 1fafb)
1 00
(v matici prechodu jsme vynechali 1ddky a sloupce odpovidajici prechodnym stavim); vyjde
(1/3,1/3,1/3). K tomuto staciondrnimu rozdéleni pravdépodobnosti stavi nekonverguygi.

Cviceni. Markoviv Tetézec md matici prechodu

0 1 0
0o 0 1
1/4 1/4 1/2

Je-li pocdtecni rozdéleni pravdépodobnosti rovnomérné, jaké je po 4 krocich?

Reseni.

0 1 0\' | (412 16

0 0 1) =x2-f4 8 2],

1/4 1/4 1/2 5 9 18
1 4 12 16

13 29 9
55-(1/3 1/3 1/3) [4 8 20| =(520 & +5)-
5 9 18

Misto toho lze pocdteéni rozdélent pravdépodobnosti 4x ndsobit zprava matici prechodu.



Cviceni. Pohybujeme se ve ¢tvercové siti o 2 rddcich a 3 sloupcich. Z kazdého z 6 uzli mizZeme
pouze do sousedniho vlevo, vpravo, nebo dole (pokud tam néjaky je), pravdépodobnosti prechodu
do vsech povolenijch sousednich uzli jsou stejné.

A. Klasifikujte viechny stavy.

B. Najdéte vsechny uzavirené mnoZiny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdélent pravdépodobnosti a posud’te, zda vetézec k nékterému
z nich konverguje.

Reseni. A. Horni fada uzli odpovidd prechodnym stavim, dolni trvalym, které maji periodu 2.
B. Uzavrend je pouze mnozina vSech 3 trvaljch stavi a prdzdnd mnoZina.

C. Ve staciondarnim rozdélend musi bijt pravdépodobnosti prechodnijch stavu nulové. Trvalé stavy
maji v tomto pripadé staciondrni pravdépodobnosti (1/4 1/2 1/4), nebot matice prechodu
mezi nimi je

0 1 0
1/2 0 1/2
0 1 0

K tomuto staciondrnimu rozdéleni pravdépodobnosti stavi nekonverguji; presnéji, konverguji
pouze z poédteénich rozdéleni tvaru (a  1/2 1/2—a), kde a € (0,1/2).

Cviceni. Pohybujeme se ve étvercové siti o 3 Fddcich a 2 sloupcich. Z kazdého z 6 uzlu mizZeme
pouze do sousedniho vlevo, vpravo, nebo dole (pokud tam néjaky je), pravdépodobnosti prechodu
do véech povolengch sousednich uzlu jsou stejné.

A. Klasifikujte vsechny stavy.

B. Najdéte viechny uzaviené mnoZiny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posud’te, zda vetézec k nékterému
z nich konverguje.

Reseni. A. Dolni fada uzlii odpovidd trvalym stavim; ty maji periodu 2. Ostatni stavy jsou
prechodné.

B. Uzavrend je pouze mnozina vSech 2 trvalijch stavi a prdzdnd mnoZina.

C. Ve staciondrnim rozdéleni must byt pravdépodobnosti prechodnyjch stavi nulové. Trvalé stavy
maji v tomto pripadé staciondrni pravdépodobnosti (1/2 1/2), nebot matice prechodu mezi

nims je
0 1
1 0/°
K tomuto staciondrnimu rozdéleni pravdépodobnosti stavi nekonverguji.

Cviceni. Markoviv retézec ma matici prechodu

1 0 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
o 0 0 1

A. Klasifikujte viechny stavy.

B. Najdéte véechny uzaviené mnoZiny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posud’te, zda vetézec k nékterému
z nich konverguje.



Vysledky. A. Stavy 1 a 4 jsou absorpéni, zbyvajici prechodné.

B. {1,4},{1},{4},0.

C. Staciondrni je kazdé rozdélent tvaru (a,0,0,1 — a), a € (0,1). Z jakéhokoli pocdatecniho
rozdéleni (a,b,c,d), a,b,c,d € (0,1), a+ b+ c+d =1, konverguje k rozdéleni (a,0,0,1 — a).

Cviceni. Markoviv Tetézec md matici prechodu

1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 0

/2 0 0 1/2

A. Klasifikujte viechny stavy.

B. Najdéte véechny uzaviené mnoZiny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posud’te, zda vetézec k nékterému
z nich konverguje.

Vysledky. A. Stavy 1 a 4 jsou prechodné, zbjvajici trvalé neperiodické (ergodické).
B. {2,3},0.
C. Konverguje ke staciondrnimu rozdéleni (0,1/2,1/2,0).

2 Asymptotické pravdépodobnosti stavi

Cviceni. Najdéte asymptotické pravdépodobnosti staviu Markovova Tetézce s matici prechodu
1/4 1/2 1/4 0
1/4 1/2 0 1/4
0 0 1 0]’
0 0 0 1

jestlize pocdteéni stav je 2.

Reseni. Proni dva stavy jsou prechodné, zbjvajici dva absorpéni. Permutact stavi (3,4,1,2)
dostaneme matici prechodu ve tvaru

1 0 0 0
p_|0 1 0 0 __<12 0>
14 0 1/4 12| \R Q)
0 1/4 1/4 1/2

e w0 ) e ().

Fundamentdlni matice je

et (3l ) T (12 1),

pao (V2 1)

Matice



uddvd pravdépodobnosti dosazeni absorpcnich stavi z prechodnych. Jeji posledni 7ddek odpovidd
zadant, Ze zacindme ve stavu 2. Asymptotické pravdépodobnosti prechodnijch stavi jsou nulové,
dohromady (1/4,3/4,0,0) po zméné poradi stavi, (0,0,1/4,3/4) pii jejich puvodnim poradi.

Cvicéeni. Ctyri hrdci hdzeji minci. Komu padne lic, vyhrdvd. Padne-li rub, hdzi dalsi hrdc
v poradi (cyklicky se stridaji, dokud néktery nevyhraje). Najdéte pravdépodobnosti vghry jed-
notlivyjch hrdéi.

Reseni. Matice prechodu je

1 0 O O 0 0 0 0
o 1 0 0 0 0 0 0
o 0 1 0 0 0 0 0
p_|0 0 0o 1 0 0 0 0]|_ (L0
{12 0o 0o o 0o 1/2 0 o0 R Q)
0o 1/2 0 0 0 0 1/2 0
O 0 12 0 0 0 0 1/2
o 0 0 1/2 1/2 0 0 0
/2 0 0 0 0 1/2 0 0
o 12 0o o o o 12 o0
R=1y o /2 0 | Q=109 o o 1/2
0 0 0 1/2 /2 0 0 0
Fundamentdlni matice je
1 —1/2 0 0\ " 16 8 4 2
o | oo 1 —1/2 0 1 (2 16 8 4
F=I-Q) =1 0 1 —1/2| " 15 |4 2 16 8]
-1/2 0 0 1 8 4 2 16
8 4 2 1
1 |1 8 4 2
FR_B' 2 1 8 4|
4 2 1 8

pravdépodobnosti vghry hracu (v poradi, ve kterém hraji), jsou (8/15,4/15,2/15,1/15).

Misto vypoctu fundamentdlni matice lze pouZit uvahu, Ze pruni hrdc¢ vyhraje prunim hodem
s pravdépodobnosti 1/2, zatimco ve zbyvajicich pripadech, tj. s pravdépodobnosti 1/2, se octne
druhyj hrdc ve stejné situaci, tedy jeho $ance na vghru je 2x mensi. Z téhoz divodu je pomeér
Sanci na vghru 8 : 4 : 2 : 1.

Cviceni. V cyklu délky

A3

B. 4

v kaZdém kroku nezdvisle vybereme postup po sméru hodinovych rucicek s pravdépodobnosti2/3,
v opaéném sméru s pravdépodobnosti 1/3. Odhadnéte pravdépodobnosti stavii po 1000 krocich,
jestlize pocdtecni stav je 1. Jaky je vliv pocdte¢niho stavu?



Reseni. V obou pripadech se jednd o nerozloZitelny Markoviv fetézec.

A. Stavy jsou aperiodické, po 1000 krocich magji viechny priblizné stejnou pravdépodobnost 1/3.
Vliv poédtecéniho stavu je nepatrny.

B. Stavy majé periodu 2, po 1000 krocich (tedy velkém sudém poctu) jsou mozné pouze liché
stavy, 1 a 3; magji priblizné stejnou pravdépodobnost 1/2. Zdlezi na tom, zda pocdtecni stav je
sudyy nebo lichy, ale ktery z nich to je, md jen nepatrny vliv.

Cviceni. Alice, Bob a Cyril hdzeji kostkou (v tomto poradi). Kdo prund hodi Sestku, vyhrdvd.
Hra se opakuje, dokud nékdo nehodi Sestku. Stanovte pravdépodnosti vihry jednotlivych hrdaci.

Reseni. (S—? % 3—?) Kromeé vgpoctu fundamentdlni matice lze pouzit wvahu, Ze Alice vyhraje
prondm hodem s pravdépodobnosti 1/6, zatimco ve zbjuvajicich pripadech, tj. s pravdépodobnosti
5/6, se octne Bob ve stejné situaci jako Alice na zacédtku, tedy jeho Sance na vghru je mens?
v poméru 5/6. Z téhoz divodu je Cyrilova sance mensi nezZ Bobova v poméru 5/6. Vysledek je

tedy tvaru (a %a (%)2 a) a poZadavek jednotkového souctu pravdépodobnosti davd a = %.

Cviceni. Alice a Bob hraji ndsledugici hru: Hrdc, ktery je na tfadé, hodi kostkou. Padne-li 6,
vyhrdvd a hra konci. Padne-li liché ¢islo, pokracuje stejny hrdé. Padne-li jiné sudé éislo ruzné
od 6, pokracuje druhij hrdé. Zacind Alice. Jaké jsou pravdépodobnosti vysledku hry?

Reseni. Matice prechodu po vhodné permutaci stavi (,vyhrdla Alice®, ,vyhrdl Bob“, ,hraje
Alice“, ,hraje Bob“) je

1 0 0 0

0 1 0 0| (I, O

1/6 0 1/2 1/3| <R Q> ’

0 1/6 1/3 1/2

kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvajici 2 prechodné,

2= (é (1)>  RB= (166 1(/)6> o @= Gg 1?2) '

Fundamentdlni matice tohoto retézce je

F:(IQ—Q)‘1:<_11//23 11//23>_1:§ (3 3)
rr=1(3 %)

Pravdépodobnost vyhry zacinajiciho hrdce (Alice) je 3/5.

Cviceni. Alice trefi ter¢ s pravdépodobnosti 1/3, Bob s pravdépodobnosti 1/2. Pokud hrdc
zasdhne terc, strili ddle, pokud mine, je na Tadé druhy hrdé. Zac¢ing Alice. Alice vyhrdvd,
pokud trefi teré 2x za sebou, Bob vyhrdvd, pokud trefi teré¢ 3x za sebou. Pro oba hrdce stanovte
pravdépodobnosti vijhry.



Reseni. Pokud bychom rozlisovali nejen to, ktery hrdé je na fadé, ale i kolik jiZ md dspésnych

pokusu, potrebovali bychom 3 + 4 = 7 stavi. Jednodus$si popis dostaneme, jestlize rozlisujeme
pouze stavy ,vyhrdla Alice®, ,vyhrdl Bob®, ,hraje Alice®, ,hraje Bob“ a celou sérii ispésnych
pokusti povazujeme za jeden krok (konéi vijhrou hrdce s pravdépodobnosti (1/3)% pro Alici,
(1/2)% pro Boba, nebo se na vadu dostdvd druhyj hrdé). Dostdvdme matici prechodu

1 0 0 0

0o 1 0 0] (I, o

19 0 0 89| (1% cg) ’

0 1/8 7/8 0

kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbjvajici 2 prechodné,

b (8 e

Fundamentdlni matice tohoto Tetézce je

I _§/9>1 (& 1)
e (d )

Pokud zacind Alice, je pravdépodobnost vjhry pro oba hrdce stejnd, 1/2.

’5‘8}0\@

[\] e}

Cviceni. Alice a Bob hdzeji minci. Padne-li dvakrdt po sobé rub, vyhrdva Alice. Padne-li
sekvence rub-lic-rub, vyhrdvd Bob. Hra pokracuje, dokud nenastane jeden téchto vysledku. Jaké
jsou pravdépodobnosti vysledki? (Ndvod: Staci zacit po prunich dvou krocich, kdy 4 ze stavi
maji stejnou pravdépodobnost.)

Reseni. Prechodné stavy, které potrebujeme k popisu jen pied dokonéenim pronich dvou hodi,
muzeme ignorovat. Zbjud 5 stavi, které oznacime sekvenct poslednich vysledki: RLR, RR, LR,
RL, LL. Po prunich dvou krocich maji stavy RR, LR, RL, LL pravdépodobnost 1/4. Z nich RR
je trvaly, zbyvajici 3 prechodné. Matice prechodu pro toto potadi stavi je

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 1/2 0 1/2 0 |= (g; é;) ,
/2 0 0 0 1/2
0 0 1/2 0 1/2
_— 0 1/2 0 1/2 0
I, = (0 1) . R=[12 o, @=[0 o0 1/2
0 0 /2 0 1/2

Fundamentdlni matice tohoto retézce je



1 —1/2 0\ ' /& 2 2
F=(I;-Q)'=| o0 1 —1/2 (211 ,
12 0 12 i1
i
FR=|3 3
3 3

Tuto matici vyndsobime zleva pravdépodobnostmi prechodnijch stavi po prvnich dvou krocich,
(1/4 1/4 1/4), a dostaneme (1/3 5/12). K tomu nutno pripocitat, Ze s pravdépodobnosti
1/4 jiz po prunich dvou krocich nastane absorpéni stav RR, takzZe pravdépodobnost vijhry Boba
je 1/3, Alice 2/3.

Cviceni. Alice, Bob a Cyril hdzeji minci (v tomto poradi). Kdo prund hodf lic, vyhrdvd. Hra
se opakugje, dokud nékdo nehodi lic. Stanovte pravdépodnosti vijhry jednotlivijch hrdci.

Vysledky. (4/7 2/7 1/7).

Cviceni. Stanovte asymptotické pravdépodobnosti stavi Markovova Tetézce s ndsledugjici matict
prechodu.:
1/2 1/2 0 0
0 2/3 0 1/3
0 0 4/5 1/5
2/3 0 0 1/3

Vysledky. Stav 3 je prechodny, vSechny ostatni jsou trvalé, jejich pravdépodobnosti konverguji
k jedinému staciondrnimu rozdélent, (4/13 6/13 0 3/13) .

Cviceni. (Obnovovdni paméti) Prepisujeme bindrni informaci, pricemz s pravdépodobnosti
1% prepiseme 0 jako 1, s pravdépodobnosti 2% prepiseme 1 jako 0. Jaké bude rozdéleni prav-
dépodobnosti po velkém poctu prepisu?

Vysledky. Matice prechodu je
p_ 0.99 0.01
—\0.02 098/
Retézec je ergodickyj, z libovolného poédtecniho stavu konverguje k jedinému staciondrnimu
rozdeéleni pravdépodobnosti, kterym je (% %) Stejny vysledek ddvd mocnina matice

2 1 1 _1
Pt = (% "f) +097t (32 23> .
3 3 3 3

Cviceni. Alice a Bob hraji ndsledujici hru: Hrac, ktery je na rTadé, hodi kostkou. Padne-li
6, vyhrdvd a hra konc¢i. Padne-li jiné sudé cislo, pokracuje stejny hrdaé. Padne-li liché cislo,
pokracuje druhy hrdc. Zacing Alice. Jaké jsou pravdépodobnosti visledki hry?



Reseni. Matice piechodu po vhodné permutaci stavi (,vyhrdla Alice®, ,vyhrdl Bob®, ,hraje
Alice®, ,hraje Bob“) je

1 0 0 0

o 1 0 0| (I, 0
1/6 0 1/3 1/2] (12 cg) :
0 1/6 1/2 1/3

kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbjvajici 2 prechodné,

(10 _(1/6 0 _(1/3 1/2
ne(o1) R0 ) e-( k)
Fundamentadlni matice tohoto retézce je
-1
- -1 (2/3 —1)2 _ 36 (2/3 1/2
F=L-Q)" = <-—1/2 2/3 7 \1/2 2/3)°
_ 6. /2/3 1/2\ _ [4/7 3/7
FR=Z (1/2 2/3) = (3/7 4)7)
Zacind Alice, tj. pocatecni rozdélent stavi je p(0) = (1 O) a asymptotické

p(0) FR= (1 o)(gﬂ iﬂ)z(w 3/7) .

Pravdépodobnost vghry zacinajiciho hrdce (Alice) je 4/7.
Cviceni. Najdéte asymptotické pravdépodobnosti stavi Markovova Tetézce s matici prechodu

1 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0

0 0 1/2 1/2|"
o 0 0 1

jestlize pocdteéni stav je 2.

Reseni. Stavy 1 a4 jsou absorpend, zbjvajici prechodné. Permutact stavi (1,4,2,3) dostaneme
matici prechodu ve tvaru

1 0 0 0
p_0 1 0 o0 __<12 0)
|13 o0 13 13" \R @)
0 1/2 0 1/2

) w0 (1)

Fundamentdlni matice je

P ot - (Y e (2 ()



Matice

FR— <162 1{2)

uddvd pravdépodobnosti dosazeni absorpénich stavu z prechodnijch. Jeji proni radek odpovidd
zaddni, Ze zaéindme ve stavu 2. Asymptotické pravdépodobnosti prechodnijch stavi jsou nulové,
dohromady (1/2,1/2,0,0) po zméné poradi stavu, (1/2,0,0,1/2) pri jejich puvodnim poradi.

Cviceni. T7i hrdci hdzeji kostkou. Komu padne 5 nebo 6, vyhrdvd. Padne-li jiné ¢islo, hdzi
dalsi hrdc¢ v poradi (cyklicky se stridaji, dokud néktery nevyhraje). Najdéte pravdépodobnosti
vghry jednotlivijch hrdci.

Reseni. Matice prechodu je

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
p_|0 0o 1 0 0o of_(Is 0
113 0 o o 2/3 o \RrR @)
0 1/3 0 0 0 2/3
0 0 1/3 2/3 0 0
1/3 0 0 0 2/3 0
R= 0 1/3 0 , Q= 0 0 2/3
0 0 1/3 2/3 0 0
Fundamentdlni matice je
1o=2/3 0\ ' L, (1 2/3 4/9
F=(I3;-Q) ' = 0 1 -2/3 =T 4/9 1 2/3| =
-2/3 0 1 2/3 4/9 1
9 6 4
= {%. 49 6],
6 4 9
1 9 6 4
FR = (49 6],
6 4 9

pravdépodobnosti vghry hrdacu (v potadi, ve kterém hraji), jsou (9/19,6/19,4/19).

3 Maximalné vérohodné odhady
Cviceni. Odhadnéte stavy i a k Markovova Tetézce s matici prechodu

1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2

12 0 0 1/2

z pozorované posloupnosti stavi (1,14,2,k, 3).



Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = p1(0) - pri - pi2 - P2k - 3 -

Odhady stavi i,k jsou nezdvislé. Vérohodnost stavu i zdvisi na 1. Fadku a 2. sloupci matice
prechodu, stavu k na 2. 7ddku a 3. sloupci. Mazximum nastdvd pro i =2, k = 2.

Cviceni. Odhadnéte stavy i a k Markovova fetézce s matici prechodu

12 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2

12 0 0 1/2

z pozorované posloupnosti stavi (2,1, k, 3).

Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = p2(0) - p2i - pik - prs -
Je nenulovd pro (i,k) € {(2,2),(2,3),(3,3)}. Mazimum nastdvd pro i = 2,k = 2.

Cviceni. Markoviuv Tetézec md dva stavy, 1,2. Pravdépodobnost prechodu ze stavu 1 do stavu
2 je p, pravdépodobnost prechodu ze stavu 2 do stavu 1 je q.
A. Z pozorované posloupnosti stavi

(1,2,2,1,1,1,2,1,1,1,2,2,1,1,1,1)

odhadnéte parametry p,q.

B. Urcete pravdépodobnosti stavi 2 kroky poté, co byl fetézec ve stavu 1.

C. Stanovte staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti stavii a posudte, zda Tetézec k tomuto
rozdélent konverguje.

D. Stanovte pravdépodobnost, Ze se rTetézec ze stavu 1 wvrdti do tohoto stavu v nejvyse 3
krocich.

E. Stanovte pravdépodobnost, Ze se Tetézec ze stavu 1 vrdti do tohoto stavu (v libovolném
poctu kroki).

ResSeni. A.

P:C_p p).
q 1—¢q

Pozorované absolutni a relativni cetnosti prechodi:

|1 2 |1 2
117 3 1107 03
23 2 2106 04

Mazimdlné vérohodny odhad matice prechodu je roven relativnim cetnostem, tj. p = 0.3, ¢ =

0.6,
0.7 0.3
P‘(msag'



> (0.67 0.33
P <0.66 o.34>’

pront Fadek uddvd pravdépodobnosti stavi po dvou krocich pri poédtecnim stavu 1. (Nemusime
ndsobit celou matici, staci ji 2x vyndsobit zleva vektorem.)
C. ReSenim rovnice

(a 1—a) (P-I)=0
dostaneme a = 2/3, (a 1-— a) = (2/3 1/3), coZ je jediné staciondrni rozdéleni pravdépo-
dobnosti stavii. Retézec k nému konverguje, nebot je ergodicky.
D. pi. = pravdépodobnost ndvratu do stavu 1 po prdvé k krocich:

k Pk
1 0.7
2 0.18
3 0.072
celkem | 0.952

E. Ndvrat do stavu 1 nastane s pravdépodobnosti 1, nebot fetézec je ergodickiy).

Cviceni. Odhadnéte stav i Markovova Tetézce s matici prechodu
/3 1/3 0 1/3
0 1/3 2/3 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/3 2/3

z pozorované posloupnosti stavi (1,1,1,3).

Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = p1(0) - p1i - pis - pis -

Zavisi na 1. 7ddku, diagondle a 3. sloupci matice prechodu. Mazimum p1(0) - 2/27 nastdvd pro
i€{2,4}.

Cviceni. Odhadnéte stavy i a k Markovova fetézce s matici prechodu

03 02 03 02
0.25 0.25 0.25 0.25
01 04 01 04
03 01 03 03

z pozorované posloupnosti stavi (2,1, k,3).

Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = p2(0) - p2i - pir * Pr3 ,

pricemz pa; = 0.25 nezdvisle na v. Maximum nastdvd pro i = 3,k = 4.



4 Ijlohy pro opakovani

Pro nésledujici ilohy muzete pouzit napi. matice prechodu

0 2/3 1/3 0 2/3 1/3
Pi=|(1 0 o], Pg=1{1/3 0 2/3|,
0 1 0 2/3 1/3 0
0.7 02 0.1 1 0 0
Pco=|(01 07 02], Pp=1|1/2 1/2 o0
01 0 09 1/3 1/3 1/3

Cviceni. Najdéte prechodové diagramy.

Cviceni. Odhadnéte pocdtecni stav i a koncovy stav k Markovova Tetézce s danou matict
prechodu, jestlize posloupnost stavi byla ,2,1,3,k (ddle ji nezndme) a pocédtecni rozdélend
pravdépodobnosti bylo rovnomérné.

Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = pi(0) - piz - p21 - P13 - P3k. -

Lze vytknout konstanty véetné p;(0) = 1/3 (pokud jsou nenulové!), vérohodnost je imérnd
Pi1 + P2k Odhady stavi i, k jsou nezdvislé.

Vérohodnost moznijch hodnot stavu k je ddana 8. rddkem matice prechodu, vérohodnost
stavu i 2. sloupcem matice prechodu. Je v§ak nutno vyloucit pripad D, nebot v ném posloupnost
stavu 2,1,3 mend moznd a vérohodnost je nulovd!

[A.3; 2, B.1; 1, C. 2; 3, D. -]

Cvicéeni. Odhadnéte stav i Markovova tetézce s danou matici prechodu, jestliZe posloupnost
stavi byla 3,2,1,1.

Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i) = p3(0) - p32 - p2i - pir -

Lze vytknout nenulové konstanty, pak je vérohodnost iumérnd ps; - pi1, jednotlivgm hodnotdm
odpovidaji souciny 2. radku a 1. sloupce po slozkdch. V pripadé A je pro vSechny hodnoty i
nulovd.

[A. - B.3,C. -, D. 1]

Cviceni. Ktery z dangch Markovovych tetézci spise mohl vygenerovat posloupnost stavi (a)
2,3,2,1,2, (b) 1,2,1,37

Vysledky. (a) B (jako jeding miZe vygenerovat tuto posloupnost), (b) A.

Cviceni. Je-li pocdtecnd rozdéleni pravdépodobnosti rovnomérné, jaké je po 2 krocich?



ReSeni. p = (1/3 1/3 1/3),
1

PPI=(3 5 o).

PPr=(3 3 3),

pP? =(028 027 045),

pPL= (% % 3)=(0.787 0176 0.037) .

Cviceni. Klasifikujte stavy retézciu.

Vysledky. A, B, C. Vsechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické), Tetézec je nero-
zloZitelny.
D. Stav 1 je trvaly absorpénd, 2 a 8 jsou prechodné.

Cviéeni. Najdéte viechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti stavi a posudte, zda k nim
rozdélent stavi konverguje.

Reseni. A, B, C. Retézce jsou ergodické, maji tedy jediné staciondrni rozdélent pravdépodob-
nosti, ke kterému konverguji z libovolného pocdtecniho stavu. Dostaneme je TeSenim soustavy
linedrnich rovnic

(a b 1—a—b)P:(a b 1—a—b).

3 3 1
A
by )
C(i § 13)
D. (1 0 O) (ve staciondrnim rozdéleni musi byt pravdépodobnosti prechodnich stavi
nulové)

Cviceni. Markoviv retézec ma matici prechodu

1 0 0
P=103 06 0.1
0.3 0.1 0.6

Pocdtecnd stav je 3. Vypoctéte (alespori priblizné) rozdélend pravdépodobnosti
A. po 4 krocich,
B. po 2%* krocich.

Reseni. A. )
1 0 0 1 0 0
PY=1051 037 012] ={0.7599 0.1513 0.0888
0.51 0.12 0.37 0.7599 0.0888 0.1513

Hledané rozdéleni je v 3. Tddku vysledku, (0.7599 0.0888 0.1513).
Misto toho lze pocdteéni rozdéleni pravdépodobnosti 4x ndsobit zprava matici prechodu:

(00 1)-P* = (03 01 06)-P°= (051 0.12 0.37) P> =
(0.657 0.109 0.234)-P = (0.7599 0.0888 0.1513) .

B. Stav 1 je absorpéni, zbyvagici prechodné, v nekoneénu se pravdépodobnost stavu 1 blizi 1,
prechodnyjch stavu 0, pro velky pocet kroku bude visledek velmi podobnyj.



Cviceni. Markoviv Tetézec md matici prechodu
0.6 04

P= (0.2 0.8) '
Pocdtecnd rozdélent stavi je rovnomérné. Vypoctéte (alespori priblizné) rozdélend pravdépodob-
nosti
A. po 4 krocich,
B. po 1000000 krokui.
Reseni. A.

pi_ (044 056 ? (0.3504 0.6496
~\028 072) T \0.3248 0.6752) °

Rozdélent po 4 krocich je

0.3504 0.6496
(1/2 1/2)-(0.3248 0'6752)_(0.3376 0.6624) .

Misto toho lze pocdteéni rozdéleni pravdépodobnosti 4x ndsobit zprava matici prechodu:

(1/2 1/2)-P* = (04 0.6) P>=(0.36 0.64) P°=
= (0.344 0.656) - P = (0.3376 0.6624) .

B. Stavy jsou ergodické, v nekoneénu se jejich pravdépodobnost blizi jedinému staciondrnimu
rozdélent, které dostaneme TeSenim rovnice

(a 1—a)~P:(a 1—a),

vyjde (a 1-—- a) = (1/3 2/3). Pro velky pocet kroku bude visledek velmi podobny].
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