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1 O ¢em to je?

1.1 Teorie pravdépodobnosti

je néstroj pro ucelné rozhodovéani v systémech, kde budouci pravdivost jevi zavisi na okol-
nostech, které zcela nezname.

Poskytuje model a kvantifikaci vysledkii.

Pravdépodobnostni popis = chovani systému

1.2 Statistika

je nastroj pro hledani a ovéfovani pravdépodobnostniho popisu realnych systémii na zakladé
jejich pozorovani.

Chovani systému = pravdépodobnostni popis
Statistika poskytuje daleko vic: nastroj pro zkouméni svéta, pro hledani a ovéfovani zavis-
losti, které nejsou zjevné.

2 Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

2.1 Nahodny pokus

,» Takovy, na ktery si mizeme vsadit.*
Tedy nikoli:

e Jak je pravdépodobné, Ze ve skriptech na str. 42 je chyba?

e Jak je pravdépodobné, ze zitra bude v menze dobry obéd?
Realizace ndhodného pokusu — napf. losovaci zafizeni:

e Kostka, ¢tyfstén, dvanactistén...



e Tuzka, dlouhy hranol...
e  Kolo stésti.”
e Urna s losy.

2.2 Laplaceova (klasicka) definice pravdépodobnosti

Predpoklad: Nahodny pokus s n € N rtiznymi, po dvou nesluéitelnymi vysledky, které jsou
stejné mozné.

Jev, ktery nastava pravé pii k z téchto vysledkii, ma pravdépodobnost k/n.

(Urna s n losy, z nichZ k ,,vyhrdvd®.)

1. problém: Co to je ,stejné mozné“? ,Stejné pravdépodobné”? (Definice kruhem!)
Zakon symetrie [Pierre Curie| (pfiblizné):

, Vystup systému musi byt asponn tak symetricky jako jeho vstup.“

Elementarni jevy jsou v8echny ,stejné mozné“ vysledky (losy).

MnoZina vSech elementarnich jevi: Q (urna)
Jev: A C Q (mnoZina vyhrdvagicich losi)

Umluva. Jevy budeme ztotoziovat s pfisluSnymi mnoZzinami elementarnich jevi a pouzivat
pro né mnozinové operace (misto vyrokovych).

2.2.1 Zakladni pojmy
Jev jisty: , 1 (vsechny losy vyhrdvagi)
Jev nemozny: 0, 0 (Zddny los nevyhrdvd)
Konjunkce jevi (,and“): AN B (losy, které vyhrdvaji v obou tazich)
Disjunkce jevi (,,or“): AU B (losy, které vyhrdvaji v aspori jednom tahu)
Jev opacny k A: A= Q\ A (losy, které nevyhrdvaji)
A= B: ACB
Jevy neslucitelné: Ay,... A, : () 4; =0

i<n
Jevy po dvou nesluéitelné: Ay,..., A, :Vi,je{l,....,n}, i#j: AiNA =0
Jevové pole: v8echny jevy pozorovatelné v ndhodném pokusu, zde exp €2
(prozatim mnoZina v8ech podmnoZin mnoziny )
Pravdépodobnost jevu A:

_ A

P(A) = g



kde | .| znad¢i pocet prvki mnoziny

2.3 Vlastnosti pravdépodobnosti

P(A) €(0,1)

P(0) =0, P(1)=1

P(A)=1-P(A)

ACB= P(A) < P(B)

AC B= P(B\ A) = P(B) - P(A)

ANB=0= P(AUB) = P(A)+P(B) (aditivita)
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

2.3.1 Uplny systém jevii

tvofi jevy B;, i € I, jestliZe jsou po dvou neslucitelné a |J B; = 1.
il

Priklad: Ruleta: napt.

Ao {0} {1).....{36);

B.

{0}, Gervena, Cerna.

Specidlni pifpad pro 2 jevy: {C,C}, By =C, By = C.

n
Je-li {By,...,B,} tuplny systém jevii, pak ZP(Bi) =1 a pro libovolny jev A: P(A) =
i=1

zn:P(A NB).

Specialng: P(A) = P(ANC)+ P(ANC).

Motivaéni priklad (kolik je nekuiaki): Muzi je v populaci 48 %, kufakt a kuracek do-
hromady 30 %. Jakych hodnot miize nabyvat pravdépodobnost, Ze nahodné vybrany ¢lovek
je muz a nekurak?

M ... muz, P(M) = 0.48

K ... kufdk, P(K) = 0.3, P(K) = 0.7

Hledana pravdépodobnost P(M N K) jevu opa¢ného k M U K,
max{P(M),P(K)} =052 < P(MUK) < P(M)+ P(K)=0.52+0.3 =0.82
1-082=018<P(MNK)<1—052=0.48

Mozné jsou vSechny hodnoty z intervalu (0.18,0.48).

2.3.2 Nahodna veli¢ina

je (prozatim libovolna) funkce X: Q — R
Priklady: Teplota v Klementinu zitra v 6 hodin.
Znamka ze zkousky.

Kolo stésti. Na kazdém poli je napsana ¢astka vyhry.
Toto je univerzdlni priklad na Laplacetiv model pravdépodobnosti.



2.3.3 Stredni hodnota

Priklad: Kolo stésti ma 4 stejné velké sekee (A, B, C, D), na které pripadaji vyhry 0, 10, 50, 100.
Elementarni jevy jsou v8echny mozné vysledky,
Q = {A? B’ C7 D}?

w A|B|C| D
X(w) |l 0110 50| 100
Stifedni hodnota je spravedliva cena za ucast ve hie:

nahodné veli¢ina X je vysSe vyhry:

1 1 1
EX:O+ 0+450+ 002%240_

Obecné

2.4 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekonecné mnoziny jevi, geometrickou pravdépodobnost...
Nelze mit nekoneéné mnoho stejné pravdépodobnych vysledki.

Priklad: Podil plochy pevniny k povrchu Zemé je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany
bod na Zemi leZi na pevniné (je-li vybér provadén ,rovnomérng®).

3. problém: Nedovoluje iracionalni hodnoty pravdépodobnosti.

Priklad: Kolo §tésti s nestejnymi sekcemi.

2.4.1 Rozsireni Laplaceova modelu pravdépodobnosti

Elementarni jevy nemusi byt stejné pravdépodobné.
Ztracime navod, jak vybrat ,,spravnou* pravdépodobnost.

Je to funkce, ktera jevam pfifazuje ¢isla z intervalu (0, 1) a splituje jisté podminky. Nemame
navod, jak z nich vybrat tu pravou.

To je role statistiky, ktera k danému opakovatelnému pokusu hleda pravdépodobnostni mo-
del.

2.5 Kombinatorické pojmy a vzorce
(Dle [Zvdra, Stepdanl).)

Losovaci zafizeni:

Urna s losy, které nelze rozlisit pfed losovanim a lze rozlisit po vylosovani.
Losii je n (zde 9, ¢islovanych 1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Miuazeme provést opakované losovani.



2.5.1 Permutace (poradi) bez opakovani

Vytahneme vSechny losy, zalezi na poradi.
[1.]2.]3]4 6. |7.[8 19 ]
2[7]1]38 9 4[5 ]6 ]
9-8-7-6-5-4:-3-2-1=9!

Obecné n! vysledki stejné pravdépodobnych
Nadale postupné vytahneme £ lost (zde 6).

w| ot

2.5.2 Variace s opakovanim (uspofadany vybér s vracenim)

(zaleZi na pofadi, napf. ¢iselny zamek)
[1.]2 ]3[4 ]5 ]6. |

(2] 7[1]8]2]8]

96

Obecné n* vysledkii stejné pravdépodobnych

2.5.3 Variace bez opakovani (uspofadany vybér bez vraceni)

(zalezi na poradi, k < n)
[1L]2. ]3[4 ]5 [6 |
27 ]1[8]23]89]

2.5.4 Variace bez opakovani (uspofadany vybér bez vraceni)

(zalezi na poradi, k < n)

[L ]2 ]34 ]5 ]6 [7]8 ]9 ]
(2] 7]1[8]23][8[4]5]6]
ol
9-8-7-6-5- 4—§
[
Obecné o ﬁ Bl vysledki stejné pravdépodobnych

2.5.5 Kombinace bez opakovani (neuspoifadany vybér bez vraceni)

(nezalezi na pofadi, k < n)
[1]2[3]4[5]6[7][8]9]

\ x

X X X X ‘

4 9 /9
136 \6

6-5-
3-2-
Obecné <Z> vysledkt stejné pravdépodobnych

X
-7
6-5-4-3-2-1



2.5.6 Kombinace s opakovanim (neuspofadany vybér s vracenim)

(nezélezi na poradi)

112134567 |8|9

X | X X | x
X be

L[22] ]| |7]88]

'<|1(~54~)|||||-~|

kE—1
Obecné (n + f ) vysledkt nestejné pravdépodobnych.

11213456 7|8]9 11213456789
X X | X |X|X
x
X
x
X
x
1 6
P[] = 55 < P(1]2]3]4]516]11) =55
vybér s vracenim (opakovanim) | bez vraceni (opakovani)
usporadany nk (nf!k)!
(variace) s p-stmi s p-stmi (”;‘k)!
neusporadany ("*Zﬁl) #'_k)' =)
(kombinace) s riiznymi p-stmi s p-stmi w

7 této tabulky pouze kombinace s opakovanim nejsou vSechny stejné pravdépo-
dobné (odpovidaji riznému poctu variaci s opakovanim) a nedovoluji proto pouZiti Lapla-
ceova modelu pravdépodobnosti.

2.5.7 Permutace s opakovanim
Nékteré losy mohou byt nerozlisitelné, napt. 1,1,1,2,2,3,3,4,5,

1
obecnéji 1,...,1,2,...,2, ..., 4,...,4, kde > k; =n.
S—— —— ~—— j=1

k1 X ko X ki X
(zalezi na poradi)

[L]2 ]3[4 ]5 ][6.[7[8]9.]
5

13[1]4]1 3]2[1]2]
31-21. 2! (obecné k! ... k;!) permutaci dava stejny vysledek.
9! !
309l (obecné ﬁ) vysledki stejné pravdépodobnych.



Specidlné pro i = 2: no_ n ("
P P o kllkzl o kl' (n—kl)' - kl

(k1-prvkové kombinace bez opakovani z n prvki;
rozliSujeme pouze ky ,,vylosovanych“ a n — ky ,,nevylosovanych).
Uvazujme: k =4, n — oo

y n | 4] 10 [ 100 ] 1000 | 10000
pocet 4-prvkovych
variaci z n prvki 24 | 5040 | 94109400 | 0.994-10'2 0.9994 - 1016
bez opakovéani, (n%im
pocet 4-prvkovych
variaci z n prvki 256 | 10000 108 1012 1016

s opakovanim, n*

pocet 4-prvkovych
kombinaci z n prvki 1 210 3921225 | 41417124750 | 4.164 - 10
bez opakovani, (Z)
pocet 4-prvkovych
kombinaci z n prvki 35 715 4421275 | 41917125250 | 4.169 - 104

s opakovanim, (”Id)

Vé&ta. Pro dané k € N a pro n — 0o se pomér pocti variaci (resp. kombinact) bez opakovdni
a s opakovdnim bliZi jedné, tj.

Mo G

W =Ry TP e

Dikaz.
n! :n(n71)~ ~(n7(k71)):
(n—k)Ink nk
:1(1_%)- a-F=ly oy,
() _nm-D- (- (k-1)
("t (et (k=1)) - (n+1)n
_1a-hea-ky
I+ 5D+ 1)1
(pocet Ciniteld k je konstantni). O

Dausledek. Pro n>> k je pocet variaci (resp. kombinact) bez opakovdni priblizné

n! Lk n ;nk
m—ﬂ,T@Sp. k _ﬁ

Jednodussi byvaji variace s opakovanim (uspotfadany vybér s vracenim) nebo kombinace
bez opakovani (neuspofadany vybér bez vraceni).



2.6 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Elementéarni jevy = vSechny mozné vysledky pokusu = prvky mnoziny 2.
Mize jich byt nekonené mnoho, nemusi byt stejné pravdépodobné.

Jevy jsou podmnoZziny mnoziny €2, ale ne nutné vsechny; tvori podmnoZinu A C exp {2,
ktera spliiuje nasledujici podminky:

(A1) D e A

(A2) Ac A= Ac A

(A3) (WneN: 4, e A)= |J A, € A
neN

Systém A podmnozin né&jaké mnoziny 2, ktery spliiuje podminky (A1l)—(A3), se nazyva
c-algebra.

Disledky: Q=0¢c A,

(WneN:A,e )= ()4, = )4 cA.

neN neN

Maximalista: Volme A = exp (.
Vede k nezadoucim problémum, napt. Banachtuv-Tarského paradox.

(A3) je uzavienost na spocetna sjednoceni.

Maximalista: Volme uzavienost na jakakoli sjednoceni.
A jsme tam, kde jsme byli...

Praktik: Volme uzavienost na konecéna sjednoceni.

Nedovoluje napf. vyjadfit kruh jako sjednoceni obdélniki.

A nemusi ani obsahovat v8echny jednobodové mnoziny, v tom piipadé
elementarni jevy nemusi byt jevy!

2.6.1 Borelova o-algebra

B(R) je nejmensi o-algebra podmnoZin R, ktera obsahuje v8echny intervaly.

Obsahuje v8echny intervaly oteviené, uzaviené, polouzaviené, jejich spoCetné sjednoceni,
nékteré dalsi mnoziny (napf. Cantorovo diskontinuum)), ale ne v8echny. Jeji prvky nazyvame
borelovské mnoziny.

2.6.2 Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira)

je funkce P: A — (0, 1), spliwjici podminky

(P1) P(1) =1,


https://youtu.be/s86-Z-CbaHA#Banach�v-Tarsk�ho paradox.Banach�v-Tarsk�ho paradox
https://cs.wikipedia.org/wiki/Cantorovo_diskontinuum#Cantorovo diskontinuum.Cantorovo diskontinuum

(P2) P( U An) = Y, P(A,), pokud jsou mnoziny (=jevy) A,, n € N, po dvou nesludi-
neN neN
telné. (spodetna aditivita)

Trojice (12,4, P), kde Q je neprazdna mnozina, A je o-algebra podmnoZin mnoziny 2 a
P: A— (0,1) je pravdépodobnost, se nazyva pravdépodobnostni prostor.

Dfive uvedené vlastnosti pravdépodobnosti jsou dusledkem (P1), (P2).

Praktik: Spokojme se s kone¢nou aditivitou.

Problémem je napt. pravdépodobnost vysledku v kruhu coby sjednoceni obdélniki (spocetné
mnoha).

Pfiklad (,,nekoneéna ruleta®): Vysledkem miiZe byt libovolné piirozené ¢islo, kazdé ma
pravdépodobnost 0.

Maximalista: Pozadujme tiplnou aditivitu (pro jakékoli soubory po dvou neslucitelnych
jevi).
Pak bychom nepiipoustéli zadné spojité rozdéleni (ani rovnomérné ani normalni).

Tvrzeni: Misto spocetné aditivity miizeme pro pravdépodobnost ekvivalentné pozadovat
konecénou aditivitu a zachovani limit monoténnich posloupnosti jevi.

Dukaz: 1. Pro posloupnost po dvou nesluéitelnych jevii (A;);en:
P(Ua) = P(lim Ua) = tim P(U 4) = Jim 3~ P =3 P(4).
i€N i<n i<n i<n €N
2. Pro neklesajici posloupnost jevi (B;);en definujeme posloupnost po dvou nesluéitelnych
jevit (Ai)ien:

Ay =By,
Ai+1:Bi+1\Bi, i1 €N.

Pro vSechna n € N

Bn:UBi:UAia

i<n i<n

P(B,) = P(|J 4:) = P(an),

i<n i<n

po 2 neslué.

—_——
P(lim B;) = P(U Bi) - P( U A ) =" P(4) = lim 3" P(4) = lim P(B,).

1—00 n— 00
1€EN 1€EN 1€EN i<n



’ Laplacetiv model Kolmogoroviv model

konec¢né mnoho jevi i nekonecné mnoho jevi
p-sti jen racionalni p-sti i iracionalni
P(A)=0=A4=0 mozné jevy s nulovou p-sti
p-sti urcéeny strukturou jevii | p-sti neurceny strukturou jevi

Pfiklad (Buffonova aloha): Na linkovany papir hodime jehlu, jejiz délka je rovna vzda-
lenosti mezi linkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne néjakou linku?

2
— = 0.63661977236758134307553505349005744 .
s



3 Nezavislost a podminéna pravdépodobnost

3.1 Nezavislé jevy
Motivace: Dva jevy spolu ,nesouvisi®.

Definice: P(AN B) = P(A) - P(B).

To je ovSem jen néhrazka, ktera fikd mnohem méné, nez jsme chtéli!
(Podobné P(A N B) = 0 neznamen4, 7e jevy A, B jsou neslucitelné.)

Pro nezavislé jevy A, B
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B).
Diikaz:
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A) N P(B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B).

Jsou-li jevy A, B nezavislé, pak jsou nezavislé také jevy A, B (a téz dvojice jevii A, B a
A, B). Dikaz:

P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) - P(B) =
=P(A)-(1-P(B))=P(A)-P(B).

Jevy Ai,..., A, se nazyvaji po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva z nich jsou nezavislé.

To je malo:

Priklad. Mdme dva hody minci a jevy
A ... pFi pronim hodu padne lic,

B ... pFi druhém hodu padne lic,

C ... pFi prdvé jednom hodu padne lic.

P(4) = P(B) = P(C) = 5,
P(ANB)=P(ANC)=P(BNC) = % — P(A)- P(B) = P(4) - P(C) = P(B) - P(C),
P(ANBNC) =0 # é = P(A)- P(B)- P(C),

takze jevy A, B, C jsou po dvou nezdvislé, ale nejsou nezdvislé.
Mnozina jevii M se nazyva nezavisla, jestlize
P( N A) - [ P4
Aek Aek

pro vSechny kone¢né podmnoziny X C M.



Priklad. Spinace zapojené dle obrdzku jsou nezdvisle sepnuty s pravdépodobnosti 0.9. S ja-
kou pravdépodobnosti celd soustava povede proud?

e . e

L e L S

Dvé sériové spojené éasti, kazdd vede s pravdépodobnosti
0.940.9—-0.92=0.99,

celek vede s pravdépodobnosti
0.99% = 0.9801 .

Priklad. (Sally Clark): Syndrom ndhlého dmrti kojenci se vyskytuje s pravdépodobnosti
1/8500. Jakd je pravdépodobnost dvou dmrti po sobé v jedné rodiné?

Soud wveril Zalobei, Ze 1/8500% = 1/72 250 000, a matku odsoudil.

Pozdéji osvobozena ona i 3 dalsi Zeny.

I kdyby platila nezdvislost, velmi pravdépodobné by byl nékdo neprdvem odsouzen.

3.2 Podminéna pravdépodobnost

Motivaéni p¥iklad (alkohol za volantem):

90 % vsech nehod zpisobili st¥izlivi Fidici.

Alkoholik: Kdyz se napiju, budu mit 9x mensi riziko havéarie.

Statistik: To by byla pravda, kdyby opilych bylo stejné jako stiizlivych.

Priklad: Pravdépodobnosti vysledku tenisového zapasu se podstatné zméni po odehrani
prvniho setu.

Mame pravdépodobnostni popis systému. Dostaneme-li dodateénou informaci, Ze nastal
jev B, miZeme aktualizovat nasi znalost o pravdépodobnosti libovolného jevu A. Ten lze
vyjadrit jako disjunktni sjednoceni (A N B) U (AN B), takze

P(A)=P(ANB)+ P(ANB).

Je-li P(B) # 0 # P(B), mtizeme roznésobit:

P(A) = P(B) P(;l(;)B) P(B) P(}f(;)m .
P(A|B) P(A|B)
Funkee P(|B), P(|B): A — (0, 1),
PuE) = TEEE PR - ]D(]j‘(;f”

jsou pravdépodobnosti na A, nebot spliuji


https://en.wikipedia.org/wiki/Sally_Clark#Sally Clark.Sally Clark

(P1) PaajB) = TR - T

a pro A,, n € N, po dvou neslucitelné

P((U An)mB> P(U(AnﬁB)) S P(A, N B)

®2) P(Y 4e[B) = =S = -
_ ¥ P(4B).

neN

(Obdobné pro P(.|B).)
Nazyvaji se podminéné pravdépodobnosti.

P(A|B) ¢teme napi. ,pravdépodobnost jevu A za podminky B.“

Je-li P(A|B) definovéana, jsou jevy A, B nezavislé, pravé kdyz P(A|B) = P(A).
Podminéné pravdépodobnosti navic splimji B C A = P(A|B) =1, P(ANB)=0=
P(A|B) =0,

specialné P(B|B) =1, P(B|B) = 0.

(Obdobné pro P(.|B).)

Pivodni pravdépodobnost P(.) jsme vyjadrili jako konvexni kombinaci pravdépodobnosti
P(.|B), P(.|B), odpovidajicich situacim, kdy jev B nastal, resp. nenastal:

P(A) = P(B) P(A|B) + P(B) P(A|B).

Tato podminka spolu s P(B|B) = 1 = P(B|B) ur¢uje pravdépodobnosti P(.|B), P(.|B)

jednozna¢né. (Pokud neni jedna z pravdépodobnosti P(B), P(B) nulova.)

Obecnéji:
Véta o aplné pravdépodobnosti: Necht B;, i € I, je (spodetny) tplny systém jevi a
Vi e I: P(B;) # 0. Pak pro kazdy jev A plati

P(A) = ZP(B,-)P(A|B¢).

el

Py =P((UB)na)=rP(UBina) =

Jjel jeI
=Y P(B;nA)=> P(B;) P(A|B;).
iel iel
3.2.1 Bayesova véta

Pokud zaznamename jev D (Data), mtiZeme upfesnit nasi znalost o jevu H (Hypotéza) po-
moci podminéné pravdépodobnosti.



Bayesova vé&ta pro binarni data D: Necht jevy H, H, D maji nenulové pravdépodobnosti.

Pak
P(H)P(D|H)

P(H)P(D|H) + P(H) P(D|H)
Bayesova véta obecna: Necht H;, i € I, je spocetny tGplny systém jevi a
Vi e I: P(H;)#0. Pak pro kazdy jev D spliwjici P(D) # 0 plati

P(H;) P(D|H;)
> P(H;) P(D|H;)
jer

P(H|D) =

P(H;i|D) =

Funkci ¢ — P(H;|D) budeme pozdgji (v obecnéjsi tloze) nazyvat vérohodnost (angl. like-
lihood) hypotézy H;, vypoctena z dat D.
Dikaz (s vyuZitim véty o tplné pravdépodobnosti):
P(H;ND P(H;) P(D|H;
P(D) ZIP(HJ')P(DlHj)
Jje

Motivaéni priklad (test na drogy): Policii uzivany test DrugWipe 5S je fale$né pozi-
tivni u 5 % nezdrogovanych a falesné negativni u 3 % zdrogovanych. Jaka je (podminéna)
pravdépodobnost, Ze Fidi¢ s pozitivnim testem je pod vlivem drog?

H ... zdrogovany, D ... pozitivn{ test,

P(D|H) = 0.05, P(D|H)=1-P(D|H) =1-0.03=0.97.

Potfebujeme jesté znat podil zdrogovanych #idi¢t na silnicich P(H).

Policejni ani statistickd data nemame, tedy jen zkusime, co bychom dostali pro

P(H) =001,  P(H)=0.99:

P(D) = P(D|H) - P(H) + P(D|H) - P(H)
=0.97-0.01 4 0.05-0.99 = 0.0097 + 0.0495 = 0.0592

P(H) - P(D|H)
P(H)-P(D|H) + P(H) - P(D|H)
_ P(H)-P(D|H) _ 0.0097
- P(D) ~ 0.0592

P(H|D) =

=0.164.

100 490 000]
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https://finmag.penize.cz/kaleidoskop/407932-velka-drogova-kocovina#test na drogy.test na drogy

Zdroj: https://finmag.penize.cz/kaleidoskop /407932-velka-drogova-kocovina

Vyznam: Pravdépodobnosti P(D|H;) odhadneme z pokusi nebo z modelu, pomoci nich
ur¢ime pravdépodobnosti P(H;|D), které slouzi k ,,optiméalnimu® odhadu, ktery z jevi H;
nastal, jestlize jsme pozorovali D.

Problém: Ke stanoveni aposteriorni pravdépodobnosti P(H;|D) potifebujeme znat i
apriorni pravdépodobnost P(H;).

Priklad: Informaé¢ni kanal

H; ... vyslan j-ty vstupni znak, j € {1,...,m}

D; ... pfijat i-ty vystupni znak, i € {1,...,k} (mize byt k # m)

Lze odhadnout podminéné pravdépodépodobnosti P(D;|H}), ze znak j bude pfijat jako 4.
Z apriornich pravdépodobnosti (vyslani znaku j) P(H;) miZzeme maticovym nasobenim
urcit pravdépodobnosti prijatych znak:

[P(D1) P(Dy) --- P(Dy)] =
P(Dy|Hy) P(Ds|Hy) --- P(Dy|H:)
P(Dy|Hy) P(Ds|Hy) -+ P(Dy|Hy)
= [P(H) P(Hz) --- P(Hp)|- : : . :
P(Di\|Hy,) P(D3|Hy,) -+ P(DylHp)

Vsechny matice v tomto vzorci maji jednotkové soucty radkua (takové matice nazyvame
stochastické). Pokud byl pfijat znak 4, je podminéné rozdéleni pravdépodobnosti vstupnich
znaki

P(H;) P(D;|H;)

P(H;|D;) =

P(D;)
Rozdéleni pravdépodobnosti vyslanych znaki je
[P(Hy) P(Hs) - P(Hp)| =
P(Dy[Hy)  P(DoHy) - P(DyH)] ™
P(Di|Hz)  P(D:|Hz) -+ P(Dy|Hs)
= [P(D1) P(Dy) --- P(Dy)]- : ; , : )
P(Dy|Hy) P(Dy|Hp) -+ P(Dy|Hm)

pokud k£ = m a pfislusna inverzni matice existuje.

Motivaéni pfiklad (alkohol za volantem — pokracovani):
90 % vsech nehod zpisobili st¥izlivi Fididi.

99 % 1idi¢a bylo st¥fzlivych.

Oznacme jevy

H ... pozil alkohol, P(H) = 0.01,

D ... zpusobil nehodu, P(H|D)=0.1.

0.1=P(H|D) = P(H) - P(D|H) -
T - P(H)-P(D|H)+ P(H)- P(D|H)

B 0.01- P(D|H) B 1
" 0.01- P(D|H) +0.99 - P(D|H) P(D|H)

1 Bl Sl L'
+99 P(D[H)




Pozitim alkoholu se zvySuje riziko nehody

P(D|H)

— = = 11 X .
P(D|H)

Kdyby bylo 50 % fidi¢a opilych, P(H) = 0.5, jejich podil na havariich by byl

P(H)-P(D|H)+ P(H) - P(D|H)
B 0.5- P(D|H) B 1 11
0.5-P(D|H)+05-P(D|H) 14 BE@H) 14L& 127

P(D|H) !

(Neuvazovali jsme, Ze ucastniki nehody byva vic a pfitomnost alkoholu u jejich ucastniku
nemusi byt nezavisla.)

Piiklad: Detektor v CERNu zachyti uddlost (soucasny vznik Higgsova bosonu a paru top
kvarkt) s u¢innosti 0.01;

falesné pozitivni je s pravdépodobnosti 0.000 05.

Hledana udalost se vyskytne v 6 piipadech z 10'2. Jaka je pravdépodobnost, Ze detekovana
udélost skutené nastala? [

Oznacme jevy

H ... udalost nastala, P(H)=6-10"12,

D ... detektor hlasi udalost, P(D|H)=0.01, P(D|H)=75-1075.

P(D) = P(H)-P(D|H)+ P(H)- P(D|H) =
=6-10"'2.0.01 + (1 —6-107"%)-5- 107" = 5.000000006 - 107,

P(H)-P(D|H) . 6-107*
P(D) - 5-10°5

P(H|D) = =12-1077.

Priklad. (Sally Clark — pokracovdni): Jakd je (podminénd) pravdépodobnost syndromu
nahlého umrti kojencid v rodiné, kde se uz vyskytl?

Neni dostatek dat pro kvalifikovany odhad.

Alespori jsou zndmy vlivy, které (podminéné) riziko snizuji (nekuidckd rodina, stabilni, dobie
zajisténd,).

Tytéz vlivy snizugi i riziko vraZdy novorozence, takZe podminénd pravdépodobnost, Ze slo
o trestny c¢in, zistdvd nizkd.

3.2.2 Podminéna nezavislost

Priklad. A. Kolik redlnych parametri (stuprid volnosti) je tieba pro urdeni pravdépodob-
nosti vSech jewvi, které lze popsat logickymi vyrazy z n vychozich jevi?
B. Jak se toto cislo zmeéni, predpokladdame-li, Ze vijchozi jevy jsou nezdvislé?

LAndré Sopczak: Recognition and categorization of events resulting from proton collisions at CERN.
Prednaska na katedie kybernetiky FEL CVUT, 22. 1. 2019


https://en.wikipedia.org/wiki/Sally_Clark#Sally Clark.Sally Clark

ResSeni. A. Kazdy z uwvaZovanych jevi lze vyjddrit v uplné disjunktioni normdlni formé jako
disjunkci vijrazi, které jsou konjunkcemi n vychozich jevi nebo jejich negaci; téch je 2™ a
tvori dplny systém jevi, popsangch 2™ — 1 parametry (soucet jejich pravdépodobnosti 1).

B. Stacin pravdépodobnosti vijchozich jevi.

n 213415 10 16 30
2" —1 || 3| 7| 15| 31| 1023 | 65535 | 1073741823

Je vidét, Ze predpoklad nezdvislosti miZe vést na mnohem jednodu$si model. Casto je vsak
neopodstatnényj.

Motivaéni pfiklad (popis systému se zavislymi jevy): Chceme popsat pravdépodob-
nosti jevi, slozenych z nasledujicich 4 charakteristik lidi:

e rad nosi rizové oblecent,
e pouziva make-up,
e pracuje jako zdravotni sestra,

e prodélal rakovinu prsu.

Byla zjisténa velmi podstatna zavislost; pot¥ebujeme 24 — 1 = 15 parametrii.
Definice. Ndhodné jevy A, B jsou podminéné nezdvislé za podminky C, jestliZe
P(AN B|C) = P(A|C) P(B|C).
Obdobné definujeme podminénou nezdvislost vice jevii.
Motivaéni piiklad (popis systému se zavislymi jevy) — FeSeni: Pfidame jesté paty
parametr:

® je Zena,

a shleddme, Ze pfi jeho znalosti lze ostatni 4 parametry povazovat za podminéné nezavislé.
Sta¢i ndm 4 parametry pro zeny, 4 pro muze a 1 pro pravdépodobnost, Ze osoba je Zena, tj.
9 parametri misto 15, resp. 31.



4 Nahodné veliCiny

Priklad: Auto v cené 10000 $ bude do roka ukradeno s pravdépodobnosti 1 : 1000. Ade-
kvatni cena ro¢niho pojistného (bez zisku pojistovny) je 10000/1 000 = 10 $.

Nékdy tento jednoduchy postup selhavé:

Priklad: Pro stanoveni havarijniho pojistén{ potfebujeme znét nejen pravdépodobnost ha-
varie (resp. po¢tu havarii za pojistné obdobi), ale i ,primérnou” skodu pfi jedné havarii,
lépe pravdépodobnostni rozdéleni vyse skody.

= Musime studovat i ndhodné pokusy, jejichz vysledky nejsou jen dva (jev nastal /nenastal),
ale vice hodnot, vyjadienych redlnymi ¢isly.

4.1 Nahodna veli¢ina

na pravdépodobnostnim prostoru (2, 4, P) je funkce X: Q — R,
ktera je méritelna, tj. pro kazdy interval I 1ze rozhodnout, zda nastal jev X € I,

{we | X(w) el}=X"1I) € A.
Je popsana pravdépodobnostmi
Px(I)=P(Xel)=P{we | X(w)el}),

definovanymi pro libovolny interval I (a tedy i pro libovolné sjednoceni spocetné mnoha
intervalt a pro libovolnou borelovskou mnozinu).

Px je pravdépodobnostni mira na Borelové o-algebfe urcujici rozdéleni nahodné ve-
liciny X.

K tomu, aby stadila znalost Px na intervalech, se potfebujeme omezit na tzv. perfektni miry;
s jinymi se v praxi nesetkame.

Pravdépodobnostni mira Px spliuje podminky:

Px(R) =1,
Py ( U In) = Z Px(I,), pokud jsou mnoziny I,,, n € N, po dvou disjunktni,
neN neN

PX(Q):Oa PX(R\I):]-*PX(I)v
Popisy ndhodné veli¢iny

prostor elementarnich jevi | R

o-algebra jevi A B(R)
pravdépodobnostni mira P Px
pravdépodobnostni prostor | (€2,.4, P) (R,B(R), Px)
nédhodné proménna X:Q—=R, w X(w) |[id:R—>R, T
P(X el Pwe Q| X(w) € 1}) Px(I)

Priklad: Pocet figurek Clovéce nezlob se!, které vstupuji do hry po jednom hodu kostkou.



prostor elementarnich jeva | Q = {1,2,3,4,5,6} R

o-algebra jevi A=expQ B(R)
1, 0,1el
|A| 5/6, 0el,1¢1
dépodobnostni mi P(A)=— Px(I) =
pravdépodobnostni mira (A) 5 x (1) 6. 0¢I.1cl
0, 0,1¢T
L 1, w=6
nédhodné proménna X(w) = N Xz
0, jinak

Uspornéjsi reprezentace: omezime se na intervaly tvaru I = (—oo,t), t € R,
P(X € (—o0,t)) = P(X <t) = Px((—o0,t)) = Fx(t).
Fx: R —(0,1) je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X. Ta staci, nebot

(a,b) = (=00,0) \ (=00,a),  Px((a,0)) = Pla < X <b) = Fx(b) - Fx(a),

(a,00) =R\ (—00,a), Px((b,0)) =1— Fx(b),
=N G-70 Px({b}) = P(X =) = lim (Fx(b) — Fx (b~ )
= nli_>ngo(b — %, b)) = Fx(b) — al—ig)l— Fx(a) = Fx(b) — Fx(b_),

Vlastnosti distribu¢ni funkce:

e neklesajici,

e zprava spojita,

e lim Fx(t)=0, lim Fx(t)=1.
t——o0 t—o0

Véta: Tyto podminky jsou nejen nutné, ale i postacujici.
1
K—

F (1) 06
0.2

] 0.6
£

0.2

Piiklad: Realnému ¢islu r odpovida nahodné veli¢ina (znaend téz r) s Diracovym roz-
délenim v r:

0 pro ré¢l,
1 pro rel,

0 pro t<r,

n(-{ ro = {

1 pro t>r.
(F, je posunutéa Heavisideova funkce.)

Tvrzeni: X <Y = Fx > Fy,

neboli (Vw € 2 X(w) <Y (w)) = (Vt € R: Fx(t) > Fy(t)).



Diikaz. YVt e R :

VwGQ:(Y(w)gtﬁX(w)SY(w)St),
{weN:Y(w) <t} C{we: X(w) <t},
Frt)=PY <t)=PH{weQ:Y(w) <t}) SPHweQ: X(w) <t})=P(X <t)=Fx(t).

O

Priklad: V zimnim obdobi je venkovni teplota, X, niz$i nez vnitini, Y. Napf. pro t = 0
tvrdime, ze pravdépodobnost, Ze mrzne uvnit¥, je mensi nez pravdépodobnost, Ze mrzne
venku.

4.2 Nezavislost nahodnych velic¢in

Nahodné veli¢iny X7, Xs jsou nezavislé, pokud pro vSechny intervaly I, I3 jsou jevy X; €
I, X5 € I, nezavislé, tj.

P(Xi €, Xs € L) =P(X, € I,)  P(Xs € I).
Staci se omezit na intervaly tvaru (—oo,t), tj.
P(Xy <t1, Xy <tp) = P(Xy <t1) P(X2 <to) = Fx, (t1) - Fx,(t2)

pro vSechna tq,t5 € R.
Néhodné veli¢iny X7, ..., X, jsou nezavislé, pokud pro libovolné intervaly Iy, ..., I, plati

P(Xi€l,....X,el,)=P(Xi€h)-...- P(X, € L,)=[[P(X: € I).

i=1
Ekvivalentné sta¢i pozadovat

n n

P(Xy <ty X <ty) = [[P(Xi < ta) =[] Fx. (83)

i=1 i=1

pro vSechna tq,...,t, € R.

Na rozdil od definice nezdvislosti vice nez 2 jevi, zde meni tieba poZadovat nezdvislost pro
libovolnou podmnozZinu ndhodnyjch velicin X1, ..., X,. Ta vypljvd z toho, Ze libovolnou nd-
hodnou velicinu X; lze ,,vynechat tak, Ze zvolime prislusng interval I, = R, resp. t; = oco.
Pak P(X; € I) =1 a v soucinu se tento cinitel neprojevs.

Spocetna nekone¢nd mnozina ndhodnych veli¢in je nezavislé, je-li kazdé jeji konetna pod-
mnozina nezévisla.

Nahodné veli¢iny X1, ..., X, jsou po dvou nezavislé, pokud kazdé dvé (rizné) z nich jsou
nezavislé. To je slabsi podminka nez nezavislost veli¢in X,..., X,.



4.3 Smeés nidhodnych veli¢in

Piiklad: Nahodné veli¢iny V,U jsou vysledky studenta pii odpovédich na dvé zkouskové
otazky. Ucitel ndhodné vybere s pravdépodobnosti ¢ prvni otazku, s pravdépodobnosti 1 — ¢
druhou; podle odpovédi na vybranou otazku udéli znamku. Jaké rozdéleni ma vysledna
znamka X7

Matematicky model vyzaduje vytvoreni odpovidajiciho pravdépodobnostniho prostoru pro
tento pokus.

Necht V', resp. U je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (1,4, Py), resp.
(927./42, PQ), pﬁéemi Ql n QQ = @

Necht ¢ € (0, 1).

Definujeme novy pravdépodobnostni prostor (2,4, P), kde

Q=0Q,UQ,, A:{AlUA2|A1€A1, AQEAQ},

P(Al UAQ) = CPl(Al) + (1 — C) PQ(AQ) pro A; € Ay, As € As.

Definujeme funkci X: Q — R:

V(w) prow € Qq,
X(w) = { U(w) prow € Q.

X je ndhodna veli¢ina na (9, A, P).
X nazyvame smés nahodnych veliéin V,U s koeficientem ¢ (angl. mizture), znac¢ime
Mix.(V,U). Ma pravdépodobnostni miru

Px :CP\/—I—(I—C)PU

a distribuéni funkei
FX :CFv+(1—C)FU.

Podobné definujeme obecnéji smés nahodnych velié¢in Vi, ...V, s koeficienty ¢1,...,¢c, €
n
(0,1), > ¢; = 1, znac¢ime Mix(¢, . ¢,)(V1,..., Vi) = Mixc(V1,..., V), kde c = (c1,. .., ¢n).
i=1

n n
M4 pravdépodobnostni miru Y ¢; Py, a distribuéni funkei > ¢; Fy,. (Lze zobecnit i na
i=1 i=1
spoetné mnoho nahodnych veli¢in.)
Podil jednotlivych slozek je urc¢en vektorem koeficientd ¢ = (eq,..., ¢,). Jejich pocet je
n—1
stejny jako pocet ndhodnych veli¢in ve smési. Jelikoz ¢, = 1 — > ¢;, posledni koeficient
i=1
nékdy vynechévame.
Specidlné pro dvé nahodné veli¢iny Mix(.;_q)(V,U) = Mix.(V,U) (kde ¢ je ¢islo, nikoli
vektor).
Priklad: Smési redlnych cisel rq,...,7, s koeficienty cy,...,c, je ndhodna veli¢ina X =

Mixe, ..., en) (s o),
Px(N=P(Xel)= > a, Fx(t)= > .
ir, €1 i <t
Lze ji popsat téz pravdépodobnostni funkci px: R — (0, 1),

=Py = e { & P



(pokud jsou rq, ..., r, navzajem rizna). MoZno zobecnit i na spo¢etné mnoho realnych &isel.

4.4 Druhy nadhodnych veli¢in
4.4.1 Diskrétni ndhodné veliiny

(z predchoziho piikladu)

Existuje spo¢etna mnozina Ox, pro kterou Py (R\Ox) = P(X ¢ Ox) = 0. Nejmensi takova
mnozina (pokud existuje) je

Qxy ={teR: Px({t}) #0} ={t e R: P(X =t) # 0}.

1 -—

Diskrétni nahodnou veli¢inu popisuje pravdépodobnostni funkce px(t) = Px({t}) =
P(X =1t).
Spliuje

> px(t)=1.

teR

4.4.2 Spojité ndhodné veliciny

Maji spojitou distribu¢ni funkci.

Nahodna veli¢ina X je absolutné spojita, jestlize existuje nezapornéa funkce fx: R —
(0,00) (hustota nahodné veli¢iny X) takova, Ze

Fx(t):/_ fX(u)du

oo
Hustota spliiuje [ fx(u)du=1.
— 00
Neni urc¢ena jednoznacné, ale dvé hustoty fx,gx téze ndhodné veli¢iny splhuji
J;(fx(u) — gx (u)) du = 0 pro viechny intervaly I.

Lze volit fx(t) = ngt(t), pokud derivace existuje.
Px ({t}) = 0 pro vSechna t.
Nékteré spojité nahodné veli¢iny nejsou absolutné spojité; maji spojitou distribuéni

funkci, kterou nelze vyjadrit jako integral. Tyto pripady dale neuvazujeme.



4.4.3 SmiSené nahodné veliciny

Motivaéni priklad: Nahodné veli¢iny jako mnozstvi srazek, spotieba elektfiny apod. je
vhodné modelovat spojitym rozdélenim, jsou-li nenulové, nicméné nulové mohou byt s neza-
nedbatelnou nenulovou pravdépodobnosti.

1
0.6

F0)
02
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t

Podobné i u dalsich nahodnych veli¢in se mohou uplatnit meze ¢i jiné preferované hodnoty,
nastavajici s nenulovou pravdépodobnosti.

Smés predchozich dvou piipady;

Qx #0, Px(R\ Qx) = P(X ¢ Qx) #0.

Nelze je popsat ani pravdépodobnostni funkei (existuje, ale neurcuje celé rozdéleni) ani
hustotou (neexistuje, nevychéazi kone¢na).

Kazdou ndhodnou veli¢inu se smiSenym rozdélenim lze jednoznaéné vyjadrit ve tvaru X =
Mix.(V,U), kde V je spojita, U je diskrétni a ¢ € (0,1):

Nespojitosti je spocetné mnoho, lze je ocislovat; n-ta je v bodé& r, a ma velikost

cn = Fx(rp+) —Fx(r,—).
——
Fx(Tn)

Odpovida ji slozka smési r,, s Diracovym rozdélenim a vahou c,.

Fx(t) :chFrn(t)+G(t)a
Gi=Fx—-)Y cuFp,

je spojita neklesajici funkce,

lim G(t)=0,
t——o0
tlggloG(t) = 1—ch =:c,
FV = g
c

je distribu¢ni funkce spojité ndhodné veli¢iny V,

X = Mix(c,cl,cz,.“)(‘/a T1,72,.. ) ’
1
> en

——
l1—c

U = MiX(cl’527.,,)(r1;r2a"')a



je diskrétni slozka ndhodné veli¢iny X,
X = Mix(,1-¢(V,U).

Motivaé¢ni piiklad (destové srazky):
Srazkovy tuhrn v mm za 24 hodin ma rozdéleni s distribu¢ni funkci
1 t
1—- ——), t>0
Fx(t) = g *P(gp) 120
0 jinak.

Po 2/3 dni neprsi, diskrétni slozka je U = 0 s vahou ¢; := 2/3.
Motiva¢ni piiklad (destové srazky):
Srazkovy thrn v mm za 24 hodin ma rozdéleni s distribuéni funkci
1 t
1—- ——), t>0
Fx(t) = g P(—5g) 120
0 jinak.

Po 2/3 dni neprsi, diskrétni slozka je U = 0 s vahou ¢; := 2/3.
Spojita slozka V' ma vahu ¢ := 1/3, distribu¢ni funkeci

t
l—exp(—%), tZ();

Fy(t) =
0 jinak
a hustotu ;
1
L oexp(——), t>0,
0 jinak
(exponencidlni rozdélent).
0;/
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4.4.4 Smési ndhodnych veli¢in stejného typu

X = MiX(CJ,C)(V, U) .

Jsou-li V,U diskrétni, ma X pravdépodobnostni funkci

px =cpy+(1—c¢)pu.



Jsou-li V,U absolutné spojité, méa X hustotu
fx=cfv+(1—-0)fu.

Obdobné pro smési vice ndhodnych veli¢in.

4.5 Kvantilova funkce ndhodné veliiny

Priklad. Pokud absolvent $koly ¥ikd, Ze patii mezi 5 % nejlepsich, pak tvrdi, Ze distribucni
funkce prospéchu (ndhodné vybraného absolventa) md u jeho prospéchu hodnotu nejvyse 0.05.
(Piedpokliddme, Ze lepSimu prospéchu odpovidd nizZsi primeér zndmek.)

Neostrd nerovnost v definici znamend, Ze hodnota distribucni funkce uddvd podil téch absol-
venti, kteri méli lepsi nebo stejny prospéch.

Obrdcené se lze ptdt, jaky prospéch je potreba k tomu, aby se absolvent dostal mezi 5 %
nejlepsich.

Pro a € (0,1) hleddame ¢t € R takové, ze Fx(t) = P(X < t) = a. To nemusi existovat, ale
vzdy existuje t, pro které

Vsechna takova ¢ tvoii omezeny interval, z néhoz bereme (obvykle) stied,

Lsup{t eR|P(X <) <a}+inf{t e R|a < P(X <1)}).

gx(a) =3

&

Cislo ¢ x (a) se nazyva a-kvantil ndhodné veliéiny X a funkce ¢x: (0,1) — R je kvantilova
funkce ndhodné veli¢iny X. Spec1a1ne qX( ) je median, dalsi kvantily majf také sva jména
— tercil, kvartil (dolni gx (%), horni qX( )) ... decil ... centil neboli percentil ....
Vlastnosti kvantilové funkce:



e neklesajici,
e gx(a) = 3 (gx(a—) + gx(a+)).
Véta: Tyto podminky jsou nutné i postacujici.

Obraceny prevod:

Fx(t) =inf{a € (0,1) | gx(a) >t} =sup{a € (0,1) | gx(a) < t}.

Funkce Fx, gx jsou navzajem inverzni tam, kde jsou spojité a rostouci (tyto podminky staci
ovéfit pro jednu z nich).

4.6 Jak reprezentovat ndhodnou veli¢inu v pocitaci

1. Diskrétni: Nabyva-li pouze koneéného poc¢tu hodnot t;, k = 1,...,n, stac¢i k repre-

zentaci tyto hodnoty a jejich pravdépodobnosti px (tr) = Px({tx}) = P(X = tg),
¢imZ je plnd popsana pravdépodobnostni funkce 2n ¢isly (az na nepiesnost zobrazeni
realnych Cisel v pocitadi).
Pokud diskrétni ndhodné veli¢ina nabyva (spocetné) nekoneéné mnoha hodnot, musime
nékteré vynechat, zejména ty, které jsou malo pravdépodobné. Pro kazdé ¢ > 0 lze
vybrat kone¢né mnoho hodnot tx, k = 1,...,n, tak, Ze Px(R\{t1, ...,tn}) = P(X ¢
{t1, ...,tn}) < e. Zbyva vSak problém, jakou hodnotu pfifadit zbyvajicim (byt malo
pravdépodobnym) pripadim.

2. (Absolutné) spojita: Hustotu muzeme p¥iblizné popsat hodnotami f(t;) v ,dostateéns
mnoha* bodech tx, kK = 1,...,n, ale jen za predpokladu, Ze je ,dostate¢né hladka‘.
Zajimaji nas z ni spiSe integraly typu

Fy(trsr) — Fx (t) = / " () du,

tr

z nichz lze priblizné zkonstruovat distribu¢ni funkci. MuZeme pro reprezentaci pouZit
primo hodnoty distribuéni funkce F'x (t). Tam, kde je hustota velka, potfebujeme volit
body husté.

Mizeme volit body tr, k = 1,...,n, tak, aby pfirastky Fx(tg+1) — Fx(tx) mély
zvolenou velikost. Zvolime tedy aj € (0,1), & = 1,...,n, a k nim najdeme ¢isla
tr = qx (o).

Pamétova naro¢nost je velka, zavisi na jemnosti §kaly hodnot ndhodné veli¢iny, resp.
jeji distribu¢ni funkce.

Casto je rozdéleni zndmého typu a stac¢i doplnit nékolik parametrd, aby bylo plné
urceno.

Mnohé obecngjsi piipady se snazime vyjadfit alespon jako smési ndhodnych veli¢in s
rozdélenimi znamého typu, abychom vystacili s kone¢né mnoha parametry.

3. SmiSena: Jako u spojité ndhodné veli¢iny. Tento popis je vSak pro diskrétni ¢ast
zbyte¢né nepiesny.
MiZzeme pouzit rozklad na diskrétni a spojitou ¢ast.



4.7 Operace s ndhodnymi veli¢inami

Zde I,J C R jsou intervaly nebo spocetné sjednoceni intervali.
Pri¢teni konstanty r odpovida posunuti ve sméru vodorovné osy:

PX+T<I+T):PX(I>7 PX+T(J):PX<J_T)7
Fxir(t+7)=Fx(t), Fxir(u) =Fx(u—r),
Ix4r() = gx (@) + 7.
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Vynasobeni nenulovou konstantou r odpovida podobnost ve sméru vodorovné osy.
Px(rI)=Px(I), Px(J)=Px(Z).
Pro distribué¢ni funkci musime rozlisit pripady:

e r>0: F.x(rt) = Fx(t), Fox(u) = Fx(%), grx () = rgx(a),
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r=—1 F x(—t)=P(-X < -t)=PX >t)=1-P(X < t), v bodech
spojitosti distribu¢ni funkce

F x(—t)=1-P(X<t)=1-P(X <t)=1-Fx(t),

F_x(u)=1- Fx(-u), v bodech nespojitosti limita zprava

(stfedova symetrie grafu podle bodu (0, %) $ opravou na spojitost zprava),
g-x(a) = —qx(1—a).

=x—-r + a0



o r <0 kombinace predchozich piipadi.

Zobrazeni spojitou rostouci funkci h:

Pacoy(h(D) = Px(I),  Fupxy(h(t) = Fx(8),  Fxy(u) = Fx (A~ (w)),

gn(x)(@) = h(gx(a)) v bodech spojitosti kvantilové funkce.

Zobrazeni neklesajici funkei h: Fy,(x)(u) = sup{Fx(t) | h(t) < u}.

Zobrazeni nerostouci funkei h lze fesit jako zobrazeni ndhodné veli¢iny —X neklesajici
funkei g(t) = h(—t).

Soucet ndhodnych veli¢in neni jednoznacné urcen, jediné za predpokladu nezavislosti.
Ani pak neni vztah jednoduchy.

Smés ndhodnych veli€in viz vyse. Na rozdil od souctu je plné urcena rozdélenimi vstupnich
ndhodngch veli¢in a koeficienty smési,

h(Mix.(U, V)) = Mix(h(U), h(V)).

(Je jedno, jestli jakoukoli funkci h aplikujeme pied, nebo po vytvofeni smési.)

4.8 Jak realizovat ndhodnou veli¢inu na pocitaci

1. Vytvofime ndhodny (nebo pseudondhodny) generator nahodné veli¢iny X s rovnomér-
nym rozdélenim na (0,1).  (,,Kolo §téstd.“)

2. Nahodna veli¢ina gy (X) ~ Y (kde ~ znamend ,,mé stejné rozdéleni*). Stac¢i na kazdou
realizaci nahodné veli¢iny X aplikovat funkci gy .
(,,Na kolo Stésti napiSeme vzestupné vysledky, kaZdy s §irkou odpovidajici jeho pravdé-
podobnosti. )

Vsechna rozdéleni spojitych nahodnych veli¢in jsou stejnd az na (nelinearni) zménu mé-
fitka.



5 Charakteristiky ndhodnych veli¢in

5.1 Strfedni hodnota

Motivaé¢ni piiklad (omezeni koufeni):

Chceme vyhodnotit, zda zakaz koufeni v restauracich vedl k celkovému omezeni koufeni.
Misto mnoha hodnot chceme jednu ,,primérnou”, které charakterizuje celou populaci.
Zmaceni: E. nebo u.

1
EX = /qX(a) da, (pokud existuje).
0

Interpretace:

e Pro Diracovo rozdéleni integrujeme konstantu pres interval délky 1.

e Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu U integrujeme po ¢astech konstantni funkei; kde délka
kazdého tuseku je pravdépodobnost pfislusné hodnoty,

EU:Zt'PU(t) = Z t-pul(t).

teR teQu

e Obecny pfipad je limitou pfedchoziho, pokud ,diskretiza¢ni chyba“ — 0.

Stfedni hodnota miize byt definovina zvlast pro

e diskrétni ndhodnou veli¢inu U: EU = Z t-pu(t),
teR

e spojitou nahodnou veli¢inu V: EV = / t- fy(t)dt,

e smés nadhodnych veli¢in X = Mix.(V,U): EX =cEV+(1-¢)EU.
(Muze byt V diskrétni, U spojita. To neni linearita stfedni hodnoty!)

Lze vyjit z definice pro diskrétni ndhodnou veli¢inu a ostatni pfipady dostat jako limitu pro
aproximaci jinych rozdéleni diskrétnim (nebo naopak).

Vzorec pouzivajici kvantilovou funkeci lze zobecnit na stfedni hodnotu jakékoli (méfitelné)
funkce h nadhodné veli¢iny:

1
E(h(X)) = / h(gx(a)) dar.
0

Specialné pro diskrétni ndhodnou veli¢inu U

E((U)) = Y h(t) - pu(t),

teQu



pro spojitou ndhodnou veli¢inu V

o0
BV = [ ho): Ao,
— o0
(Ale funkce spojité nadhodné veli¢iny nemusi byt spojitd ndhodn4 veli¢ina.)
Stifedni hodnota je vodorovnou soufadnici tézisté grafu distribuéni funkce, jsou-li jeho ele-
menty vazeny prirtistkem distribu¢ni funkce:

Pokud pracujeme se stfedni hodnotou, automaticky predpokladame, Ze existuje a je
koneéna (coz neni vzdy splnéno).
Vlastnosti stfedni hodnoty

Er=r, specialné E(EX)=EX,
E(X+Y)=EX +EY, specialné EX+r)=EX +r,
E(X —-Y)=EX - EY,

E(rX)=rEX, obecnéji ErX+sY)=rEX 4+ sEY.

(To je linearita stiedni hodnoty.)
E(Mix.(V,U)) =cEV +(1—-¢)EU .

(To neni linearita stfedni hodnoty.)
Pouze pro nezavislé ndhodné veli¢iny

E(X7Y)=EX-EY,

kde ~ zna¢i sou¢in nezavislych nahodnych veli¢in.

5.2 Rozptyl (disperze)

Motivaéni pfiklad (stejné podnebi):

Chceme najit misto s podobnym podnebim.
Pramérna teplota nestaci. Dilezité je i kolisani teplot.
Znaceni: o2, D., var.

DX = E((X — EX)?) = E(X?) — (EX)?,

E(X?) = (EX)*+DX. (1)



Vlastnosti:

1

DX = [ (¢gx(a) —EX)?da.
/

DX >0,
Dr=0,
D(X +r) =DX,
D(r X) =r’DX.

D(Mix.(V,U)) = E(Mix.(V,U)?) — (E(Mix.(V,U)))?

=cE(V?) + (1 —c¢)E(U?) — (cEV + (1 — ¢) EU)?
=c(DV + (EV)?) + (1 —¢) (DU + (EU)?)
— (A (EV) 2 +2¢(1 —c)EVEU + (1 — ¢)? (EU)?)
=cDV +(1-¢)DU +c¢(1 —c¢) (EV)?
~2¢(1—=¢)EVEU +¢(1 —¢) (EU)?
=cDV +(1-¢)DU +¢(1 —¢) (EV — EU)?.

Pouze pro nezavislé nahodné veli¢iny (+, — znaéi soudet a rozdil nezavislych)

D(X +Y)=DX + DY, D(X~Y)=DX+DY.

5.3 Smeérodatna odchylka

Znaceni: o,
Ma stejny fyzikalni rozmeér jako pivodni ndhodna veli¢ina (rozptyl nikoli).

Vlastnosti:

ox 207
O’T:O,
OX+r =0X,

orx =|rlox.

Pouze pro nezavislé ndhodné veli¢iny

Oxiy =0x -y =vDX +DY = \/ag(Jra%.



5.4 Obecné a centrilni momenty

keN

k-ty obecny moment (znaceni nezavddime): E(X*), specialné:
prok=1: EX,

pro k= 2: E(X?) = (EX)?+DX.

Alternativni znaceni: my, ..

k-ty centralni moment (znaceni nezavddime): E((X — EX)F), specialné:
prok=1: 0,

pro k =2: DX.

Alternativni znaceni: pg.

Pomoci kvantilové funkce:

5.5 Normovana ndhodna veli¢ina
je takova, kterd méa nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl:

X —-EX

ox

norm X =

(pokud ma vzorec smysl). Zpé&tné transformace je
X =EX +0x norm X .

Motivaéni priklad (biochemicka vySetieni):

Laboratorni vysledky vydaji mnoho ¢isel; abychom poznali, kteréd jsou obvykla a ktera zne-
pokojiva, museli bychom znat alespon jejich stfedni hodnoty a smérodatné odchylky.

Po znormovéani hned vidime, které idaje zasluhuji pozornost, aniz bychom museli studovat
jejich typické hodnoty.

5.6 Zakladni typy diskrétnich rozdéleni

5.6.1 Diracova

s parametrem 7 € R, kterym je jediny mozny vysledek,

px(r)=1, EX =r, DX =0.

Vsechna diskrétni rozdéleni jsou smési Diracovych rozdéleni.



1,01
0,8
0,6
1.0
0.8 0,4
0.6
0,2
0.4
02 ‘ ‘
' i ] i ' -2 -1 0 1 2
-2 -1 0 1 2 u

Pravdépodobnostni a distribuéni funkce Diracova rozdéleni pro r = 0

5.6.2 Rovnomérna

s parametrem m € N, kterym je pocet moznych vysledki se stejnou pravdépodobnosti 1/m.

Specialné pro obor hodnot {1,2,...,m} dostavame
1
px(k):a, ke{l,2,...,m},
m+1 1
EX=— DX = — 1 —-1).
1,04 —
0,84
0,6
0,20 —
0,4
0,15 —
0,10 0,2
0,05
0 :
0 0 1 2 3 4 5 6
0 1 2 3 4‘ 5 6 u
7,
61 —
54 —
44 —_—
37 —
27 —
l«_
0

0 02 04 06 08 1,0



Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce rovnomérného rozdéleni na {1,2,...,6}

5.6.3 Alternativni (Bernoulliova) Alt(q)

s parametrem g € (0, 1), kterym je pravdépodobnost vysledku 1, s pravdépodobnosti 1 — ¢
je vysledek 0, Alt(q) = Mix,(1,0),

px(1)=¢q, px(0)=1-gq,
EX=q, DX=gq(1-gq).

107 10
084 081
061 061
041 041
0.2+ 0.21
i X | ;o 0 I 2

u

Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce alternativniho rozdéleni pro ¢ = 1/3

5.6.4 Binomicka Bi(m,q)

s parametry m € N, g € (0, 1), jsou souftem m nezéavislych nahodnych veli¢in s alternativ-
nimi rozdélenimi Alt(q), Bi(m,q) = Alt(q) +. ..+ Alt(q),

mX

Bi(1, q) = Alt(g),

px (k) = <ZL> " (1—qm ", ke{0,1,2,...,m},

EX =mgq, DX =mq(l—gq).

Soudet nezavislych nahodnych veli¢in s rozdélenimi Bi(m, ¢), Bi(n, ¢) mé binomické roz-
déleni Bi(m + n, q).

Parametry by mohly byt téz m a A\ = m ¢ = EX, znacime Bi" (m, \) = Bi(m, q).

Vijpocetni sloZitost vijpoctu px (k) je O(k), celého rozdéleni O(m?).



047 1,07 ——
0,81
0,3 —
0,61
0,24
0,4
0,14 0,21
—_—
x } | J + ) -1 0 1 2 3 4 5 6 17
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 u

Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkee binomického rozdéleni Bi(6,1/3) = Bi" (6, 2)

5.6.5 Poissonova Po(\)

s parametrem A € (0, 00) jsou limitni p¥ipady binomickych rozdéleni Bi(m, ¢,,) = Bi" (m, m g, ) =
Bi*(m, \) pro m — oo pfi konstantnim A = m ¢, > 0 (tedy ¢, — 0),
Po()\) = lim Bi'(m,\).

m— 00
Pravdépodobnostni funkce Poissonova rozdéleni a binomickych rozdéleni se stejnou stiedni
hodnotou 3:

hodnota 0 1 2 3 4 5 6
Bi*(SO, 3) = Bi(30,0.1) 0.042 0.141 0.228 0.236 0.177 0.102 0.047
Bi*(l()O7 3) = Bi(100,0.03) | 0.047 0.147 0.225 0.227 0.171 0.101 0.050
Po(3) 0.050 0.149 0.224 0.224 0.168 0.101 0.050
)\k
pX(k):ﬁe*A, ke{0,1,2,...}.

Jednotlivé pravdépodobnosti se pocitaji sndze neZ u binomického rozdéleni (ovSem vSechny
nevypocitdme, protoZe jich je nekonecné mnoho).

EX =), DX=)\.

»Stiedni hodnota se rovnd rozptylu;“ jednd se vZdy o bezrozmérné celociselné ndhodné
veliciny (pocet vijskyti).

0,257 1,07 —_—
0201 0.8 —_
015 0.6 T
010 041 T
0051 021 —
! I N S S A T
0 2 4 6 8 10 )

Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce Poissonova rozdéleni Po (3)



Poissonova rozdéleni jako limitni pripady binomickych

Pro m — oo pii konstantnim m g, = A, tj. gm = 2

pBl(m qm) k

= PBi*( m)\) k _(

Soucet nezavislych ndhodnych veli¢in s Poissonovymi rozdélenimi Po()\), Po(y) mé Pois-

sonovo rozdéleni Po(A + p).

5.6.6 Geometricka

s parametrem ¢ € (0, 1) udavaji

pocet tspéchi do prvnfho nedspéchu, je-li v kazdém pokusu stejnd pravdépodobnost

aspéchu g € (0, 1), neboli

pocet netspéchii do prvniho tspéchu, je-li v kazdém pokusu stejna pravdépodobnost ne-

aspéchu ¢ € (0,1), neboli

pocet jednicek na zacatku posloupnosti nezavislych nahodnych veli¢in s alternativnimi roz-

délenimi Alt(q),

= (¥) am (1= gm)" " =
& -
— 178 - ZPPO(A)(k)~

px(k)=q"(1-4q),

1—¢
0,49
0,3

0,2

0,14

—

0 2 4 6

)

8

10

q

1,07

0,8

0,6

0,44

0,21

ke{0,1,2,...},

PE=r0"yp

8 10

Pravdépodobnostni a distribu¢ni funkce geometrického rozdéleni pro g = 2/3

5.6.7 Hypergeometricka
s parametry M, J m e N, m < J < M.



Nap¥. M lost, z nichz J vyhrava; ndhodna veli¢ina je pocet vyhravajicich z m vybranych,

() (=)

px(j) = o je{0,1,2,...,m},
_m - mJ(M—J)(M—m)
EX="-, Dx- PO

Vijpocetni sloZitost vijpoctu px () je O(m), celého rozdéleni O(m?).

0,47 1,07 —_—
0,81 —
031
0,61
021 —
0,41
0,1 0,21
: l | | | x 10 1 2 3 4 5 6 7
0 1 2 3 4 5 6 7 "

Pravdépodobnostni a distribuéni funkce hypergeometrického rozdéleni pro M = 25,
J=15, m=6

Binomicka rozdéleni jako limitni pripady hypergeometrickych

Mm
Pro M > m je (M) = — (Veta2.5.7).

Hypergeometricka rozdéleni pro M — oo pii konstantnim % =q, tj. % =1—-gq

(JM) (M_JM> L;M (AifJ]\Om,—j
px(j) = ~Lopets o L
() o
ml Ty (= )

Wm0 M Mmd (7) @ (1= )™ = Poitm.g(4) -



5.7 Zakladni typy spojitych rozdéleni
5.7.1 Rovnomérna R(a,b)

s parametry a,b € R, a < b.

1
_ —a pro t (S <a, b>7
Ix(® = { 0 jinak,
=2 prou € (a,b),
Fx(u)=< 0 prou < a,
1 prou > b,
gx(a@)=a+ (b—a)a
a+b 1 2 1
EX = DX = — (b— - _(b-a).
9 12( a’) ) ox 2\/3( a)
2,01
1,51
1,0
0,54
0,5 0 0,5 1,0

u

Hustota a distribu¢ni funkce rovnomérného rozdéleni R (0, 1/2)

5.7.2 Normalni (Gaussova) N(u,o?)
A. Normované N(0, 1) s hustotou

©(t) = fxon)(t) = —— eXp(;tQ)

Vor 2
Distribu¢ni funkee je transcendentni (Gausstv integral) @,
u 42
Bu) = P = [ <= esp(5) ar.

kvantilova funkce ® ! je inverzni k ®.

B. Obecna N(u,0%) = u+ o N(0,1)
s parametry p € R (stfedni hodnota), o2 € (0, 00) (rozptyl),

TN () =

1 —(t—p)?
J—ii), EX=p, DX =o2.

ex
o2 p( 202



Soucet dvou nezavislych veli¢in s normalnim rozdélenim N(uy,07), N(p2,03) ma normalni
rozdéleni N1 + pia, 0% + 03).

0,8+

0,6

0,2

2 a1 0 1 2
Hustota a distribu¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni N (0, 1)

5.7.3 Logaritmickonormalni LN(u,0?) = exp(N(u,0?))

s parametry pu € R, 02 € (0,00) jsou rozdéleni ndhodnych veli¢in X = exp(Y), kde Y m4
N(p, 0?),

(lnu — M)2 . fN(,u,az)(ln u)
fx(w)=9¢ uo 27reXp(_ 20?2 )_ u pro u >0,
0 jinak,
_J Fyue2(Inu) prou >0,
Fx(u) = { 0 jinak,
2
EX = exp(u—i— %) ,
DX = (exp(2p + 0%)) (exp(0?) — 1),
o2
ox = (exp(u—!— ?)> exp(o?) —1.

Soucin dvou nezavislych veli¢in s logaritmickonormalnim rozdélenim LN (pq, 03), LN (p2, 02)
mé logaritmickonormalni rozdéleni LN(uy + pa, 02 + 03).



0,8

0,6

0,44

0,2

0,0 \ : ‘
0 1 2 3

Hustota a distribu¢ni funkce logaritmickonorméalniho rozdéleni LN (0, 1)

5.7.4 Exponencialni Ex(7)

s parametrem 7 € (0, 00) (stfedni hodnota); napf. rozdéleni ¢asu do prvni poruchy, jestlize
(podminéné) pravdépodobnost poruchy za ¢asovy interval (¢, t+4) zavisi jen na ¢, nikoli na ¢:

1 t

— —— t>0
fety={ 7 ew(=7) pot>0

0 jinak,

u
FX(u):{ 17exp(f;) ?rou>0,
0 jinak,

gx(a) =—7In(1 —a),

EX =171,
DX =72,
ox =T,

Ex(7) = 7Ex(1).
1,0
0,81
0,61
0,41

0,21

>

o) 0 ! 2 3

Hustota a distribu¢ni funkce exponencialniho rozdéleni Ex (1)



5.8 éebyéevova nerovnost

Motivaéni priklad (10000 hodd minci):
Pri 10000 hodech minci ma pocet lici X binomické rozdéleni Bi(10000, 3) se
stfedni hodnotou EX = 5000,

smérodatnou odchylkou ox = 4/10000 - i = 50.
Jaka je pravdépodobnost, Ze se vysledek bude lisit od stfedni hodnoty o nejméné 200 = 40x?

4800 10000
Z PBi(10000,0.5) (k) + Z PBi(10000,0.5) (k) =
k=0 k=5200
5199 5199
10000 .
> peicoocoos (k) =1— Y ( N ) Sioo00 = 0-0000659.
k=4801 k=4801
Véta 1
V9 >0: P(jnorm X| > ¢) < 520
kde norm X = X;EX (pokud méa vyraz smysl).
Dikaz pomoci kvantilové funkce:
1
1 = D(norm X) = E((norm X)?) — (E(norm X)) / (gnorm x (@))* da
\—,_/
0

Z ‘I/'(QnormX(O‘))2 dOé )

kde I = {a € (0,1) : |gnorm x ()| > &} jsou 2 intervaly o celkové délce P(|norm X| > §),

1 Z /(qnormX(a))Qdaz /52da=52P(|normX\ 26)
I

Ekvivalentni tvary (¢ = dox):

1
V6 >0: P(norm X| <4) > 1—5—2,
X - EX 1
V5>0:P<‘7‘>5) < o
2 DX
Ve>0:P(IX —EX|>¢) < X ——
e &g
3 DX
Ve>0:P(IX —EX|<e) > 1-2X—1-—.
1S 15}

Motivaéni p¥iklad (10000 hodd minci — pokracovani):
P#i 10000 hodech minci mé pocet lici X binomické rozdéleni Bi(10000,0.5) se



stfedni hodnotou EX = 5000,

smérodatnou odchylkou ox = /10000 - 0.25 = 50.

Jaké je pravdépodobnost odchylky od stfedni hodnoty o vice nez 4ox?
nejvyse (1)% = 1= .

Buffonova tuloha — presnost odhadu

Pii n hodech jehlou méa pocet protnuti linky X binomické rozdéleni Bi(n, %)

Kolik hodt potFebujeme, abychom 7 odhadli na 99 % s presnosti 1 %7

Uf! Setime elektiinu, ne hlavu!

% o3 2(1—-2)n 10000(F —1)
0.01 > = = = ,
2 (0.01EX)%2  (0.012n)? n

n > 1000000 (5 —1) =570796.

Uf! Setime ruce, ne hlavu!

6

0.6
Eparmn )
0.2

~02 1 2 3 4

Distribuéni funkee absolutni hodnoty normovaného normélniho rozdéleni | N(0, 1)| (¢ervené)
ve srovnani s mezi dle CebySevovy nerovnosti (modfe)

Distribuéni funkce absolutni hodnoty normovaného spojitého rovnomérného rozdélent
|R(—V/3,V3)| (Cervené) ve srovnani s mezi dle CebySevovy nerovnosti (modie)

6

F 5) 064
worm ()
0.2

~02 1 2 3 4

Distribuéni funkce absolutni hodnoty normovaného binomického rozdéleni |norm Bi(2,0.5)|
(Gervené) ve srovnani s mezi dle CebySevovy nerovnosti (modie)



6 Nahodné vektory

Néhodny vektor (n-rozmérna ndhodna veli¢ina) na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P)
je méritelna funkce X: Q — R", tj. takova, Zze pro kazdy n-rozmérny interval I plati

X' ={weQ| Xw) el}cA.

Lze psat
X(w)=(X1(w),...,Xnw)),

kde zobrazeni Xj: Q — R, k=1,...,n, jsou ndhodné veli¢iny.
Nahodny vektor lze povaZovat za vektor ndhodnych velicin X = (Xq,..., X,,).
Je popsany pravdépodobnostmi

Px(flX...XIn):P(XlEIl,...,XnEIn):
=PH{we| Xj(w) €1,..., Xn(w) € 1,}),

kde I1,..., I, jsou intervaly v R.
Z téch vyplyvaji pravdépodobnosti

Px(I)=P(X eI)=P{we Q| X(w) eI},

definované pro libovolnou borelovskou mnozinu I v R™ (specialné pro libovolné sjednoceni
spoCetné mnoha n-rozmérnych intervaltl) a urcujici rozdéleni nahodného vektoru X.
Uspornéjsi reprezentace: Stadi intervaly tvaru I, = (—oo,t), tp € R,

P(X1 € (—00,t1),..., Xn € (—00,t,)) = P(Xy < t1,..., Xp < tn) =
= Px((—007t1> X ... X (—oo,tn)) =
:FX(tla"'atn)‘

Fx:R™ — (0,1) je sdruzena distribu¢ni funkce nahodného vektoru X. Je

e neklesajici (ve v8ech proménnych),
e zprava spojita (ve vSech proménnych),
. lm  Fx(ty,....tn) =1,

o0

o Vk € {1,...,’0} Vi1, oo yth—1,thg1y---5tn : lim Fx<t1,...7tn> =0.

th——00

Véta: Tyto podminky jsou nutné, nikoli postacujici.

Postacujici podminky bychom dostali, kdybychom napf. pro dvé dimenze pfidali podminky
0 < Px((a,b) x (¢,d)) = Fx(b,d) — Fx(a,d) — Fx(b,¢) + Fx(a,c),

pro v8echna a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d.

Nestadi znat marginalni rozdéleni ndhodnych veli¢in X7, ..., X,, nebot ta neobsahuji in-
formace o zavislosti.



Podminky nezévislosti pro slozky nahodného vektoru jsou
FX17X2 (tlth) = FX1 (tl) . FX2 (t2) )
obecnéji

Fx(t1,. ..

7tn) = H FXk(tk)'
k=1

6.1 Diskrétni ndhodny vektor

mé vSechny slozky diskrétni. Lze jej popsat téz sdruzenou pravdépodobnostni funkci
x: R™ — (0,1)
px(tl,...,tn) = P(Xl :tla---7Xn :tn)7

ktera je nenulova jen ve spocetné mnoha bodech.

Diskrétni ndhodné veli¢iny Xi, ..., X, jsou nezavislé, pravé kdyz
P(X1=t1,..., X, =1t,) = HP(Xi =)

pro v8echna t1,...,t, € R. Ekvivalentni formulace:

n
px(tr,. . tn) = [ px. (t:)
=1

6.2 Spojity ndhodny vektor

mé v8echny slozky spojité. Lze jej popsat téz sdruzenou hustotou pravdépodobnosti
coz je (kazda) nezaporné funkce fx: R™ — (0, 00) takova, Ze

t1 tn
Fx(tl,...,tn):/ / fX(ul,...,un)dun...dul,

pro v8echna ty,...,t, € R. Pokud to jde, volime
o 0 0
tHyooistn) = —— .. — Fx(t1,...,tn) = D1Da...DuFx (t1, ..., tn).
fx(ti, ... tn) ot 0ty ot x (1 ) 1D2 x (t1 )

Specialné pro intervaly (a;,b;) dostavame

P(Xl €<G,1,b1>,...,XnE <an7bn>) PX al;bl . X<anabn>)
by
/ / fx(uy,. .., up)duy, ... duy
Spojité ndhodné veli¢iny X, ..., X, jsou nezavislé, pravé kdyz

fx(tr, .. tn) = fof,(ti)-

pro skoro v8echna tq,...,t, € R.



6.3 Obecnéjsi nahodné velic¢iny

Komplexni nahodna veli¢ina je ndhodny vektor se dvéma slozkami interpretovanymi
jako redlna a imaginarni ¢ast.

Nékdy pripoustime i ,,ndhodné veli¢iny“, jejichz hodnoty jsou jiné nez numerické. Mohou
to byt napf. ndhodné mnoziny. Jindy nabyvaji kone¢né mnoha hodnot, kterym ponechame
jejich prirozené oznaceni, napt. ,,rub®, ,lic“,  kdmen*, ,ntzky“, ,papir apod.

Na téchto hodnotach nemusi byt definovana zadné aritmetika ani usporadani.

Mohli bychom vSechny hodnoty o¢islovat, ale neni zadny divod, pro¢ bychom to méli udélat
pravé urd¢itym zpusobem (ktery by ovlivnil nasledné numerické vypoécty).

(Piiklad: Cislovani politickych stran ve volbach.)

6.4 Ciselné charakteristiky nahodného vektoru

Stredni hodnota

e néhodného vektoru X = (Xq,...,X,): EX = (EXy,...,EX,)
e komplexni ndhodné veli¢iny: X = R(X) +1i3(X): EX :=ER(X) +iES(X)

e nenumerické ndhodné veli¢iny: nemé smysl

Rozptyl nahodného vektoru X = (Xy,...,X,): DX := (DXy,...,DX,)
Je-li U nahodné veli¢ina, a,b € R, pak a U + b ma charakteristiky

E(aU 4 b) =aEU +b, D(aU +b) =a*DU.

Na rozdil od jednorozmérné nahodné veli¢iny, stfedni hodnota a rozptyl ndhodného vektoru
nedavaji dostate¢nou informaci pro vypocet rozptylu jeho linearnich funkci. Proto zavadime
dalsi charakteristiky. Napfr.

E(X+Y)=EX +EY,

D(X +Y) = B((X +Y)?) - (B(X +Y))?
E(X?+Y?+2XY)— (EX +EY)?
E(X?)+E(Y?) +2E(XY) — (EX)?> 4+ (EY)?> + 2EX EY)
E(X?) — (EX)?2+E(Y?) — (EY)?+2(E(XY) — EXEY)

DX DY cov(X,Y)

=DX + DY +2 cov(X,Y),

kde cov(X,Y) :=E(XY) — EXEY je kovariance nahodnych veli¢in X,Y, téz
cov(X,Y) = E((X — EX) (Y — EY)),
nebot

E(X —EX)(Y —EY))=E(XY — XEY - YEX + EXEY)
—E(XY)-EXEY —-EXEY + EXEY .
0




Pro existenci kovariance je postacujici existence rozptyli DX, DY .
Vlastnosti kovariance:

cov(X,X) =DX, cov(Y, X) = cov(X,Y),

cov(aX +b,cY +d) =accov(X,Y) (a,b,c,d € R)

(srovnejte s vlastnostmi rozptylu jako specialniho p¥ipadu),
specialng cov(X,—X)=-DX.

Pro nezavislé ndhodné veli¢iny X, Y je cov(X,Y) = 0.

Pouzitim kovariance pro normované nahodné veli¢iny vyjde korelace:

cov(X,Y)

o(X,Y) = cov(norm X, normY) =
ox 0y

= E(norm X - normY)
(pfedpokladame, Zze smérodatné odchylky ve jmenovateli jsou nenulové).

Specialné o(X, X) = 1.

Vlastnosti korelace

Q(XvX):la Q(XaiX)zf]-’ Q(XaY) € <7171>a

oY, X) = o(X,Y),

o(aX +b,cY 4+ d) = sign(ac) o(X,Y) (a,b,c,de€R, a#0#c)

(aZ na znaménko nezélezi na prosté linearni transformaci).

Dusledek: o(aX + b, X) = sign(a).

Jsou-li ndhodné veliciny X,Y nezavislé, je o(X,Y) = 0. Obracend implikace vSak ne-
plati(neni to postacujici podminka pro nezavislost). Nahodné veli¢iny X, Y spliujici o(X,Y) =
0 nazyvame nekorelované.

Pro nadhodny vektor X = (Xq,...,X,) je definovana kovarianéni matice
[cov(X1, X1) cov(Xy,Xo) -+ cov(Xy,X,)
cov(Xg, X1) cov(Xa, Xo) -+ cov(Xag, Xp)
Xx = . i .

[cov(X,, X1) cov(Xp, Xo) oo cov(X,,X,)
i DX1 COV(X17X2) COV(Xl,Xn)
cov(Xy, X5) DX, <o cov(Xa, X))
lcov(X1, X,) cov(Xo, Xp) oo DX,

Je symetrickd pozitivné semidefinitni, na diagonale ma rozptyly.
Podobné je definovana korelaéni matice

1 o(X1,Xo) -+ o(Xy, Xp)

o(X1,X2) 1 e o(Xe, X))
ox = : : ) :
Q(XlaXn) Q(X23Xn) 1

Je symetricka pozitivné semidefinitni.



6.4.1 Vicerozmérna normalni rozdéleni N(u, )

popisuji specialni pfipad nahodného vektoru, jehoz slozky maji normalni rozdéleni a mohou
byt korelované. M4 hustotu

1 1
sy (t) = exp(—=z(t—p)T{t—p"),
N(n») (2) T p( 5 E—n)T(t—p) )

kdet:(tl,...,tn) € R”,

n= (/’Lla'“vun) € Rn,
T € R™ ™ je symetricka pozitivné semidefinitni matice.

Parametry rozdélent:

= (f1,...,pn) € R™ je stiedni hodnota ndhodného vektoru,
Y := T~ ! je kovarian¢ni matice, specialné jeji hlavni diagonala
(311,222, -+, Znn) € R™ je rozptyl nahodného vektoru,
marginalni rozdéleni i-té slozky je N(u;, X4;);

pomoci téchto parametrt piSeme

1

t) = ——————
frtum®) (2m)" det X

exp(—5 (6= )57 (6 w)").

6.5 Reprezentace nahodnych vektord v pocditaci

Obdobné jako u ndhodnych veli¢in, avSak s rostouci dimenzi rychle roste pamétova naroc-
nost.

To by se nestalo, kdyby nahodné veli¢iny byly nezavislé; pak by stacilo znat marginalni
rozdéleni.

Proto velkou tsporu miize pfinést i podminéna nezavislost.

Pokud najdeme uplny systém jevi, které zajistuji podminénou nezavislost dvou ndhodnych
veli¢in, pak miZeme jejich rozdéleni popsat jako smés rozdé€leni nezavislych nahodnych
veli¢in (a tedy aspornéji).

7 Geometrie linedrniho prostoru nidhodnych veli¢in

(Q, A, P) pravdépodobnostni prostor,
L linearni prostor vSech nahodnych veli¢in na (€2, A, P), tj. A-méFitelnych funkei Q — R,
s¢itani nahodnych veli¢in a jejich nasobeni realnym ¢islem = operace s funkcemi (bod po
bodu),
Lo linedrni podprostor viech nahodnych veli¢in z £, které maji rozptyl,
o: Lo X Lo — R,

XeY =E(XY),

je bilinearni (=linedrni v obou argumentech) a komutativni operace, skalarni soucin (po-
kud ztotoZnime ndhodné veliciny X,Y, pro které P(X # Y) = 0; za proky prostoru pak
povaZujeme tridy ekvivalence misto jednotliviich ndhodnyjch velicin),

[ X]| ;== VX ¢ X = \/E(X?2)



je norma,
d(X,Y) =X =Y = VE(X - Y)?)
je metrika (vzdalenost) (bez pFedchoziho ztotoZnéni pouze pseudometrika, mohla by byt
nulovd i pro X #Y ).
Lo 1ze rozlozit na 2 ortogonélni podprostory:
R = jednodimenzionalni prostor viech konstatnich ndhodnych veli¢in (tj. s Diracovym roz-
délenim),
N = prostor viech nahodnych veli¢in s nulovou st¥edni hodnotou.
EX je kolmy pramét X do R (pokud ztotozniujeme toto redlné éislo s piislusnou konstantni
ndhodnou velic¢inou, jinak soufadnice ve sméru R ),
X — EX je kolmy primét X do N,
norm X = % je jednotkovy vektor ve sméru kolmého priimétu X do A,
ox = ||X — EX|| je vzdalenost X od R.
Z kolmosti vektort X — EX € N, EX € R a Pythagorovy véty plyne

X o X = |IX|[* =||X - EX|] + |[EX|]*,
E(X?) =DX + (EX)2.

7.1 Linearni podprostor N ndhodnych veli¢in s nulovymi stfednimi
hodnotami

Specialné pro ndhodné veli¢iny z N

ok =XeX,

ox = |IXI] ,

cov(X,Y)=XeY,
cov(X,Y) XeY

oX,Y) = = =cos Z(X,Y).
ox Oy XTI

Dasledek: Nahodné veliciny X,Y s nulovymi stfednimi hodnotami jsou ortogonalni,
pravé kdyz jsou nekorelované.

Obecné v Lo

o(X,Y) je kosinus thlu praméta X,Y do N,

cov(X,Y) =X ¢ Y — EXEY je skalarni souc¢in primétia X,Y do V.

POZOR! Neplette nezavislost nahodnych veli¢in s linearni nezavislosti v linedrnim
prostoru, ktery tvori!

7.2 Linearni regrese

Uloha: Je dan nahodny vektor X = (X1,...,X,,) a nahodn4 veli¢ina Y.
(Piedpokldddme, Ze viechny mdhodné veliciny jsou z Ls). Mame najit takové koeficienty
C1,--.,Cn, aby linearni kombinace Y ¢; X; byla co nejlepsi aproximaci ndhodné veli¢iny Y

S|
k

ve smyslu kritéria



ReSeni: K vektoru Y hledame nejblizsi bod v linearnim podprostoru, ktery je linedrnim
obalem vektort Xi, ..., X,; feSenim je kolmy priumét. Ten je charakterizovan tim, Ze vektor
> e X;—Y jekolmy na X;, j=1,...,n,

i

(chxk—y) o X; =0,
k

Y ci(XieX;)=YeX;.
i
To je soustava linearnich rovnic pro neznamé koeficienty ¢y, ..., ¢, (soustava normalnich
rovnic).
Specialné pro nahodné veli¢iny s nulovymi stfednimi hodnotami:
Zci cov(X;, X;) = cov(Y, X;),
i

takze matice soustavy je kovarian¢ni matice X x.



8 Zakladni pojmy statistiky

8.1 K c¢emu potiebujeme statistiku

Zkouméni spolec¢nych vlastnosti velkého po¢tu obdobnych jevi.
Pfitom nezkoumame vSechny, ale jen vybrany vzorek (kvili cené testi, jejich destruktivnosti
apod.).

e Odhady parametra pravdépodobnostniho modelu

e Testovani hypotéz

Potize statistického vyzkumu — viz [Rogalewicz].

8.2 Nahodny vybér, empirické rozdéleni

Motiva¢ni tloha: Mame odhadnout rozdéleni hmotnosti lidi a jeho parametry.
Nahodny pokus X: Ze zakladniho souboru (=populace) ndhodn& vybereme jeden
objekt (¢lovéka), w (s rovnomérnym rozdélenim).

Uré¢ime jeho hmotnost, X (w), kterou prozatim povazujeme za konstantni, tj. s Diracovym
rozdélenim a rovnou jeji realizaci, z(w) € R.

Za mnozinu vSech elementarnich jevii Q) miZeme vzit mnozinu objekti (lidi), z nichz vybi-
rame, za o-algebru exp (), pravdépodobnostni mira je M — %, M C Q.

Néhodna veli¢ina X : Q@ — R (zavisi jen vybéru objektu) ma diskrétni rozdéleni (smés Dira-
covych),

Nahodny pokus nxX: Nahodny pokus X nezavisle opakujeme n-krat.
Vybereme (s opakovanim a s rovnomérnym rozdélenim) n-tici lidi (wy,...,w,) € Q. Vy-
sledkem je n-tice hmotnosti

(1, zn) = (2(wr), ..., z(wn)) -

Za mnozinu v8ech elementérnich jevi muzeme vzit

O ={(w1y.. o wn) w1 €9y wn € QY
za c-algebru exp(Q"), pravdépodobnostni mira je M — %, M C Q™.
Pii j-tém opakovani pokusu realizujeme ndhodnou veli¢inu X;: Q" — R,
Xj(wl, - ,wn) — X(w]') =Zj,
ktera zavisi jen na j-té soufadnici a je konstantni na vSech elementarnich jevech (n-ticich
lidi), které ji maji stejnou (ve kterych j-ty objekt je stejny).
Cely pokus charakterizuje nahodny vektor X := (X1,...,X,,): Q" — R,

(X1, o, Xn) Wiy ooy win) = (X1, .0, 2p)



Vgechny jeho slozky jsou nezavislé a maji stejné rozdéleni jako ptuvodni ndhodné veli-
¢ina X.

Puavodni rozdéleni ndhodné veli¢iny X nezname, nebot jsme ho nezméiili na celém za-
kladnim souboru. Posloupnosti n realizaci jsme dostali vybérovy soubor, ktery , reprezentuje‘
zékladni soubor.

Vybérovy soubor definuje obdobnym zptisobem tzv. empirické rozdéleni Emp(x):

Nahodny pokus Y: Z vybérového souboru « := (x1, ..., x,) ndhodné vybereme jeden
prvek, j-ty (s rovnomérnym rozdélenim). Vysledkem je z; € R.

Empirické rozdéleni zname, nebot jsme ho zmérili.

Za mnozinu v8ech elementarnich jevi Qgy,p miZeme vzit {1,...,n}, za o-algebru exp Qgmp,

. Lo M
pravdépodobnostni mira je M — %, M C Qgmp,

1 n
EEmp(x) = - ij =T,

DEmp(x) = % Z(a:J — EEmp(z))? = % Z(ma —z)?.

Tyto hodnoty mohou slouzit k odhadu neznamych parametri ptivodniho rozdéleni na za-
kladnim souboru.

Vge funguje obdobné, pokud pozorovana ndhodna veli¢ina X neni pro kazdého jedince kon-
stantni (zavisi na dalsich parametrech, ,okolnostech®).

Sta¢i v modelu pouzit vice elementarnich jevi, kterymi mohou byt napf. dvojice (¢lovek,
okolnosti). Zavislost na okolnostech miize byt i spojita.

Empirické rozdéleni je vzdy diskrétni (smés Diracovych, Mix(q /... 1/n) (21, - .., Zy)), POUZIva
jiz zméfené veliCiny a jediny ndhodny vliv je vybér prvku z posloupnosti.

Obvykle vyluc¢ujeme vicenasobny vybér stejného prvku (vybér bez vraceni), ¢imz se dopous-
time chyby. Ta se obvykle zanedbava, nebot

1. pro velky rozsah zakladniho souboru neni podstatné,
2. rozsah zakladniho souboru nékdy neni znam,

3. vypoclty se znacné zjednodusi.

Pfesnost odhadu je dana velikosti vybérového souboru, nikoli populace.

Nahodny vybér X = (Xy,...,X,) je vektor ndhodnych veli¢in, které jsou nezavislé a
maji stejné rozdéleni.

Nahodny pokus nxX je jednou z moznosti, jak tyto podminky zajistit.

(Vynechavame indexy, napi. Fx misto Fx,.)

Provedenim pokusu dostaneme realizaci nahodného vybéru,

x:=(x1,...,2,) € R™,

kde n je rozsah vybéru.



funkce funkéni hodnota
f:D—=>R flx) eR, xeD
nahodna veli¢ina realizace ndhodné veli¢iny
X: Q>R z:=X(w) €R, we
nahodny vektor /vybér realizace nahodného vektoru/vybéru
X=(X1,...,.X): Q"= R" | &= (21,...,2,) := X(w) € R", weQr

Statistika je (kazd4) méfitelnd funkce G, definovana na nadhodném vybéru libovolného
(dostatecného) rozsahu. (Poéita se z nahodnych veli¢in vybéru, nikoli z parametrt rozdéleni.)
,2Meéritelna® znamena, Ze pro kazdé t € R je definovana pravdépodobnost

P(G(Xy,..., X,) <) = Fox,

Statistika jako funkce nahodnych veli¢in je rovnéz ndhodné veli¢ina.
Obvykle se pouziva pro odhad parametri rozdéleni (které nam zistavaji skryté).

8.3 Obecné vlastnosti odhadua

Znaceni:
¥ ... jakékoli hodnota parametru (realné &islo),
9* ... skute¢né (spravné) hodnota parametru (reilné ¢islo),

@) (:j .. odhad parametru zaloZeny na ndhodném vybéru rozsahu n (ndhodna veli¢ina)
U, reahzace odhadu (realné ¢islo)
Zadou01 vlastnosti odhadu:

e EO, =¥, tj. E(@)n — ¥*) = 0 nestranny (opak: vychyleny)
e lim E@n =", tj. lim E(@n — ¥*) = 0 asymptoticky nestranny

n—oo
e eficientni = s malym rozpt)ylem coz posuzujeme podle
E((©, — ¥%)%) = DO,, + (EO,, — ¥*)2, pro nestranny odhad se redukuje na DO,

e nejlepsi nestranny odhad je ze v8ech nestrannych ten, ktery je nejvice eficientni
(mohou v8ak existovat vice eficientni vychylené odhady)

e lim E(©, —9*) =0, lim og
n— oo

5. = 0 konzistentni
n— o0 n

e robustni, tj. odolny vii¢i sumu (,,i pfi zaSuménych datech dostavame dobry vysledek*)
— presné kritérium chybi, ale je to velmi prakticka vlastnost

8.4 Odhad stredni hodnoty

pomoci stfedni hodnoty empirického rozdéleni (aritmetického priméru realizace ndhodného
vybéru):

Z := EEmp(x ij

Kdyz totéz provedeme s nahodnymi veli¢inami vyberu, dostaneme nahodnou veli¢inu



X = vybérovy prameér, £ = realizace vybérového priméru.

Alternativni znaceni: X ,,, &, (pokud potFebujeme zdiraznit rozsah vijbéru)
Véta:

pokud existuji. (Zde EX = EX atd.) Vybérovy primér minimalizuje kritérium nejmensich
Ctvercua

1 n

l5(c) = E(c — Emp(x))* = - Z(C —z)?.
=1

Disledek: Vybérovy prumér je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty.
(Nezévisle na typu rozdélent.)
Cebysevova nerovnost pro X, dava

DX, DX
5 =——> 0 pro n — oo.
€ ne

P(X, —EX|>¢) <

To plati i za obecné&jsich predpokladi (X; nemusi mit stejné rozdéleni) — slaby zakon
velkych cisel.

Lidové se hovoii o ,,pfesném souctu nepfesnych &isel“, coz je chyba, nebot soucet Z?:l X;
ma rozptyl n DX — oco. Relativni chyba sou¢tu klesa, absolutni roste.

Rozdéleni vybérového pruméru muize byt podstatné slozitéjsi nez ptivodni, jen ve specialnich
pfipadech je jednoduché odpoved.

Véta: Vybérovy primér z normélniho rozdélenf N(u, 02) mé normalni rozdéleni N(u, + o%)
a je nejlepsim nestrannym odhadem stfedni hodnoty.

Podobné véta plati i pro jina rozdéleni alesponn asymptoticky a nazyva se centralni limitni
véta.
Co chceme Fici

KdyZz se podivame na binomické rozdéleni z velkého poctu moznosti n, pfipomina tvarem
Gaussovu krivku.
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Pravdépodobnostni funkce rozdéleni Bi(12,1/2) a jeji proloZeni Gaussovou kiivkou

Je to dusledek toho, Ze se jedn4 o soucet mnoha nezavislych nahodnych veli¢in. Jejich roz-
déleni bylo alternativni, ale podobné vysledky dostaneme i pro mnoha jiné rozdéleni.
Piedpokladame nahodné velic¢iny X, j = 1,2,.. ., které jsou nezavislé a maji stejné rozdeé-
leni (s distribu¢ni funkei Fly, kvantilovou funkei ¢x, popfipadé pravdépodobnostni funkei px
nebo hustotou fx).

Definujeme posloupnost nahodnych veli¢in U,,, n = 1,2,..., coZ jsou ¢asteéné soucty rady,

.
j=1

Protoze nas bude zajimat limitni chovani pro n — oo, potiebujeme nekonec¢nou posloupnost
nahodnych veli¢in X, j € N, i ¢astecnych soucti U,, n € N.

Centralni limitni véta Fika, Ze pro ,velkd n‘* se rozdéleni ndhodnych veli¢in U, ,tvarem
blizi* normalnimu (je ,,asymptoticky normalni*). Je vSak tézké korektné vyjadfit ,tvarem
se blizi.“

Jak spravné formulovat centralni limitni vétu

Kdyby X; mély normalni rozdéleni N(EX, DX), ¢asteéné soucty U, by mély normalni roz-
déleni N(EU,,, DU,,) s parametry

EU, =nEX,
DU, =nDX.

Tyto parametry méa U, i v obecném piipadé, pokud existuje rozptyl DX (a tedy i stfedni
hodnota EX).

,» I'var rozdé€leni“ je to, co zbyde, kdyZz odhlédneme od stfedni hodnoty a rozptylu, tj. kdyz
nahodnou veli¢inu znormujeme:

U,-EU, U,—nEX
Y, =normU, = = .
au,, \/EUX
Stejny vysledek da i normovany vybérovy pramér,
X,—-EX nX,-nEX
1 = = Yn )
NG gx \/ﬁO‘X

norm X,, =



kde n X, = U,.
Zpétny prevod:

Un:TLEX—F\/ﬁUXYn,
X,-bBx+ZXy,.
n

NG

Centralni limitni véta tika, Zze pro n — oo
Y, ~ N(0,1), (2)

kde ~» znaéi, Ze ,,rozdé€leni se blizi,“ coz bude nutno upfesnit.
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Distribucni funkce binomického rozdéleni Bi(12,1/2) a normdlniho rozdélent se stejnou
stiedni hodnotou a rozptylem

Kdyby X; mély normalni rozdéleni, platila by v rovnost (a centraln{ limitni vétu bychom
nepotfebovali).

Centralni limitni véta nefika, Ze pravdépodobnostni funkce konverguji (k pravdépodob-
nostni funkci),

lim py, (t) = pn(o,1) (1) pro viechna t € R,

n— oo

i kdyz je to pravda, ovSem trivialni — ob€ strany jsou nulové.

0.3

0.2

p. (1)
-2 -1

0 1

|I I| | |l|| il i1
2

t

3

[—3—6—1n2—24—48— ]

Pravdépodobnostni funkce normovanijch soucti rizngch pocti nezdvislijch nahodnijch
velidin s alternativnim rozdélenim Alt(1/m)



Centralni limitni véta nefika, ze hustoty konverguji (k hustoté),

lim fy, (t) = fneo,1)(t) pro skoro vSechna t € R;

n—oo

je to pravda jen pro absolutné spojita rozdéleni, ale my se neomezime jen na né.

[—3—6—12—24 —48 — |

Hustoty normovanyjch soucti rizngch pocti nezdvislych ndahodniyjch velicin
s exponencidlnim rozdélenim Exp(2)

Zde i dale je pouzit vybér z exponencialniho rozdéleni Exp(2).
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Distribucni funkce exponencidlniho rozdeleni Exp(2)
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Hustota exponencidlniho rozdéleni Exp(2)

Centralni limitni véta Fika, Ze distribuéni funkce konverguji (k distribu¢ni funkci normo-
vaného normélntho rozdéleni), a to bodovs,

lim Fy, (t) = Fno,1)(t) = ®(t) pro viechna t € R.

n—0o0



[—3  6—12—24—48— w|

Distribucénd funkce normovanygch soucti riznijch pocti nezdvislyjch ndhodngch velicin
s exponencidlnim rozdélenim Exp(2)

Centralni limitni véta by mohla Fikat, ze distribuéni funkce konverguji (k distribuéni
funkci) stejnomérné,
lim sup |Fy, (1) — ®()] = 0,

n—oo teR

ale k tomu by byl navic nutny pfedpoklad existence 3. centralniho momentu.

Centralni limitni véta by mohla Fikat, ze kvantilové funkce konverguji (ke kvantilové
funkci normovaného normalniho rozdéleni) a to bodové,

lim gy, (@) = gn(o,1)(@) = @' (a) pro vSechna « € (0,1).
n—o0

To je dusledek jeji verze pro distribu¢ni funkce, ve statistice se hojné pouziva.

[—3 6 12— 24— 48— w]|




Kuvantilové funkce normovanijch soucti riznijch pocti nezdvislych ndhodngch velicin
s exponencidlnim rozdélenim Exp(2)

Co centralni limitni véta nerika

Normovani (¢asteénych souctit U, nebo vybérovych praméra X, se stejnym vysledkem)
nelze vynechat.

Centralni limitni véta nefika, ze rozdéleni souctd U, = Z?:l X konverguji k normalnimu
rozdéleni. Napf. pro EX > 0:

lim Fy, (t) =0 pro viechna t € R.

n— oo
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Distribuént funkce soucti riznijch pocti nezdvislych ndhodngch velidin s exponencidlnim
rozdélenim Exp(2)
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Hustoty soucti riznych pocti nezdvislych ndhodnijch velicin s exponencidlnim rozdélenim
Exp(2)

Centralni limitni véta nefika, Ze rozdéleni sou¢t s nulovou stfedni hodnotou, T, =

U, —-EU, = Z;”:l(Xj —EX) =n (X, — EX) konverguji k normélnimu rozdéleni:

n—oo

1
lim Fr (t) = 3 pro viechna t € R.



[—3—6—1n—24—48 — ]

Distribuénd funkce soucti riznijch pocti nezdvislych ndhodnijch velidin s nulovou stfedni
hodnotou

10 20

[—3—6—12—24 —48§ — |

Hustoty soucti rizniyjch pocti nezdvislych ndhodnijch velicin s nulovou stiedni hodnotou

Centralni limitni véta nefika, Ze rozdéleni vybérovych priméra, X, konverguji k nor-
méalnimu rozdéleni:

17 —
0.8 /
0.6
F (1)
0.4
0.2
0 T T T 1
0 1 2 3 4

t
[—3—6—12—24— 48— ]

Distribucéni funkce vijbérovyjch primeéri rizniych pocti nezdvislych ndhodnych veli¢in



0 1 2 3 4
t
[=—3-—6—12—24—48 — o]

Hustoty vyjbérovijch primeéri riznych pocti nezdvislych ndhodnijch velicin

{0, t <EX,

lim Fg (t) = (Diracovo rozdéleni)

n—00 1, t>EX.

Centralni limitni véta: Necht X, j € N, jsou nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny
se stfedni hodnotou EX a smérodatnou odchylkou ox # 0. Pak posloupnost normovanych
néhodnych veli¢in

Y, =norm X ,, = @ (X, —EX)
ox

konverguje k normovanému normélnimu rozdéleni v néasledujicim smyslu:

VieR: lim Fy, (t) = li_)m Fomx, (1) =@(t),

n— oo

neboli
VteR: lim |Fy, (t) — ®(¢t)| =0,
n—oo

Pokud ma ptvodni rozdéleni 3. centralni moment, je konvergence dokonce stejnomérna,
tj.
lim sup|Fy, (t) — ®(¢)| =0,

n—oo teR

Kdy nelze pouzit centralni limitni vétu

1. Pokud puvodni rozdéleni neméa rozptyl, nebo ho ma nulovy (Diracovo). Takové rozdé-
leni nelze normovat.

2. Pokud mame k dispozici jen ,,vybér malého rozsahu,“ takze nelze zanedbat rozdil
mezi skute¢nym a limitnim rozdélenim. V tom piipadé centralni limitni véta zlstava
v platnosti, ale neni nam nic platna, nebot hovoii o situaci p¥ilis vzdalené od reality.

Motivaéni priklad (10000 hodd minci):

Jak mal4 je pravdépodobnost, Ze se vysledek bude lisit od stfedni hodnoty o nejméné 200 =
4 Ox?

S pravdépodobmnosti 1 — ®(4) = 1 — 0.9999683 = 0.0000317 bude aspon o 4ox vé&tsi, se
stejnou pravdépodobnosti o 4 0x mensi, celkem

2(1—®(4)) =2-0.0000317 = 0.0000633,



v dobré shodé s pFesnéjsim (a pracnym) vysledkem 0.0000659.
Kdybychom zohlednili kvantiza¢ni chybu a uvazovali toleranci £199.5, dostali bychom jesté
lepsi odhad 0.0000661.

Buffonova iloha — presnost odhadu
Binomické rozdéleni Bi(n, ) pri n hodech se blizi normélnimu se
stfedni hodnotou EX = % n = 0.6366 n,

smérodatnou odchylkou ox = /2 (1 - 2)n =0.48 \/n.

Kolik hodti n pot¥ebujeme, abychom 7 odhadli na 99 % s presnosti 1 %?

S pravdépodobnosti 99 % normovana hodnota bude v absolutni hodnoté mensi nez kvantil
®=1(0.995) = 2.576.

To je tolerance méfena ve smérodatnych odchylkéch.

Ma4 byt nejvyse 1 % stFedni hodnoty,

2.5760x < 0.01EX,

2.5764/2(1—2)n<0.012n,
Vn > 2.576-100/3 — 1,
n > 257610000 (5 — 1) = 37877.

Vysledny pocet bude v mezich 24 113 4+ 241 s pravdépodobnosti

24 354 24 354

37877 o
> PBi(srsrr,2)(k) = > ( I ) ()% (1= 2)37877=F = 0.00988..

k=23872 k=23872

8.5 Odhad k-tého obecného momentu EX*

pomoci k-tého obecného momentu empirického rozdéleni:

n
Mg := EEmp(z)k = fo (realizace vybérového k-tého obecného momentu).

j=1
Je realizaci odhadu

n

1
Mxr = — E XJ’-C (vybérovy k-ty obecny moment).
n
i=1

Alternativni znaceni: My, my.

Véta: EMx. = EX"*.

Vybérovy k-ty obecny moment je nestranny konzistentni odhad k-tého obecného momentu
(pokud X mé k-ty a 2 k-ty obecny moment).

Dikaz:

1 - k 1 - k k
EMxx :E(g ;Xj> == ;EXJ- —EX*,

1 1
DMy = — nDX" = — (E(X*)? — (EX*)?) = — (EX?*F — (EX")?) — 0.
n n

1
n



8.6 Odhad rozptylu
8.6.1 Odhad rozptylu pf¥i znamé stfedni hodnoté

~ 1 &
0=— P —
O
j=1
Je realizaci odhadu
~ 1 &
0=-) (X;-EX)?.
n 4
7j=1
R 1 n
EO =~ ) E(X; -EX)*=DX
n
j=1

- nestranny,
- konzistentni, pokud existuje 4. centraln{ moment
Rozdé&leni odhadu rozptylu pro vybér z normalniho rozdé&leni N(u,o?)

X; — pu~N(0,0%) =0 N(0,1)
X —
1= H U N(0, 1)
g

- 1 & n®
DUT= Y (K mp)= T
j=1 j=1

Uj =

8.6.2 Rozdéleni x? s n stupni volnosti, x?(n)

n
= rozdéleni nadhodné veli¢iny ¥ = sz, kde U; jsou nezavislé nahodné veli¢iny s nor-
i=1
movanym normalnim rozdélenim N(0, 1).

:Ezn:U2 ZEU2 —n, EXQ(n):L
j:

n
DU]_l
n 2
_ 2 _ 2 _ X“(n) _ 2
=D> Uj_ZDUj_m, DA ==
. ]:1\2’-/

Soucet nezavislych nahodnych veli¢in s rozdélenimi x2(k), x?(n) ma rozdéleni x2(k + n).



Hustota

_J c(n)yEte® proy>0,
Frly) = { 0 jinak ,
1
c(n) = co—rnv >
22 I'(3)

I'(z) = /t“ e tdt,
0

specialné T'(m + 1) = m! pro v8echna m € N.

Specidlné pro n = 2 je c¢(n) = 1/2, x?(2) = Ex(2) (exponencidlni rozdéleni), X 5 = Ex(1).

Diisledek: Soucet m nezavislych nadhodnych veli¢in s exponencidlnim rozdéslenim Ex(2) =
x2(2) ma rozdéleni x2(2m).

%\
Hustota rozdéleni x?(n) pro n = 1,2, ..., 10 stupiii volnosti.
Hustota rozdélent \/x2(n) (,,vzdalenosti od st¥edu terée*) pro n =1,2,...,10 stupiii
volnosti.
3

Hustota rozdéleni x?(n)/n pron = 1,2,...,10 stupiitt volnosti.



Hustota rozdéleni x2(n)/n pro n = 2,4,8,...,128 stupiiii volnosti.
Cervené nahrada posledniho rozdéleni normalnim.

CLV pron — o
:> 77X2(n) ~ N(”? 2”)“7 9 ~ N(17 %)“7

2 2
. e 2 :X(n)ianOl n Xi(n)fl ~» N(0, 1
presnéji norm y*(n) 7\/% (0,1), 5 " (0,1).
Néhrada je ,,dobré uprostied“, kde je velka hustota.

Jenze my budeme potiebovat kvantily ,na krajich“, a ty konverguji pomalu:

a-kvantily rozdéleni x?(n) a jeho nahrady normalnim rozdélenim N(n, 2n)
n\ce | 0.005 0.01 0.025 005 0.95 0975 099 0.995 0.999 0.9995
100 | 67.33 70.06 74.22 7793 1243 129.6 135.8 140.2 1494 153.2
63.57 67.10 72.28 76.74 123.3 127.7 1329 136.4 143.7 146.5
200 | 152.2 156.4 162.7 168.3 234.0 241.1 249.4 255.3 267.5 272.4
148.5 153.5 160.8 167.1 232.9 239.2 246.5 251.5 261.8 265.8
300 | 240.7 246.0 253.9 260.9 341.4 349.9 359.9 366.8 381.4 387.2
236.9 243.0 252.0 259.7 340.3 348.0 357.0 363.1 375.7 380.6
400 | 330.9 3372 346.5 354.6 447.6 457.3 468.7 476.6 493.1  499.7
327.1 334.2 344.6 353.5 446.5 455.4 465.8 472.9 4874 493.1
a-kvantily rozdéleni x?(n)/n vydé&leného poétem stupiiti volnosti a jeho nahrady nor-
méalnim rozdélenim N(1,2/n)
n\c | 0.005 0.01 0.025 0.05 0.95 0.975 0.99 0.995 0.999 0.9995
100 | 0.673 0.701 0.742 0.779 1.24 1.30 1.36 1.40 1.49 1.53
0.636 0.671 0.723 0.767 1.23 1.28 1.33 1.36 1.44 1.47
200 | 0.760 0.780 0.815 0.840 1.17 120 1.24 128 1.34 1.36
0.742 0.767 0.804 0.836 1.16 1.20 1.23 1.26 1.31 1.33
300 | 0.803 0.820 0.847 0.870 1.14 1.17 1.20 1.22 1.27 1.29
0.790 0.810 0.840 0.866 1.13 1.16 1.19 1.21 1.25 1.27
400 | 0.828 0.842 0.865 0.888 1.12 1.14 1.17 1.19 1.23 1.25
0.818 0.836 0.861 0.884 1.12 1.14 1.16 1.18 1.22 1.23

8.6.3 Odhad rozptylu pfi neznamé stfedni hodnoté

pomoci rozptylu empirického rozdéleni:

—~ 1
02 := DEmp(x) = - Z(st —x)?.



Je realizaci odhadu

zn:(xj - EX)?.

3\'—‘

1 n
R
Vzorce jsou dvouprichodové, ale lze je upravit na jednoprachodové (numericky nevhodné)

%(ZXQ—QXZX —|—ZX> jz:)(f—

R/—/
n X nX?
n n n
=) 1 9 _9 1 9 1 2
j=1 Jj=1 j=1

Véta: 0% je vychyleny konzistentni odhad rozptylu (pokud ptivodni rozdéleni mé rozptyl

a 4. centralni moment).

Dukaz (pouze prvni ¢asti, s pouZitim jednoprichodového vzorce):

Y 1 i =2 —2 — —
Bk =E( Y X?-X’) =EX? - EX’ = (EX)* + DX - (EX)* - DX =
A=p(lyx (BX)? + DX — (EX)? - DX
EX ipx
:(1—%)DX:n pro n — oo.
= nestranny odhad:
1< - —
S% = — ;(Xj -X,)?= nﬁ T % (vybérovy rozptyl),
1 < )
2= — Z(xj —z,) = - ﬁ T o2 (realizace vybérového rozptylu).

j=1

Alternativni znaceni: S2,s2. Jednopriichodovy vzorec — prakti¢t&jsi, ale numericky horsi:

1 O noo=2 1 O 1 2
§% = X2 X2 = X2 (> x))
X nfljzzg Top—17" nfljzzg 7 on(n—1) z:: )

1 < n 1 < 1 N2
2 _ 2 —2 _ 2
Sw_n—lZx]_n—lwn_n—lij_n(n—l)(zxj>

Jj=1 Jj=1 Jj=1
Véta:
ES% = DX.

Vybérovy rozptyl je nestranny konzistentni odhad rozptylu (pokud ptvodni rozdéleni ma

rozptyl a 4. centralni moment).



Rozdgleni vybérového rozptylu pro vybér z normalniho rozdéleni (dle [Likes, Machek

Problém: Ve vyrazu
(X - X)?
=1

jsou veli¢iny X; — X zavisle.

1. Pron = 2 a X1, X5 s rozdélenim N(0, 1):

X1+ Xo

x- 0L X x0-%)-
S§(:(X1—X)2+(X2—X)2=2(X1;X2

kdeU:@

2
2. Pro X;,..., X, s rozdélenim N(0, 1):
Nahodny vektor X = (Xj,...

X - X

2 ma rozdéleni N(0,3),

o (i)
\/Q )
mé rozdéleni N(0, 1), takze S% ma rozdéleni x?(1).

, X») s nezavislymi slozkami méa rozdéleni sféricky symetrické
(kolem pocatku), které se nezméni rotaci ani ortonormalni transformaci soufadnic, U =

X M, kde M € R™™" je ortonorméalni matice. PouZijeme ortogonalni, resp. ortonorméalni

matici

r_1 1 _1 1 1
T 1 1 1 17 V2 V6 V12 v/ n(n+1) Vn
_ 1 1 _1 1 1
-1 1 1 1 1 V2 V6 V12 n(ntl) NG
0 9 1 1 0 2 1 1 1
- ,Tesp. M = V6 V12 vn(n+1) Vn
0 0 -3 1 1 0 0 __3 . 1 1
. . 12 v n(n+1) NG

0 0 0 —(n—1) 1 : 5
L (n ) 1 0 0 0 __ n—1 1
L v/n(n+1) Vn

Postup pro n = 2 byl specidlnim piipadem pro

1 1 1 1
[ ],,resp.M:[@ \?]
-1l Vi V2

Transformaci se zachovala nezavislost Uq, . . .

n
> X7 = (X Xa) P = |- U
Jj=1

n
I =3 U,
j=1

kde pro posledni ¢len plati U, = /n X, U?= nX'2,

n—1

EED IS
j=1 j=1

j=1

, Un, jejich rozdéleni N(0, 1) i soucet

n
U,%:ZX?—an:naggz(n—l)Sg(,




no/'%\( =(n—1)5S% marozdsleni x3*(n—1),

2
. oo XAn—1)
52 dal x\n=2)
% ma rozdéleni -
— 2 -1
o% mé rozdéleni (-1 .
n

3. Pro Xi,..., X, s rozdélenim N(z,o?):
p nemé vliv, 02 se ve vynasobilo,

V2
x“(n—1)
S2 ~ 2
X n—1 a7,
Sk X*(n—1)
o2 n—1 "~
2
o) L X (n—-1) ,
UXA n o,
nokx (n—1)5%
O_2X - o2 X ~ X2(Tl - 1) :
Daisledky:
9 n—1 o 5
ES% = T DX =DX (to uz vime i obecné),
n—

2 _ 2(n-1) 2 2 2
DSx = 1) (DX)* = 1(DX) -0 pro n — oo.

Véta: Pro ndhodny vybér X = (X1,...,X,) z normalniho rozdéleni je X nejlepsi ne-
stranny odhad stiedni hodnoty, S% je nejlepsi nestranny odhad rozptylu a statistiky X, S%
jsou konzistentni a nezavislé.

8.6.4 Eficience odhadi rozptylu pro normalni rozdéleni

1. eficience odhadu S% (z vlastnosti rozdéleni x?):

E(S% —DX)? =DS% = il (DX)2.

2. eficience odhadu Jg\( (DX je konstanta):

E(ck — DX)? = D(0k — DX) + (E(c} — DX)) =

= D(e%) + (- DX)” =

2
n—1 2 1 2n — 1
— DX)2+ — (DX)% = DX)?
() 20X+ 5 0xP = 22 )2,
a protoze
2n—1<2< 2
n? n n-—1’

je odhad 0% vice eficientni nez S% (ktery je nejlepsi nestranny!).



8.7 Odhad smérodatné odchylky

pomoci smérodatné odchylky empirického rozdéleni:

— 1 _
Oe = Okmp(a) = | (x; — &)
j=1
Je realizaci odhadu
1 o -
% = | = _X)2
0x = n Z(XJ X)
j=1
Je vychyleny. Alternativa:
1 -
Sx =1/5% = 0 Z(Xj - X,)2 (vybérova smérodatna odchylka),
n—
j=1
1 n
S = 1 Z(x] — Z,)? (realizace vybérové smérodatné odchylky).
n—
j=1
Alternativni znaceni: S, s
Véta:
ESX S gx .

Rovnost obecné nenastéava, takze to neni nestranny odhad smérodatné odchylky!
Dikaz:

DX = ES% = (ESx)? + DSx > (ESx)?,
N——
>0
ox Z ESX .

Veéta: Vybérova smérodatna odchylka je vychyleny konzistentni odhad smérodatné od-
chylky (pokud ptvodni rozdéleni mé rozptyl a 4. centralni moment).

8.8 Histogram a popis empirického rozdéleni

V realizaci ndhodného vybéru ¢ = (z1,...,2,) € R™ nezalezi na poradi slozek (ale zalezi
na jejich opakovani). Uspornéji je popsan mnozinou (nejvyse n) hodnot H := {z1,...,2,}
a jejich Cetnostmi ny, ¢t € H. Data lze popsat tabulkou ¢etnosti nebo grafem zvanym
histogram.

g

Normovanim dostaneme relativni ¢etnosti ry := — = Prmp(a)(t) (hodnoty pravdépo-
n

dobnostni funkce empirického rozdéleni Emp(x)), t € H, kde ), ;¢ = 1.



Vypocet z Cetnosti je jednodussi (pokud se opakuji stejné hodnoty):

EEmp(w):Ztrt:% Ztnt=%2xj=i,

teH teH j=1
1 1<

E(Emp(x))* = Ztk Ty = — Ztk ng = — Zx? = Mgk .

teH " ien "=

1
D Emp(x) = Z(t —z)r =— Z(t —z)’n =
teH ey
1 ¢ _ —~ n-—1
S DR R Y
j=1

8.9 Odhad medianu

pomoci medianu empirického rozdélent, ggmp(a)( %) (vybérovy median). Poskytuje jinou

informaci nez vybérovy primér, mnohdy uZite¢n&jsi (mj. robustnéjsi — odolngjsi vici vlivu
vychylenych hodnot, outliers).

Vybérovy medidn minimalizuje kritérium
n

((0) = Ble — Bp(@)| = >l — il

i=1

Navic vime, jak se zméni monoténni funkei A: qrmp(n(x)) (3) = M(Emp(a) (3)) -
Pro¢ se pouziva méné nez vybérovy priameér:

e VySsi vypocetni nérocnost: sefazeni hodnot ma pracnost imérnou n lnn, vybérovy
prumér n, a i kdyz existuji algoritmy pocitajici median s linearni slozitosti, jsou kom-
plikované.

s TP L ok . i .
e Vy&si pamétova narocnost: amérné n, u vybérového priméru stacéi 2 registry.

e Obtizné decentralizace a paralelizace vypoctu.

Obecnéji Ize odhadnout a-kvantil gx (o) pomoci a-kvantilu empirického rozdélent, gpmp () (@)-
Nesmime v8ak volit a blizké 0 nebo 1, nemtizeme napf. na zékladé vybéru rozsahu 1000 od-
hadovat kvantil ¢x (107°).

Pokud zname model rozdéleni, miZeme jeho parametry odhadnout pomoci vSech hodnot
ve vybérovém souboru a z parametria pak odhadnout pozadované kvantily.

8.10 Intervalové odhady

Dosud jsme skuteénou hodnotu parametru ¥* nahrazovali bodovym odhadem 5) (coz je
ndhodné veli¢ina). Nyni misto toho hledame intervalovy odhad, tzv. interval spolehli-



vosti I, coz je minimaln{ interval takovy, Ze
PWel)>1-a,

kde « € (0, 1) je pravdépodobnost, Ze meze intervalu I budou pfekrodeny; 1—« je koeficient
spolehlivosti. Obvykle hleddme horni, resp. dolni jednostranny odhad,

I = (—00,q5(1 — a)), resp. I = (gg(a),0),

nebo (symetricky) oboustranny odhad,

I=(q5(5)q5(1—%5))-

Jde vlastné o odhad kvantila. R
K tomu potfebujeme znét rozdéleni odhadu ©.

8.11 Intervalové odhady parametri normalniho rozdéleni

Predpoklad: Nahodna veli¢ina X ~ N(u,0?).

8.11.1 Intervalovy odhad stifedni hodnoty p#i znamém rozptylu o2

o? zname; X odhadneme z realizace x; i nezname

S pravdépodobnosti 1 — a je gn(u,02)(5) < X < gn(uo)(1—5),
po znormovani

X —
o7 '(1-9)=2"(2) <normX = ATH <o '(1-19),
o
X—0d ' (1-9)<p<X+0d ' (1-9%).
2
Obvykle misto jedné realizace pouzijeme realizaci vybérového priiméru X,, ~ N(u, J—); po
n

normalizaci norm X ,, = vn (X —p) ~N(0,1).
S pravdépodobnosti 1 — a je
— o —
X,-—d1(1-¢ <X, “l1-¢
\/ﬁ ( 2) S ( 2) )

o
—d
+ NG
pro jednostranné odhady
p< X+

- T e (1-a) <y,
n

NG

Dostali jsme intervalové odhady pro p

X

(X, - %@*1(1 —9), X+ %quu — g)>,

(o0, X + %@—1(1 - a)>,

(X, — %@‘1(1 —a),oo) .



P¥i v¥poétu nahradime vybérovy primér X, jeho realizaci Z,,.
Diky centralni limitn{ vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez normélniho rozdélent,
pokud mé (nenulovy) rozptyl a rozsah vybéru je velky.

8.11.2 Intervalovy odhad stfedni hodnoty pfi neznamém rozptylu

2

. - ~ 2 0-
0? nezndme, ale odhadneme z realizace vybérového rozptylu S% ~
n

-1

x*(n—1);

e 2 . J—
X, ~ N(u, %-) odhadneme z realizace Z;
[ nezname

n  —

Testujeme analogicky nahodnou veli¢inu SL (X — ), jeji rozdéleni vsak neni normalni,
_ x

ackoli X, Sx jsou nezavislé.

8.11.3 Studentovo t-rozdéleni (autor: Gossett)

s n stupni volnosti je rozdéleni nahodné veli¢iny

U U
ﬁ (\/W x?(n))’

kde U ~ N(0,1),

2
Ve x) (5 —wn i),

n n
U,V jsou nezavislé (U, W jsou nezavislé).
Znageni: t(n).
Hustota:

2

T2 (==
fi@) =ctw) (1+2) 7L el = Sk
Symetrie kolem nuly = gi(,)(1 — @) = —ggn) ().
t(1) je Cauchyho rozdéleni, které neméa st¥edni hodnotu,

1 1
T 1422’

fey(z) =

Pro velky pocet stupiii volnosti se nahrazuje normovanym normalnim rozdélenim.

Hustota normovaného normélniho rozdéleni a Studentova rozdéleni s 5 stupni volnosti.



Hustota normovaného normélniho rozdéleni a normovaného Studentova rozdéleni s 5
stupni volnosti.
8.11.4 Intervalovy odhad stfedni hodnoty pri neznamém rozptylu 2

V naSem piipadé:

v =YX, — )~ N0,

(n—1)S%

V:TNX2(TL—1),
NS
U X, - -
= =Y (X, ~t(n—1).
_ L = Kamw =)
n—1 o2

7 toho vyplyvaji intervalové odhady

Y SX a\ Y SX o
<X'n, - % qt('n,—l)(]- - 5);Xn + ﬁ qt(w,—l)(l - §)> )
- S
(—OO,Xn + 7):7 qt(nfl)(l - a)> )
_ Sx
<Xn - % Qt(nfﬂ(l - Oé),OO) .

P#i vypocétu nahradime vybérovy pramér X, jeho realizaci &,, a vybérovou smérodatnou
odchylku Sx jeji realizaci s.

Diky centralni limitni vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez norméalniho rozdé-
leni, pokud ma nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky (pak miZzeme misto Studentova
rozdéleni pouzit normalni).

8.11.5 Intervalovy odhad rozptylu

W nas nezajima;

2
-1
02 odhadneme vybérovym rozptylem S% ~ &1) a?;
(n—CBS?( ~ 2 (n—1), (% N Xi(l,i_ll)) )
S pravdépodobnosti 1 — a je
(n—1)52



jednostranné odhady

o2 < (n—1) Sg(
T Gem-1)(®)’
(n—1) 5%

— X <42,
qXQ(nfl)(l - O‘) N

Alternativni formulace:
X*(n—1)
02 odhadneme vybérovym rozptylem S% ~ T o
n_
S% - XZ(n - 1)

o2

n—1
S pravdépodobnosti 1 — « je

2
O (5) < 7)2( < I (1-3),

n—1
2
Sx

S%
qx%;l)(%) ’

—PX_ <<
qXQ(iII) (1 - %)

jednostranné odhady

Sk

n qu(’jl) ((Y) 7
L < o2 .

qxz(izl) (1 - O‘)

Dostali jsme intervalové odhady pro o

< (n—1)s§(7 (n—l)S§(>’ < S2 S2 >

qx?(nfl)(1 - 3‘)’ qx2(n71)(%) qx%:n (1- %)7 (Jx‘m:l) (%)

_ 2 2
<“%0“1%%r>7 (a%ég(>’
qx2(n71)(a) QXz(ZZl) (Oé)
<(”—1)5§c7 oo) ’ <5§c OO) ,
Ben-1) (1 —a) e (1-a)

Pii vypo¢tu nahradime vybérovy rozptyl S% jeho realizaci s2.

Diky centralni limitni vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez normalniho rozdélenti,
pokud m4 nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky (pak miizeme misto rozdéleni x?(n —1)
pouzit normalni N(n — 1,2(n — 1))).

8.11.6 Intervalové odhady spojitych rozdéleni, ktera nejsou normalni

prevadime obvykle na normované normélni rozdéleni nelinearni neklesajici transformaci

B(t) = &1 (Fx (1))



Y = Fx(X) ma rovnomérné rozdéleni na (0, 1); jeho intervalovy odhad je trivialni, protoze
Fy (t) = gy (t) = t pro vSechna t € (0, 1).
Pouzijeme intervalovy odhad pro normalni rozdéleni a transformujeme jej zpét podle vzorce

B () = g3 (B(w))

Neékdy se transformuje na jiné rozdéleni, napt. Studentovo s vhodnym poétem stupna vol-
nosti.

Poznamka: Je mozné najit platné intervalové odhady, i kdyz neexistuje stfedni hodnota
nebo rozptyl.



8.12 Obecné odhady parametri

Motivaéni p¥iklad (volebni pfedpovéd):

Méme odhadnout vysledky voleb (kompletni).

Dosavadni postupy nam dovolovaly pouze odhad (v€etné intervalového) vysledka jedné
strany.

Hledanymi parametry mohou byt vysledky v8ech zucastnénych stran, vyjadiené vektorem
isel z (0, 1), jejichz soucet je 1.

Motivaéni pfiklad (smés normalnich rozdéleni):

Spojité rozdéleni, jehoz hustota ma vice maxim, aproximujeme smési normélnich,

MiX(cl,..., cm)(N(Mlv U%)a s 7N(:um’ O'?n)) )

s hustotou .
ch ! exp<_(t_m>2)
p Yo 2m 202
Vektor parametrii je (¢1,. .., Cmj 1,y fm; 01y« -, Om) s omezujicimi podminkami
o; >0, i=1,...,m,
0<¢ <1, t=1,....,m,

Ciil.

o

I
—

?

Rizné hodnoty parametrid mohou davat stejné rozdéleni, napr. nezalezi na poradi
slozek.

Formulace tulohy

Rozdéleni ndhodné veli¢iny X zavisi na vektoru parametrit 9= (91,...,9;) € II, kde Il C R’
je parametricky prostor, tj. mnozina vSech piipustnych hodnot parametri; pravdépodob-
nostni funkei znacime px (t;9) = px (t;91,...,9;) atd.

Hledame odhad © = (@1, ..., 0;), resp. realizaci odhadu 9= (51, ..., ¥;) pomoci realizace
= (T1,...,Tn).

Cilem mitize byt uréeni

A. parametru,

v o7

B. rozdéleni.

(Jednomu rozdélenf miize odpovidat vice hodnot parametri, nap¥. nezalezi na poradi slozek
smési. )

8.12.1 Metoda momenti

(angl. moment matching)
Pro k=1,2,... lze k-ty obecny moment vypocitat z modelu jako funkci 19,

EXF(9) = EXF(9y,...,9%)



a soucasné odhadnout pomoci vybérového k-tého obecného momentu

1 n
Mge = E(Emp(x)F) = - fo
j=1

Metoda momentti doporucuje realizaci odhadu 9= (51, ey 1/9\1) takovou, Ze

—~ ~ 1 &
EXk(’lgl,...,Qgi) = E ZJ??
j=1

K jednozna¢nému urdeni ¢ proménnych obvykle pouZzijeme (prvnich) ¢ rovnic pro k =

1,2,.

ooyt

Pouzitelnost metody momenti

MozZné problémy:

1.

10.

Potfebujeme existenci pouzitych momentt (zatimco jejich ,odhady* jsou definovany
vzdy).

. = Nelze pouzit pro nenumericka data (napf. volebni pfedpovéd), pokud je nelze smys-

luplné ocislovat.

. Momenty nemusi mit smysl (napf¥. pro thel).

Nékteré z rovnic nemusi byt pouzitelné, protoze nezavisi na parametrech nebo je nelze
splnit. (Nap¥. stFfedni hodnota vychézi teoreticky nulova, jeji odhad nulovy byt nemusi.)
Takové rovnice vylouc¢ime.

. Snazime se pouzit tolik rovnic (obyvkle pro nejmensi mozné k), abychom dostali ko-

neény nenulovy pocet feSeni.
Mize byt vic nez jedno feSeni (napf. soustavy kvadratickych rovnic).

Miuze byt obtizné feSeni nalézt.

. Soustava miize byt §patné podminéna (typicky pro velky pocet parametri).

Mizeme dospét k FeSeni, které nespliuje predpoklady, 9 ¢ II (napf. parametry
nemohou byt libovolna &sla) = vzdy kontrolujte reSeni!

VSem rovnicim je prikladana stejna dilezitost, coZ byvéa nezadouci (typicky pro velky
pocet parametri), pfitom i jejich fyzikalni rozméry byvaji riizné.

Vyhody:

1.

2.

Shoda momenti zajistuje ,,podobné* rozdéleni modelu i dat.

Lze pouzit pro diskrétni, spojité i smiSené rozdéleni.



8.12.2 Metoda maximalni vérohodnosti (angl. likelihood)

Motivace: Occamova britva:
,Priklonme se k nejjednodussimu a nejpfirozendjsimu vysvétleni.«

Priklad. 1000 respondenti vyjddiilo preference 3 politickym strandm ndsledovné:
A B C
200 | 300 | 500
Strana A by méla uznat, Ze jeji preference jsou malé, misto aby vysledek pFic¢itala statistické
chybé nebo zfalsovdani prizkumu.

Priklad. V populaci ndm vyslo ndsledugjici rozdéleni parametru (napft. télesnd vyska):

Rozumny zdvér je, Ze populaci tvoii 3 skupiny, v nichZ je rozdéleni podobné normdinimu
(s rizngmi stfednimi hodnotami). Neni vhodné hledat ndhradu jednim normdlnim rozdélenim
nebo napt. smesi 42 tnormdlnich rozdélend.

Pravidlo: Z navrzenych modelt vybirame ten, pro ktery jsou namérené hodnoty ,nejméné
prekvapivé.*

Pro diskrétni rozdéleni
Pravdépodobnost realizace je funkce L: IT — (0,1), II C R?, parametrit ¥ = (91, ...,9;),
zvand vérohodnost realizace diskrétniho rozdéleni,

L) =px(x;9)=P(X1 =21 A ... ANXp =25509) =

:HP( j =50 Hpraa

Jj=1

Hledame takové hodnoty (191, .. ,1’9\1-), které maximalizuji vérohodnost.
Stejny vysledek dostaneme maximalizaci jakékoli rostouci funkce vérohodnosti, pouziva se
zejména nasobek kladnou konstantou nebo logaritmus (angl. log-likelihood):

L(¥) :=InL(Y) = Zlnpx(xj; )

Nutno vylouéit pfipad px(z;;19) = 0, ktery vSak nevede na maximum.
J

Poznamka: Odhad na zékladé maxima vérohodnosti odpovida Bayesovskému odhadu ve
specialnim pfipadé, kdy vSechny hodnoty parametri maji stejnou apriorni pravdépodobnost.
Pouziva se, pokud apriorni pravdépodobnosti parametri nezname.



Pro spojité rozdéleni
Kazda realizace méa nulovou pravdépodobnost, proto misto pravdépodobnostni funkce
pouzijeme hustotu pravdépodobnosti, coz ale vede na zcela jiny pojem

A9 = fx(x;9) = H fx(zj:0).

Nicméné i tato funkce A: IT — (0,00), IT C R?, se nazyvd vérohodnost realizace spoji-
tého rozdéleni.

Pro korektni definici pot¥ebujeme spojitou hustotu (alespoii na oboru hodnot, jichZz na-
hodné veli¢ina nabyva); takova hustota je nejvyse jedna.

Opét ¢asto nasobime kladnou konstantou nebo logaritmujeme:

A®) :=ImAW) = Infx(z;;9).
j=1

(Nutno vylou¢it pfipad fx(z;;9) = 0, ktery v8ak nevede na maximum.)

Pro smisené rozdéleni
neni vérohodnost definovana!

Pouzitelnost metody maximalni vérohodnosti
Mozné problémy:
1. Mize byt vice nez jedno FeSeni.

(Zde je dulezité, zda odhadujeme rozdéleni nebo parametry; muZe se stat, Ze rizné
hodnoty parametrt popisuji totéZ rozdéleni.)

2. Resenf nemusi existovat (pokud vérohodnostni funkce je nespojita nebo parametricky
prostor neuzavieny).

3. Mize byt obtiZzné feSeni nalézt. (Uviznuti v lokalnim extrému; parametricky prostor
nemusi byt souvisly.)

4. Hodnoty vérohodnosti mohou byt velmi malé.
5. Fyzikalni rozmér vérohodnosti muze byt ve spojitém piipadé kuridzni.

6. Nelze pouzit pro smiSené rozdéleni!
Vyhody:

1. Hledéni optima je o néco snazsi nez feSeni soustavy rovnic — vzdy néjakou aproximaci
najdeme.



2. Riznym dattm je dan spoleény (srovnatelny) vyznam.
3. Lze pouzit i na nenumericka data.

4. Nékdy vybirame jen z koneéného poc¢tu modeli, pak metoda maximalni vérohodnosti
je pouzitelna, zatimco postupy zalozené na FeSeni rovnic nikoli.

8.12.3 Priklady na odhady parametri

Cvicéeni. Odhadnéte diskrétni rozdéleni z cetnosti hodnot v realizaci:

vysledek s 11213 (>
pravdépodobnost | a b c 1
cetnost ng 10 | 12 | 10 || 32

Reseni. Metoda momentii:

a+b+c=1,
1 10+2-12+3-10
EX = s = 2b+3c=— s = =2,
Xs:sp a+ +3c nzs:sn 32
1 10+4-124+9-10 37
EX? = Zps=a+4b+9c=— ng = =
Z:sp a+ +9c¢ nzé:sn 32 3
5 6
CL—C—E, b_ﬁ'

Metoda maximadlni vérohodnosti:

L(a,b) =a' - 2. (1 —a—b)",
—_————

C

L) =Inl(a,b) =10 Ina+ 12 Inb+ 10 In(1 —a — b),

0 10 10 10 10
0="Dillab) =g lab) =T =% ~ ¢
0 12 10 12 10
0=Dolla,b) = Zrtlab) =5 -y =5 =5 ~ o
5
frd = — b
a=c=gb,
a z jednotkového souctu pravdépodobnosti opét
5 6
== T

Obé metody vedly na empirické rozdéleni. Tento vysledek neni ndhodny:



Véta. Pokud néjakd hodnota vektoru parametri odpovidd empirickému rozdéleni, pak je
odhadem podle metody momenti i maximdlné verohodnym odhadem.

Optimalnich hodnot parametra miize byt vic (a mohou vést na stejné rozdéleni).

Diikaz. Oznaéme uq,...,u; (i <n) vSechny riizné hodnoty, které se vyskytly v realizaci x,
ns Cetnost a rg = ng/n relativni Getnost hodnoty us. Mame odhadnout pravdépodobnosti

i
q.S:pX(uS)a 821,...7i7 ZQSzl
s=1
Pfipomenime, Ze empirické rozdéleni Emp(x) nabyva hodnot uq, . .., u; s pravdépodobnostmi

po fadé ri,...,7;.

Metoda maximalni vérohodnosti:
i

Ligr, .. qi) = [ [ px(z;) = [[(ox (we))™ = [] a2 .
j=1 1 s=1

s=

Uq1,-..,q) =InLq,...,q) = Zns Ings .
s=1

Pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikatort, tj. pri¢teme c-nasobek podminky jednot-
kového sou¢tu neznamych a hledame globalni maximum funkce

hie,quy---,qi) = Zns In ¢, +c<1 —qu) ,
s=1 s=1

0 g
0= h(c,q1,...,q;) = — —c.
dqs ( ’ Z) qs
n i 7
Hodnota —> = ¢ je nezévislana s € {1,...,i}. Uréime ji z podminky 1 = > ¢s =1 > ny =
n s s=1 s=1
c
Ns
—_—=C = ’]’L’
ds
ns
s = — =Ts
n

(empirické rozdéleni).
Metoda momenti:

K2

A n 7
1 1
k k k k k
EX :E qsus:; E szﬁ nsU5:§ reut .
s=1 j=1 1 s=1

s=

Resenim je gs = rs (empirické rozdéleni). Je to jediné feSeni, nebot matice soustavy

1,1 1
I R
uy uz o Uy

uZl ué PP U



(tzv. Vandermondova matice) je regularni, pravé kdyz &isla uq, . .., u; jsou navzijem rizné.
O

Cviceni. Odhadnéte meze a,b spojitého rovnomeérného rozdéleni z realizace

1' (3’ 77 57 8’ ]‘)7
2' (0’ 07 07 0’ 5)7

Reseni. Metoda momentii:

a+b 1

EX = — xs,

2
EXQ(EX)2+DX<a+b> +(bfa)27a +ab+b2 I~ 2

2 12 s
N—_——
DX
1. Soustava
a+b 24
EX = ==
2 57
EX27a2+ab+b27]48
N 3 5

md 2 Teseni
a=0.36, b=9.24,
a=924, b=0.36
Proni fesent je jediné sprdvné.
2. Soustava

a+b

EX = =1

)

EX2:W:5,

md 2 resent
a=-25,  b=45,
a=45, b=-25.
Zddné nent spravné, nebot' 5 ¢ (a,b).
Metoda maximdlni vérohodnosti: Spojitd hustota je konstantni 7~ na intervalu (a,b).

11y o \b—a ’
-1

J

L(a,b) =



pokud x; € (a,b) pro vsechna j; jinak je nulovd. Vérohodnost je maximdini, pokud b — a je
minimdlni, tj.

a = minx;, b=maxz;.
J J
1. a=1, b=28.
2. a=0, b=5.
Priklad. Z realizace ndhodného vjbéru x = (x1,...,2,) z normdlniho rozdeéleni N(u,o?)

odhadnéte parametry u a r = o2.

Reseni: Metoda momentii: Pouzijeme prvni dva obecné momenty,

EX =pu, EX? = (EX)?+DX =y’ + o2 =p? +r

Pro odhady fi,7 mame soustavu rovnic

1 n
,7:5 ij’
j=1

Reseni:

8’u Jj=1 Jj=1
= n=2z,
0 1 — n n /1l —
0= —A\@7) = — _A2_4::4f(f _ _j7
G T) = 7 ]:l(xj DT n,]zl(xj BT



Motivaéni priklad (smés normalnich rozdé&leni — pokrac¢ovani):
Spojité rozdéleni, jehoz hustota ma vice maxim, aproximujeme smési normélnich,

MiX(cl,..‘, cm)(N<M17 U%)v s vN(:umv 03@)) )

s hustotou .
1 —(t— Mz‘)2>
C; exp .
> o (S5
Vektor parametrii je (¢1,..., Cmj 1,y fm;O1,-- -, Om) s omezujicimi podminkami
o; >0, i=1,....,m,
0<e¢ <1, i=1,...,m,

m
Zci =1.
i=1

Pokus o reSeni:

x(t) = i Pt (1) = i e (U
A o) = ﬁfx(%) - H fj P @)
:H (V; i exp (3 )) _
::(vé;a>n11§§c“mp<_(20;%))’

= Zanci IN(ui o2y (75) =
i=1 =1

=-nln(v27mo) +ZancZ exp< 2 2:“2) ) .
o

Vérohodnost se tézko maximalizuje piimo, pouziva se itera¢ni metoda:

EM algoritmus

EM (Expectation-Maximization) [Dempster, Laird, and Rubin 1977, M.I. Schlesinger 1968,
US Army ~1950].
Stupen pfislusnosti z; ke i-té slozce smési popiSeme koeficientem «;; € (0,1), pfi¢emz

m n
E Oljyi:]., E Oéj,i>0.
i=1 j=1

1. Zvolime ndhodné ruzné stiedni hodnoty sloZek smési u; a nenulové koeficienty ¢;, i =
1,...,m, spliwjici )", ¢; = 1.



E. Stanovime stupné piislusnosti

(17] z)
Ci fN(ui,o2)(T5) i exp( o )
Qji = ~m (- )?
> e oo (@) X (e exp (Z955542 )
=1 =1

(jmenovatel je normalizacni faktor).

M. Aktualizujeme koeficienty slozek smési

C; 2_7 Z
Z ZO‘JZ' "=

i'=1j=

Hi = - =

n n

21 3y g _Zl Qji Ly
= J:

i ne

2. Opakujeme EM, dokud to pfinasi podstatnou zménu vysledkd.

Podobné 1ze postupovat i pro neznamé rozptyly jednotlivych slozek smési.

Véta: V prabéhu EM algoritmu vérohodnost neklesa.

Toto je jen velmi specidlni ukazka EM algoritmu; lze jej snadno roz8ifit na vice dimenzi a
jiné typy smési.

Pouziti pro parametry smési rozdéleni je typické, ne v8ak jediné mozné.

Problém: Uviznuti v lokalnim extrému.

EM algoritmus rozsifuje moznosti pouziti metody maximalni vérohodnosti.

Pouziti empirického rozdéleni Emp(x) v odhadech



veli¢ina \ realizace odhadu nestranny
T
EX EEmp(x) = - a, =& +
1
EXF E(Emp(x)*) = - fo = my +
1 2
DX DEmp(z) = = Y (z; — %)? -
n
I
1 _
gx JEmp(w) = \/n Z(Iz - m)Q -
n 1 _
\/’]’L—]_O.Emp(m):\/n_lzz:(xl_x)zzsw _
qax (%) qEInp(:l!) (%) ?
qx (a) 9Emp(z) (O[) ?
px bez omezeni | ppmp(a) +
px s omezenim | 7 ?
- ?

fx

7 = zalezi na okolnostech




9 Testovani hypotéz

9.1 Zakladni pojmy a principy testovani hypotéz

(doporucend literatura: [Jaro§ a koll])

Na zékladé testu chceme klasifikovat objekty (nebo skupiny objektd) na zdravé/nemocné,
stiizlivé /opilé, nevinné/vinné apod.

To jsme se uz ucili:

1. Bayesovska klasifikace: maximalni aposteriorni pravdépodobnost.
Vyzaduje apriorni pravdépodobnosti a mize byt neuzite¢na.
Priklad: Mtze vzdy vychazet jediny vysledek s velkou apriorni pravdépodobnosti.

2. Maximéalné vérohodny odhad: vybereme tu moznost, ktera dava vétsi pravdépodob-
nostni funkei (pro diskrétni rozdéleni), resp. spojitou hustotu (pro spojité rozdéleni).
To je jedna z pouzivanych moznosti, ale nemusi davat smysluplné vysledky.

Priklad: Pro dvé normalni rozdéleni a hodnotu testu hodné odlisnou od stfednich
hodnot vyjde vyss§i vérohodnost toho, které ma veétsi rozptyl, i kdyby mélo stiedni
hodnotu vzdalengjsi = nemonoténni klasifikace.

3. = Naucime se to jinak.

e Nulova hypotéza: objekt je ,normalni“, ,negativni“; vysledkem testu je nadhodna
veli¢ina T'.

e Alternativni hypotéza: objekt je ,anomalni“, | pozitivni“; vysledkem (téhoz) testu
je ndhodna veli¢ina T*.

Priklad: Mame povaZzovat test nemoci za pozitivni?
Nulova hypotéza Hj: Clovék neni nakazeny.
Alternativni hypotéza H;: Clovék je nakazeny.

Priklad: Mame zastavit pouzivani léku pro podezieni z nezddoucich uéinka?
Nulova hypotéza Hj: Vyrobce je nevinen, riziko se nezvysuje.
Alternativni hypotéza H;: Vyrobce je vinen, riziko se zvySuje.

Predpoklad: Vysledek testu u obou skupin se 1i8i, tj. T« T* (maji rizné rozdéleni).
(Témer) BUNO: T je ,,obvykle mensi“ nez T*.
Obvykly tvar testu: Zvolime prah x € R a klasifikujeme vysledek:

<k = normdlni,

>k = anomdalni.

Neékteré vysledky jsou mozné v obou skupinéch, takze klasifikace nemtze byt bezchybna.
Chyba 1. druhu (faleSna pozitivita, obvinime nevinného): Zamitneme nulovou hypotézu,
ktera plati. Normalni je klasifikovan jako anomélni s pravdépodobnosti

a(k) =P(T >k)=1—-P(T <k)=1— Fp(x) (nerostouci funkce x).

Chyba 2. druhu (fale$na negativita, osvobodime vinného): Nezamitneme nulovou hypo-
tézu, ktera neplati. Anomalni je klasifikovan jako normaélni s pravdépodobnosti

B(k) = P(T* < k) = Fr+(k) (neklesajici funkce ).



ROC kiivka (angl. ROC curve, receiver operating characteristic):
vodorovné: pravdépodobnosti chyby 1. druhu = a(k) =1 — Fr(k)
svisle: sila testu = 1 — pravdépodobnost chyby 2. druhu =1 — 8(k) =1 — Fp«(k),
parametr: prah x (roste zprava doleva a shora dold).
Chceme se co nejvice pfiblizit bodu (0, 1), tj. bezchybné klasifikaci.

Mozna kritéria pro volbu prahu &:

e a(k) = B(k) = nestranny odhad poctu
pozitivnich,

e min(a(k)+0B4(k)) = nejméné chyb (Casto
odpovidd maximalné vérohodnému od-
hadu),

Typick}:lm pribsh ROC kiivky: e min(aa(k) + bB(k)), obecné

K
min e(a(k), B(k)) = nejmensi ztratova
K

funkce,

e a(k) = pfedem zvolena mala hodnota =
garantované riziko chyby 1. druhu (fa-
lesné pozitivity).

Volbou prahu snizujeme riziko jedné chyby na tkor zvySeni rizika druhé chyby.

Obvykly tvar testu (posledni z uvedenych moznosti): Kritickou hodnotu testu x sta-
novime tak, aby chyba 1. druhu nastavala s danou pravdépodobnosti o zvanou hladina
vyznamnosti (nebo s mensi pravdépodobnosti, nelze-li dosdhnout rovnost). Vyhody:

e technické (snazsi uloha),
e nepotiebujeme znét rozdéleni anomalni skupiny,

e vyhneme se komplikacim, pokud néktera skupina je smési vice modela.

Podle tradice v oboru se nejéast&ji uzivaji hladiny vyznamnosti 1 %, 5 % apod. (vidy o < 1).

Hodnoty testu, které presahuji kritickou hodnotu (odpovidaji vysledkim mélo pravdépo-
dobnym pii platnosti nulové hypotézy), povazujeme za statisticky vyznamné a nulovou
hypotézu zamitame.

V opa¢ném piipadé nulovou hypotézu nezamitame, ale ani nepotvrzujeme, nebot tim
bychom se mohli dopustit chyby 2. druhu (falesné negativity) s bliZe neurcenou pravdépo-
dobnosti 5.

Je tieba se také ptat, jak rychle se podle ROC kfivky méni prah; z toho je poznat citlivost
na jeho nastaveni.



Slovni¢ek pojmi (pro porozuméni jinym textim, zde se téméf nepouziji)

skutecnost anomalni normaélni
test Hy neplati Hy plati celkem
pozitivni, Hy zamitnuta TP FP P’
negativni, Hy nezamitnuta FN TN N’
celkem P N

(Polozky v tabulce mohou byt pravdépodobnosti empirického nebo skuteéného rozdéleni nebo
empirické cetnosti.)

TP skutetné pozitivni (true positive)

FP falesné pozitivni, chyba 1. druhu (false positive, type I error)

TN skutecné negativni (true negative)

F'N falesné negativni, chyba 2. druhu (false negative, type II error)

FP FP
a= N = TN L FP = pravdépodobnost chyby 1. druhu
FN FN
8= P “TPLFN pravdépodobnost chyby 2. druhu
TP _ TP _ -3 senzitivita, sila, mira skute¢né pozitivnich
TP+FN P sensitivity, recall, true positive rate
TN _ TN _ 1—a specificita, mira skute¢né negativnich
TN+FP N specificity, true negative rate
FP FP N mira faleSné pozitivnich

TN+ FP N false positive rate

TP+ FN P

= evalence
TP+TN+FP+FN P+N preveten
TP+ TN _TP+TN nespravné presnost

TP+TN+FP+FN  P+N accuracy

TP - E pfesnost, pozitivni prediktivni hodnota
TP+ FP P precision, positive predictive value

TN TN negativni prediktivni hodnota
TN +FN N/ negative predictive value

Nad linkou jsou parametry, které zavisi pouze na testu, ostatni zavisi i na prevalenci v po-

pulaci. B
Kdybychom oznadili vy prevalenci, ¥ = 1 — v (a obdobné &, ) a vzali P+ N = 100 %, byla
by pfedchozi tabulka:

skutecnost anomalni normalni
test Hj neplati Hj plati celkem
pozitivni, Hy zamitnuta TP =B~y FP=ay | PP=3y+ay
negativni, Hy nezamitnuta FN =3~ TN=ay | N=p3~v+a7y
celkem P=x N =75 1



Casto budeme testovat hodnotu parametru rozdéleni, 9.

Jednoducha hypotéza: nulové hypotéze odpovida jedind hodnota parametru.
SloZena hypotéza: nulové hypotéze odpovidéa vice hodnot parametru.

Jednoducha alternativa: alternativni hypotéze odpovida jedinad hodnota parametru.
Slozena alternativa: alternativni hypotéze odpovida vice hodnot parametru.

Piiklad sloZené alternativy: test na alkohol (muZe ho byt rtizné mnozstvi).

Casto se formuluje nulova a alternativnf hypotéza tak, Ze nejsou navzéjem svymi negacemi
a nepokryvaji prostor vSech moznych hodnot parametru. Vznika tim jen chaos (viz vétSina
ostatni literatury). Snadno se mu vyhneme, kdyZ budeme formulovat nulovou hypotézu jako
negaci alternativni hypotézy.

Je-li napt. Hy : ¥ > ¢, pak nevolime Hy : ¢ = ¢, ale Hy : 9 < c¢. (Nejvétsi riziko chyby
1. druhu obykle odpovida pFipadu ¥ = ¢, takZe postup je stejny.)

U slozené hypotézy pozadujeme, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu byla nejvyse a pro
vSechny hodnoty parametru vyhovujici nulové hypotéze.

(Statistickd vyznamnost neznamend vyznamnost praktickou.)

Reseni: Nulovou hypotézu zamitneme, pravé kdyz hodnota kritéria ziskana z realizace ne-
padne do intervalu spolehlivosti pro koeficient spolehlivosti 1 — «, tj. kritickd hodnota je
mezi intervalového odhadu.

Obraceny problém: Pii jaké mezni hladiné vyznamnosti by pozorovana hodnota byla kri-
ticka; tomu fikAme dosazena vyznamnost; staci ji porovnat s pfedem zvolenou hladinou
davaji za vysledek dosaZenou vyznamnost (obvykle se znaci P a fiké se ji pouze significance).
Vyhody: hladinu vyznamnosti neni tfeba pfedem zadat, a navic se dovime, jak daleko od ni
jsme byli.

Typicky tvar testu: Pro mezni piipad nulové hypotézy, ¥ = ¢, odvodime rozdéleni testovaci
statistiky T, ktera s ¢ roste. Kvantily tohoto rozdéleni urcuji intervalovy odhad s koeficientem
spolehlivosti 1 —a. Nulovou hypotézu zamitneme, pokud realizace t statistiky 7" padne mimo
tento interval:

’ Hy \ H, \ zamitame pro \ dosazena vyznamnost ‘
Y<c|d>c t>qr(l—a) 1— Fr(t)
v9>c|¥<c t < qr(o) Fr(t)
V=c|VF#c|t>qr(l—75)nebot<qr(§) | 2min(Fr(t),1— Fr(t))

Setkame se i s néasledujicimi pipady hypotéz, které se vSak fesi stejné:

9 9 >c nahradime 9<c|d>c
o v <c 9>c|iv<e

c
Cc




9.2 Testy stifedni hodnoty normalniho rozdéleni
9.2.1 P#i znamém rozptylu o?

Vybérovy pramér X,, ~ N(u, %2) S pravdépodobnosti 1 — « je

po znormovani

(I)*l( ) = 7(1)*1(1 — %) < IlOI'Ian = L’u\/ﬁ < (1)71(1 . %)’

&
2

V nulové hypotéze mezni hodnota ¢ nahrazuje nezndmou stfedni hodnotu p.

Realizaci t testové statistiky T,
T —c

t= vn,
porovnavame s kvantily normovaného normalniho rozdélenti:
| Hy | zamitame pro | dosaZend vyznamnost |
i=c >0 (-2 ] 20-9(1)
p<cl| t>0(1-a) 1—®(t)
p>c|t<—211-a) D(t)

Diky centralni limitni vété je odhad pouZitelny i pro vybér z jiného nez normalniho rozdélent,
pokud mé nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky.

9.2.2 PF¥i neznamém rozptylu

T —c
t =

vn

porovnavame s kvantily Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

Sx

’ Hy \ zamitadme pro \ dosazena vyznamnost ‘
p=c | |t1>qu-(1=5) | 20 =Fu-n(t))
p<c > Qt('n—l)(l — Oé) 1- Ft(n—l) (t)

K >c|t< _qt(n71)<1 — Oé) Ft('n,fl) (t)

Diky centralni limitni vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez normaéalniho rozdé-
leni, pokud mé nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky (pak miZeme misto Studentova
rozdéleni pouzit normalni).

9.3 Testy rozptylu normalniho rozdéleni
S pravdépodobnosti 1 — « je

a n—1) 82 a
q)@(n—l)(ﬁ) < (a% < qX2(n—1)(1 - 5) .
———

T



V nulové hypotéze mezni hodnota ¢ nahrazuje neznamy rozptyl o2.
Realizaci t testové statistiky 7T,

n—1)s2 52
t:@,resp'tlzf’
2
s . o -1
porovnavame s kvantily rozdéleni x?(n — 1), resp. %
H, zamitdme pro \ dosazena vyznamnost ‘

oc-=c | 1t< qxz(n,l)(%) nebo | 2 min(sz(n,l)(t), 1-— sz(n71)<t))
t> qX2(n71)(1 - %)
ol<c| t> qxz(n_l)(l - a) 1—Femoy (t)
o? >c t < Ax2(n—1) (O[) sz(nfl) (t)

Diky centralni limitni vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez normalnfho rozdélent,
pokud m4 nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky (pak mtizeme misto x2-rozdéleni pouZit
normalni).

9.4 Porovnani dvou normalnich rozdéleni
Piedpoklad: Nezavislé vybéry
(X1,...,Xm) zrozdéleni N(EX,DX),

(Y1,...,Y,) z rozdéleni N(EY,DY).

9.4.1 Testy rozptylu dvou normalnich rozdéleni [Fisher]
Je-li DX = DY, pak S% = S%.. Testovaci statistikou je

_ 5%

T =X
Sy

F-rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni) s ¢ a n stupni volnosti je rozdéleni
nahodné veli¢iny

u x*(©)
po £ U _ =

v V! xX2(m)

n n

kde U ~ x2(&), V ~ x%(n), resp. U’ ~ Xz#, V'~ xzé'n), alU,V,resp. U, V', jsou nezavislé.
Znageni: F(&,n)
Hustota pro = > 0:



Je-li DX = DY = ¢2, pak dosadime

—1) 5%

UI:( 02) XNX2( _1)
n—1)52

V::( 0_2) Y < x3(n—1),

52 2(m—1
resp. U’ := )2( X (m ),
o m—1
/ S%’ XQ(n_l)
resp. V' = — ,
o n—1
S2
U/ 7)2( 52
F=—=-—99o ="X_1T,
resp v % S%,
ag

\ dosazena vyznamnost ‘

1—- FF(mfl,nfl)(ﬂ

Frm—1,n—1)(t)

U
F — % = (m71)022 = Sg{ = T
v (n—1)S S92 ’
" (n=1)o2 Y
Testujeme realizaci
2
S
t="2
Sy
na rozdéleni F(m — 1,n — 1):
’ H, \ zamitame pro
DX <DY t> qF(rnfl,nfl)(1 — Ot)
DX > DY t< qF(m—l,n—l)(a)
DX =DY | t < gpm-1,n—1)(5) nebo
t> grm—1n—1)(1— %)

2 min(Fp(m—1,n-1)(t),
1- FF(mfl,nfl)(t))

Pro kazdou hladinu vyznamnosti potfebujeme dvoudimenzionalni tabulku kvantilti indexo-
vanou &, 7; obvykle je tabelovana jen polovina, druhou je tfeba dopocitat podle vzorce

1
qr(¢,n) (ﬂ)

(Pozor na opa¢né poradi indexu')

Lépe je uvazovat 52 misto

52 )
1. Pro Sw > sy testujeme
2
t="2>1
Sy
na rozdéleni F(m — 1,n — 1):

qF(I] 5)(

-B)

takZe rozlisime 2 pripady:

] Hy zamitame pro | dosazena vyznamnost |
DX < DY | t > grim-1.n-1)(1 — ) I — Frim—1,n-1) (1)
DX > DY nezamitame zadnéa,
DX=DY | > QF(m—l,n—l)(l — %) 2 (1 — FF(’rn—l,n—l) (t))
2. Pro s testujeme
2
Pl >1
t s

na rozdéleni F(n — 1, m — 1) (pozor na pofadi po¢td stupiii volnosti!):



Hy zamitame pro \ dosazena vyznamnost ‘
DX <DY nezamitame zadna
DX >DY | > qrn—1.m—1(1 — @) L= Fri—1m—n)(t)
DX =DY | > qr(n1.m (1 =9) | 2(1 = Freu1m-1)(#'))

Diky centralni limitn{ vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez norméalniho rozdéleni,
pokud mé nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky.

9.4.2 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se stejnym znamym
rozptylem o2

2

Xm ~ N<EX71) )
m

2

Y, ~ N(EY,J—>,
n

X, — Y, mi N(EX fEY,a2<i n l)) .
m n

Za predpokladu EX = EY":

X,-Y
T:=—"——" ma N(0,1).

1,1
g m+n

Testujeme realizaci t na N(0,1) (viz kapitola|9.2.1)).

9.4.3 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni s riznymi znamymi
rozptyly o%,0%

_ o2
X, ~ N(EX, —X) ,
m
Y, ~ N(EY, —Y) ,
n
— — 0'2 0'2
X,, —Y, ma N(EX—EY,—X—i——Y).
m n
Za predpokladu EX = EY":

7= X Yn L N(0,1).

2 2
Ix 4 %%
m n

Testujeme realizaci t na N(0,1) (viz kapitola|9.2.1)).
Diky centralni limitni vété je odhad pouZitelny i pro vybér z jiného nez normalniho rozdélent,
pokud mé nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky.



9.4.4 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se stejnym neznamym
rozptylem o2

Nejprve ovéifme piedpoklad DX = DY = o2 (viz kapitola[9.4.1). (Ve skutecnosti nemizeme
predpoklad ovérit, jediné vyvrdtit; pokusime se o to, a pokud se to nepodari, pokracujeme.

2
Xm ~ BI(:E})(7 0‘7) s

m
2
Y, ~ N(EY, ‘L) :

n

s 1

Xy~ Vo mi N(EX — BV, 0?(— + l)) .

m n

Za, pfedpokladu EX = EY: B B

X, - Y,

N
Pro méfeni viznamnosti potfebujeme odhad rozptylu. Mame dva odhady S%, S3 téZe hod-

noty o?; pouzijeme jejich vazeny primér takovy, abychom znali i jeho rozdéleni.

(m—1) 9%
2

~N(0,1).

2
~ —1
pu X~ (m )

n—1)52
0%

(m—1)5% +(n—1)S5
2

2
~ 9
. X“(m+n—2)

se stfedni hodnotou m +n — 2,
(m—-1)S% +(n—1)S% _ S?
(m+n—2)02 o?

ma stiedni hodnotu 1 a
m—1)S% +(n—1)S%

m+n—2
je nestranny odhad o2, vedouci na (vychyleny) odhad smérodatné odchylky

G [m-DSK+m-1)8}
m+n—2

SZ ::(

Ten pouzijeme misto neznamé smérodatné odchylky o a vysledné kritérium

Xm—=Y,

T .— Xm_?n - a\/%-‘r%
N N

Testujeme realizaci ¢ na rozdéleni t(m + n — 2) (viz kapitola[9.2.2]).

Diky centralni limitni vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez norméalniho rozdé-
leni, pokud mé nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky (pak miiZeme misto Studentova
rozdéleni pouzit normalni).

~tim+n—2).



9.4.5 Testy stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni - parovy test

(inspirovdno [SHI10], volné upraveno)

Priklad: Mame porovnat pramérnou teplotu na dvou mistech.

Standardni test stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni je slaby kviili velkému rozptylu,
ktery vSak ma spole¢nou pficinu (vyjadfenou ndhodnymi veli¢inami Z;) a projevuje se syn-
chronné v obou vybérech; proto vybéry nelze popsat jako stejné rozlozené a navzajem
nezavislé.

Situaci mizeme popsat néasledujicim modelem:
Xj = Zj + Uj R
Yy =2+ -,

kde nédhodné veli¢iny Uy ..., U,, Vi ..., V,, jsou nezavislé, U; . .., U,, maji rozdéleni N(0, 07),
Vi...,V, maji rozdéleni N(0,0%) a ¢ € R. Testujeme hypotézu o hodnoté c (nejéastéji
testujeme piedpoklad ¢ = 0).

Néhodné veliciny A; := X; —Y; =U; —Vj+c¢ (j=1,...,n) s rozdélenim N(c,03%) (kde
03 1= 0% + o) jsou nezavislé. Obecndji nam stadi:

Predpoklad: Nahodné veli¢iny A; := X; — Y; jsou nezavislé a maji rozdéleni N(c,03).
Pokud rozptyl 0% znéme, testujeme

na rozdéleni N(0, 1) dle kapitoly

Pokud rozptyl nezname, testujeme

na rozdéleni t(n — 1) dle kapitoly

Diky centralni limitni vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez norméalniho rozdé-
leni, pokud mé nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky (pak miZeme misto Studentova
rozdéleni pouzit normalni).

9.5 Korelace, jeji odhad a testovani

(dle [Likes, Machek])

Na zakladé realizace dvojrozmérného nadhodného vybéru ((:cl, Y1)y ooy (Tny yn)) muzeme ko-

relaci

E((X —EX) (Y — EY))
Ox 0Oy

odhadnout pomoci korelace empirického rozdéleni neboli realizace vybérového koefici-

entu korelace

Q(XaY) - € <7171>

n

> (zj—2)(y; —9)

Jj=1

€(-1,1),

n n

(@ —22) (2w -9)?)

j=1 j=1

Tey = o(Emp(z,y)) = \/



coz je kosinus uhlu vektort
(1 —&,...,2n —Z),(11 — Yy, Yn — Y) € R™.

Jednoprichodovy vzorec:

r _ j=1 J=1 =1 _
Y n n 2 n ) n 2 o
(n Z%—(Z%‘) )(n Z%—(Zyy) )
j=1 j=1 j=1 j=1
1 n
w2 LY~ &Y
_n j=1
T n-1 Sg Sy

Vybérovy koeficient korelace je odpovidajici odhad

304G -X) (05 - )

Rxy = ——= — - —
¢ (506 -%02) (L05-77)

Jj=1

9.5.1 Test nekorelovanosti dvou normalnich rozdé&leni

Predpoklad: Dvojrozmérna ndhodna veli¢ina (X,Y) mé (dvojrozmérné) normalni rozdé-
leni, n > 3.
Testovaci statistikou je

- nyy vn—2

J1-Rxy

za predpokladu nekorelovanosti mé rozdéleni t(n — 2), dale postupujeme dle kapitoly
(pro oboustranny test i jednostranné testy).

Diky centralni limitni vété je odhad pouzitelny i pro vybér z jiného nez normalntho rozdé-
lent, pokud mé nenulovy rozptyl a rozsah vybéru je velky (pak miZzeme misto Studentova
rozdéleni pouzit normalni).

T

9.6 \>-test dobré shody

9.6.1 Zakladni podoba testu

Slouzi k testovani hypotézy, Ze ndhodné veli¢ina mé predpokladané rozdéleni. Protoze umime
hypotézy jen zamitat, nikdy nepotvrdime, Ze takové rozdéleni opravdu ma.

Testujeme diskrétni rozdéleni (mohlo vzniknout diskretizaci spojitého).

Hy : Nahodn4 veli¢ina mé diskrétni rozdéleni do k& tfid s nenulovymi pravdépodobnostmi
Pis-- s Pk



Testujeme pomoci realizace ndhodného vybéru rozsahu n. Neni dilezité poradi vysledkii,
pouze jejich Cetnosti N, resp. realizace Cetnostin; (empirické ¢etnosti) nebo realizace
relativnich etnosti 2 (i = 1,...,k). Porovnavame je s teoretickymi ¢etnostmi n p;.
Specialni piipad: Pro k¥ = 2 maji N1, No binomicka rozdéleni Bi(n, p1), Bi(n, p2), ktera
1ze pro velk4 n priblizné nahradit normalnimi,

N(npi,npi (1 —p1)) = N(npi,npips2),
N(np2,nps (1 —p2)) = N(np2,np1p2).

Kvadraty normovanych veli¢in

Ny — 2 N, — 2
(norle)zzi( 1 np) , (normNg)Zzi( 2~ "p2)

np1p2 npi1p2
mayji priblizné rozdéleni y?(1). Jsou to tytéz nahodné veli¢iny, nebot
Ny—=npz=n—-Ni—n(l—-p1)=—(N1—np1),
takZe rozdéleni piiblizné x?(1) ma ndhodn4 veli¢ina
(norm N7)? = py (norm N1)? + p; (norm Ny)?
= py (norm N7)? + p; (norm Ny)?

2
(Nl —’I’Lpl)Q (Ng—np2)2 (Nz —’I’Lpi)Q
+ => :
np1 np2 =1 npi

Obecné pro libovolné k je testovaci statistikou

jejiz rozdéleni se pro n — oo blizi x2(k — 1). Jeji realizace

k 2
P o L iy

no,
i=1 pi

Dosazena vyznamnost: 1 — F,2(,_1)(t). Nulovou hypotézu zamitame pro ¢ > qy2(,—1)(1 —a),
tj. 1 — FXQ(k—l)(t) < .

Modifikace: Pokud chceme naopak odhalit prekvapivé dobrou shodu s modelem, pouzi-
jeme dolnf intervalovy odhad a nulovou hypotézu zamitdme pro ¢ < g,2(x—1)(a). Dosazena
vyznamnost: F\2,_1(t).

Cviceni. Tabulka uddvd rozdéleni (podminéné) pravdépodobnosti, Ze voli¢ strany zastoupené
v parlamentu volil danou stranu. Posudte na 5% hladiné viznamnosti hypotézu, Ze stejné
rozdéleni maji i poslanci.

relationt preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067
pocet poslancii 81 74 26 13 6




Reseni. Doplnime tabulku (posledni sloupec uvddi celkovy udaj):

relativnd preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067 1
pocet poslancii 81 74 26 13 6 200
teor. cetnost 75.2 68.8 27.2 154 134 200
prispévek k x> 0.447 | 0.393 | 0.052 | 0.374 | 4.086 || 5.353

Hodnotu kritéria 5.353 porovndme s kvantilem qy2(4)(0.95) = 9.4877 a hypotézu nezami-
tame (ponékud prekvapivy zdvér vzhledem k tomu, Ze posledni dvé strany magi témer stejnou
podporu volici, ale posledni md vice neZ 2x méné poslanci).

9.6.2 Modifikace

Problém: Testujeme na rozdéleni, kterému se skutec¢né jen limitné blizi. Tim se dopoustime
bliZze neurc¢ené dodateéné chyby. Teoretické Cetnosti t¥id nesmi byt pfilis malé (aspoii 5), aby
nas predpoklad byl opravnény.

Modifikace: Vychézi-li teoretickd Cetnost nékterych tiid pfilis mala, sloucime je s jinymi
tfidami (pokud moZno ,,blizkymi*).

Poznamka: Pokud data pfedpokladané rozdéleni nemaji a rozsah vybéru zvétsime mx,
2
systematicky prispévek ke kritériu se rovnéz zvysi 7— = mxX. Proto se nedivme velkym

hodnotam kritéria (velké sile testu) pro rozsahlé vybéry.

Problém: Zkoumané rozdéleni muze zaviset na neznamych parametrech.

Modifikace 1: Parametry odhadneme na zakladé jiného ndhodného vybéru z téhoz rozdé-
leni.

Modifikace 2: Parametry odhadneme na zékladé stejného ndhodného vybéru, ktery po-
uzivame k testu dobré shody. Tim jsme vSak snizili pocet stupnii volnosti, takze musime
testovat na rozdéleni x?(k — 1 — q), kde ¢ je pocet odhadnutych parametri.

Problém: Chceme testovat shodu se spojitym nebo smiSenym rozdélenim.

Modifikace: Rozdéleni napied diskretizujeme, tj. vSechny mozné vysledky rozdélime do
k disjunktnich t¥id. Prvky v jedné t¥idé si maji byt ,blizké*, jinak snizujeme silu testu.
Vgechny teoretické ¢etnosti musi byt dostatecné velké a nejlépe zhruba stejné.

Poznamka: Zasadné musime pracovat s jednotkami (objekty), z nichz kazda zvlast (a ne-
zavisle) je zafazena do néjaké t¥idy. Nelze poéitat s tisici, procenty, spojitym mnoZzstvim
atd.

9.6.3 x2-test nezavislosti dvou rozdéleni

(dle [Likes, Machek)])
Hj : Dvé diskrétni ndhodné veli¢iny (jejichZ rozdéleni nezname) jsou nezavislé.
X nabyva k hodnot s pravdépodobnostmi pq, ..., pg,



Y nabyva m hodnot s pravdépodobnostmi q1, ..., ¢m.

Realizace dvojrozmérného nahodného vybéru ((x1,41),..., (s, yn)) obsahuje dvojice rea-
lizaci nahodnych veli¢in X,Y’; potfebujeme pouze ¢etnosti NN;;, resp. jejich realizace n;
(i=1,...,k; j=1,...,m). Ty byvaji uspofadany do tzv. kontingenéni tabulky. Pocet
t¥id je km.

Za predpokladu nezéavislosti jsou pravdépodobnosti vysledkip; ¢; (i = 1,...,k; j=1,...,m),

k m
T::ZZ (Nij = npi g5)° se blizi x2(km —1).

i=1 j=1 ' Pid;
Pouzijeme realizaci odhadu
k. m
Z nzj np; QJ)
=1 j5=1 npi qj 7

kde neznamé parametry p;, ¢; odhadneme relativnimi ¢etnostmi v empirickém rozdéleni (coz
je 1 maximélng vérohodny odhad)

k
1 i 1
== Nij (IjZ*E Mg -
"= [t

k m

Z nich je jen (k — 1) + (m — 1) nezéavislych (nebot > p;, =1, > ¢; = 1), takZe vysledny
i=1 j=1

pocet stupni volnosti je

km—1—(k—1)—(m—1)=(k—1)(m—1)

a testujeme t na x?((k—1) (m—1)). Nulovou hypotézu zamitdme pro t > qy2((k—1) (m—1))(1—
a). Dosazena vyznamnost: 1 — Fy2((z—1) (m-1))(t)-

9.6.4 Y2-test dobré shody dvou rozdé&leni

Hj : Dva ndhodné vybéry pochézeji ze stejného diskrétniho rozdéleni.

Rozsahy vybéra jsou m,n, ¢etnosti vysledka M;, N;, jejich realizace m;,n; (i =1,...,k).
Pfedpokladame rozdéleni s neznamymi teoretickymi pravdépodobnostmi p; (i = 1,...,k).
O rozdéleni testovacich statistik z x2-testu dobré shody vime nasledujici:

(mi - mpi)2

2
s k—1
p— X ( )

Nk

n; — npi)2

2
2 (k=1
o X ( )

. I
-~
—

«
Il
-

(mi - mpi)
mp;

n; — npi)2

PP Y (2(k—1)).
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Maximélné vérohodny odhad nezndmych parametri p; (i = 1,...,k) je dan empirickym
rozdélenim jako relativni ¢etnosti

pi = man
Z nich je k — 1 nezavislych (nebot Zle p; = 1), takZe vysledny pocet stupiiii volnosti je
2(k —1) — (k — 1) = k — 1. Testujeme realizaci t na rozdéleni y?(k — 1).

Nulovou hypotézu zamitame pro ¢t > g2 —1)(1 — ).

Dosazena vyznamnost: 1 — Fy2(,_1)(t).

Prakti¢téjsi (ekvivalentni) vzorec [Mood a kol]:

t:(—

9.7 Neparametrické testy

_mpz

Ew

i=1

Jsou pouzitelné bez ohledu na typ rozdéleni, jsou v8ak slabsi.

9.7.1 Znaménkovy test

Rozlisujeme pouze znaménko odchylky od zvolené hodnoty c. Tim ztracime kvantativni
informaci a tedy i moznost testovat napf. stfedni hodnotu. Misto ni testujeme median qx (%)
Hy:qx(3)=c
Pfi platnosti nulové hypotézy by kladné i zaporné odchylky mély byt stejné pravdépodobné.
Nulové odchylky z vybéru predem vylouc¢ime. Testovaci statistikou T je pocet kladnych
odchylek, ktery testujeme na binomické rozdéleni Bin(n, ). Nulovou hypotézu zamitéme
pro

t< QBin(n,%)(%) nebo t > qBin(n.é)(]' - %) .
(Podobné pro jednostranné testy.) Vypocet kvantili je pracny, ale kritické hodnoty jsou
tabelovany (v zéavislosti na n a hlading vyznamnosti).
Dosazena vyznamnost se po¢ita o trochu snéze.
Pro velkd n pouzivame centralni limitni vétu a testujeme

21 —n

T() = \/ﬁ

na N(0, 1).

Lze pouzit i k porovnani dvou mediant u parového testu.

Priklad pouziti: Odhad smrtelné davky latky.

Na rozdil od stiedni hodnoty medidn vidy existuje (je viak problém, jak ho definovat, aby byl
jednoznacny).

Jeho vypocetni sloZitost je vétsi, Fadu n Inn.

9.7.2 Wilcoxontv test (jednovybérovy)

Hy : X ma rozdéleni symetrické kolem hodnoty ¢
(V tom pripadé je ¢ medianem i st¥edni hodnotou.)



7Z realizace (z1,...,2,) vypolteme posloupnost (z1,...,2,), kde z; = z; — c. Sefadime ji
vzestupné podle absolutnich hodnot |z;| = |z; — ¢|, ¢&imZ j-tému prvku piifadime pofadi ;.
Je-li vice stejnych rozdila, pfifadime jim stejné poradi rovné aritmetickému priméru. Tes-
tovaci statistikou je

T .= Z Tj

j:zj >0

T’ ::min( Z T, Z Tj)7

j:z; >0 j:2;<0

nebo

porovname s tabulkou kritickych hodnot pro tento test.
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