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Body, vektory, geometrie, algebra
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Body a vektory v geometrii a algebie

Pojem bod v geometrii povazuji za dostatecné znamy
a protoze jeho definice neni matematicky snadnd, nebudu
ho definovat. Jen chci pripomenout, Ze je dobré ho vnimat
jako “misto v prostoru”, které existuje nezavisle na néjakych
¢islech.

Pojem wektor v geometrii muzeme definovat jako
usporadanou dvojici bodu, po¢ateéni a koncovy bod. Znac¢ime
AB.

V geometrii pak muzeme pouzivat obraty jako “bod A
je prusec¢ikem kruznice k se stfedem v bodé B, prochéazejici
bodem C' a pfimky prochazejici body D a E”.

Nage problémy v robotice jsou svou podstatou geomet-
rické problémy (pfinejmensim v kinematice). Velmi ¢asto
potfebujeme reprezentovat geometrii v pocitaci, ktery ale s
geometrickymi pojmy pfimo pracovat neumi.

Matematickd teorie linedrnich prostori ndm umoziiuje
pracovat s matematickymi objekty typu usporddand n-
tice cisel. Lze ukézat, ze pro geometrické a linedrni pros-
tory konecné dimenze existuje vzdjemné jednoznacéné zo-
brazeni (isomorfismus) mezi geometrickymi a algebraickymi
objekty. Abychom mohli zavést tento isomorfismus, musime
v geometrii zavést soufadnicovou soustavu. Geometricky
bod v prostoru pak muzeme ztotoznit s usporadanou tro-
jici (vektorem, zde algebraicky pojem) redlnych c¢isel, kde
uvedend C¢isla popisuji soufadnice geometrického bodu v
dané soufadnicové soustavé. Takovému vektoru v geometrii
tikdme polohovy vektor bodu, jeho poc¢atecni bod je pocatek
soutadnicového systému, jeho koncovy bod je pak reprezen-

tovany geometricky bod.

Linedrni prostor tak tvofi univerzalni model geomet-
rického prostoru a jeho pomoci muzeme reprezentovat
vSechny vlastnosti geometrického prostoru a naopak.

To, Ze geometrické pojmy muzeme povazovat za zdkladni,
ospravedlnuje naptiklad to, ze geometrie byla matematiky
GUspésné péstovana piiblizné 2000 let bez potieby zavadéni
soufadnic. To, Ze existuje isomorfismus, ale zdroven ukazuje,
Ze oba popisy jsou v principu ekvivalentni a muzeme libo-
volné prechédzet z jednoho do druhého. Mezi body a vektory
v geometrii muzeme zavést fadu operact:

—

e dva body definuji vektor v = AB,
e bod a vektor definuji bod A+ v =B
e vektory lze s¢itat a odcitat b=a+7

Tyto operace plati bez zavedeni souradnicového systému.

Stejné operace muzeme zavést v algebfe mezi
uspofddanymi trojicemi (n-ticemi) reprezentujici body
a vektory. Zépis vzorcu zdstava stejny, jen operatory
znamenaji néco jiného. Algebraické objekty v rovnicich
spravné reprezentuji geometrické objekty, pokud jsou
v8echny vyjadfeny ve stejné souradnicové soustavé. Na volbé
soutadnicové soustavy pritom nezalezi. Forméalné budou
popisy geometrie algebraickymi rovnicemi vzdy stejné, ¢iselné
se lisi v zavislosti na volbé souradnicové soustavy.

K situaci, kdy médme ruzné souiadnicové systémy, se
dostaneme déle.

ROBOTICS: Vladimir Smutny

Slide 9, Page 2



Technicka poznamka
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Bézny pfl'stupE] pro urCeni parametru trojihelniku je
pouzivat kosinovou nebo sinovou vétu, Pythagorovu vétu
a podobné. Tyto véty a podobné vzorce, jako naptiklad
soucet uhli v trojihelniku, je v analytické geometrii obtizné
pouzivat. Problém je v tom, ze nalezené feseni musime inter-
pretovat do piislusnych kvadranti, umeéle vyrabét dalsi feSeni,
¢i nalezena feSeni testovat na splnéni vstupnich podminek. To
muze byt pracné a zdrojem fady chyb, které se mohou proje-
vit az pfi provozu zaiizeni.

Nize uvadim nékterd doporuceni, jak se chybam vyhnout:

e Snazte se pocitat soufadnice roht trojihelnikti misto
délek stran ¢i velikost{ hlu v trojuhelniku.

e Pouzivejte pro urcenf thlu vzorec ¢ = atan(y, x) vzdy,
kdyz je to mozné. Vyhybejte se pouziti funkce arccos a
podobné.

e Kdyz pocitate ihly a souradnice, znacte je do obrazku a
interpretujte je vzdy orientované. Takto spoc¢itané ihly
a soufadnice mohou byt pak snadno s¢itany a odcéitany
bez nutnosti analyzy ptislusné situace.

e Pokud pracujete s analytickym tvarem pfimky,
pouzivejte tvar ax + by + ¢ = 0, ktery na rozdil od
smérnicového tvaru y = kx + g bezchybné pracuje ve
vSech kvadrantech.

Vypocet thlu mezi osou z a vektorem AB vyznatenym na
obrazku. Orientovany, ¢tyikvadrantovy thel a lze spocitat
a = atan(B, — A, B, — Ay).

Nejrychlejsi a nejbezpecnéjsi cesta, jak spocitat dhel

1Srovnej bézny praci prasek.

mezi vektory ¥ a @ je nésledujici:

a = atan(B, — Ay, By, — A4,), (1)
v = atan(Cy — By,C, — By), (2)
B = v—a. (3)

vvvvv ,

V prostoru je situace slozitéjsi. Uhel mezi dvéma vek-
tory nemd sdm o sobé orientaci. Takovy thel ¢ muzeme
snadno spocitat za pomoci skalarnitho sou¢inu a tak ho
muzeme spocitat v prostoru libovolné dimenze. Abychom
v tifrozmérném prostoru mohli definovat orientovany thel,
musime si predem ur¢it smér, ktery budeme povazovat za
kladny. Ve 3-D prostoru tak mohou dva vektory definovat
rovinu a volbou normalového vektoru 7 k roviné tak zvolime
orientaci. Vysledny orientovany ihel 6 spoéitame takto:

¢ = arccos v_, 112 ) (4)
|01 02]
U1 + U3 Lo
f# = arccos 5 pro i« (v1 X v3) >0 (5)
U] * V3
# = —arccos | _11|‘U_§| pro i« (v X v3) <0 (6)

Funkci sgn nelze pouzit, protoze pro vektory v1,v3 opacéné je
jejich skalarni soucin nula, znaménko také nula a vysledek je
také nula, zatimco spravneé je .

Vyse uvedeny postup ma jesté dalsi problémy: norméalovy
vektor @ nesmi lezet v roviné urcéené vektory vi,vs a zadny
z vektoru nesmi mit nulovou délku. V téchto pripadech se
ale singularity v uvedeném vzorci kryji se singularitami ve
skute¢ném svété, takze je zapotiebi se jim vyhnout predevsim
v realité.

ROBOTICS: Vladimir Smutny

Slide 10, Page 3



Technicka poznamka IlI
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Necht mame ddny soufadnice bodit A a C a délky vek- ¢ nalézt bod B jako pruseéik dvou kruznic se stiedy v bodech

toru ¥ a 4. Nejbezpecnéjsi cesta, jak urcit souradnice bodu B A a C' a piislusnymi poloméry. Tim dostaneme pro bod B dvé
a piislusné dhly je misto pouziti kosinové véty a boje s thlem feseni. Uhly pak spocitdme pomoci vysSe uvedenych rovnic.
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Technicka poznamka Il

Kviz: M&jme bod A = (z,)?, zndme jeho
soufadnici = a jeho vzdalenost od pocatku
r. Mlzeme urcit orientovany Ghel ¢ méreny
od osy = v kladném smyslu takto ¢ =
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Kinematika — Pocet stupnt volnosti
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Pocet stupiiii volnosti g 4
. 7 e
@ (intuitivni definice) je minimalni polet nezavislych parametrd,
které jednoznacéné systém popisuji. 1 Z
¢ (presnéjsi definice) je dimenze linearniho prostoru te¢ného v l.é ]
daném bodé v prostoru parametr(i Gplné popisujicich stav 5
systému. 53157
292120
Priklady: 2/(12¢
Bod v roviné ma Kviz: A-0, B-1, C-2, D-jiné &islo 2 DOF. 5 4
7 2
Bod v prostoru ma Kviz: A-2, B-3, C-4, D-jiné ¢islo 3 DOF. 314
5 -
Tuhé téleso v roviné ma Kviz: A-2, B-3, C-4, D-jiné ¢islo 3 DOF. et
o)
23154
Tuhé téleso v prostoru ma Kviz: A-3, B-4, C-5, D-jiné ¢islo 6 DOF. g; 2¢
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Osa—uhel

Eulerova véta o rotaci fikd, ze kazda rotace ve
3-D lze reprezentovat jako rotace okolo urcité osy
s o urcity dhel #. Tuto dvojici (s,f) nazyvame
osa—Uhel.

Interpolace v soustavé osa-tihel je rotace okolo dané osy, pricemz uhel se méni linedrné od 0 do 6.
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Rodriguesiiv vzorec pro rotaci — odvozeni (q \
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Rodriguesiiv vzorec pro rotaci

Rodriguesiiv vzorec pro rotaci vektoru:

ro =rycosf+ (sxry)sinf+s(s-ry)(1—cosh)

Rodriguestuv vzorec umoznuje vypocitat oto¢eny vektor 7o

nebo jeho koncovy bod P, pfi znalosti reprezentace osa-tuhel.
Upraveny vzorec pak ddva navod na vypocet rotacni matice 0 = arccos ( trace(R) — 1) (7)
z reprezentace osa-uhel. Opacnou transformace je: 2
1 3,2 — 723
s = —— | rig—r (8)
2sin 6 G
T21 —T1,2
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Kvaterniony

Jednotkovy kvaternion popisuje rotaci pomoci
polohy osy rotace s a Uhlu otoceni ¢ takto:

(cos(0/2),sin(6/2)s,,sin(0/2)s,,sin(0/2)s.)

q = (cos(6/2),sin(/2)s”) =

Kvaterniony jsou zajimavy matematicky nastroj. Mezi je-
jich dulezité vlastnosti patii

e vsechny 4 souradnice maji ekvivalentni postaveni,
e g a —q popisuji stejnou rotaci,

e v kvaternionech je relativné jednoduché interpolovat
rotaci.

Ulohu interpolovat rotaci (napf. pro manipulaci v robotice
nebo pro vizualizaci v pocitacové grafice) lze snadno fesit po-
moci kvaternionu. Metoda se nazyvéa Spherical linear inter-
polation (SLERP). Interpolujeme z q; do qs a dostdvdme
q, interpola¢ni parametr je ¢, a reprezentuje celkovy thel,
o ktery rotujeme (ihel mezi kvaterniony je polovina tohoto

thlu, absolutni hodnota skalarniho sou¢inu nam garantuje
krats{ rotaci):

a = (@-a)'a, 9)

sin((1 — t)«) sin(ta)
e sin(a) sin(a) ™7 (10)
cos(a/2) = |[laqi-qzff, (11)
t € <0,1>. (12)

Srovnej Eric  W. Weisstein. ”Quaternion.” From
MathWorld—A Wolfram Web Resource.

http://mathworld.wolfram.com/Quaternion.html
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Algebra kvaternioni (q
Oznacme kvaternion g 4
7 e.
q= <(J17 q2, 43, (J4) - (57 V) - (COS<9/2)7 SlH(Q/Q)S) 1
g 4
Konjugovany kvaternion , 7
q = (Sa _V)
Inverze kvaternionu )
. q SH19¢
q = 5 2(128
lal|
Otoceni vektoru r; jednotkovym kvaternionem q! 3137
? <
_ 0 0y—1 _ 0 0/ .
(0,r0) = q1(0,r1)(ay)” = q;(0,r1)(q3)

- - - - - - 4
Kvaternion q reprezentujici slozeni rotaci reprezentovanych jednotkovymi kvaterniony ; '
d1, Q> je nasobeni kvaternionl (definice nasobeni kvaternioni): 2

5354

q=q1q2 = (81,V1)(52,V2) = (5152 — V1 V2, V1 X Vo + 81Va + 52V7) g? 24

Zapis Poznamenejme, ze skaldrni sou¢in a norma kvaternionu se
) vypocita stejné jako pro obycejné vektory.

a4 = (41,92, 43, 94) = (s, v) = (cos(6/2),5in(6/2)s) Inverze jednotkového kvaternionu (kvaternionu o normé

Fka: rovné jedné) je konjugovany kvaternion.
Ozna¢me kvaternion, ktery reprezentuje rotaci ze
q1 = s =cos(0/2), (13) soufadnicového systému 1 do soutadnicového systému 0 q?.

(q2,q3,q1) = v = sin(6/2)s, (14) Pak samozrejme muzeme psat
kde 6, s jsou proménné ze systému osa—uhel. s a v jsou Q(lJ = (qg)_l = (Q?)/~

skaldrni a vektorovd (imagindrni) ¢dst kvaternionu. s a s ne-
jsou totéz. qi1,q2, g3, q4 jsou redlna cisla.

Jednotkové kvaterniony, které nam reprezentuji rotaci, lezi
v 4-rozmérném prostoru vSech kvaternionu na tfirozmérném
povrchu jednotkové koule. Kromé toho antipodalni body
q a —q na této kouli reprezentuji stejnou rotaci.

Souradnice vektoru rg, ktery vznikne otoCenim vektoru
r; rotaci reprezentovanou jednotkovym kvaternionem qY
vypocitame tak, ze ho doplnime nulou zleva na kvaternion,
kvaternionovym nasobenim vyndasobime kvaternionem zleva
a kvaternionovym néasobenim konjugovanym kvaternionem
zprava a z vysledku vezmeme jen posledni tii prvky.

(07 I‘o) = q(l)(ov 1‘1)((1?)/

a bez matoucich indexu

(0’ I‘o) = Q(Ov rl)q/ .

Konjugovany jednotkovy kvaternion reprezentuje rotaci zpét
nebo o opac¢ny thel okolo stejné osy.

Vyse uvedené sklddani rotaci reprezentovanych kvater-
niony lze zapsat

(0,r0) = 4§ (0,r1)(a}) =
=qf (a3(0,r2)(a3)’) (q
= ql (%(0 r2)(h) Q(l)
= d}q3(0, r2)atqy

https://www.aldebaran.cz/studium/vnp/docs/2018 /kvaterniony.pd
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Rotacni vektor, exponencialni souradnice, Euleriiv vektor

Rotacni vektor, Eulerlv vektor a exponencidlni
souradnice jsou nazvy stejné véci.

Rotacni vektor vyuziva skutecnosti, ze smérovy
vektor s definujici osu rotace je jednotkovy a ma
tedy jen dva stupné volnosti. Rotaci tedy miizeme
vyjadFit vektorem délky t¥i: v = (0s).

Rotaéni vektor je neredundantni a ma dobrou topologii Rotaéni vektor spojité reprezentuje rotaci i v okoli nuly,
takze je hodné pouzivan napiiklad v pocitacovém vidéni zatimco reprezentaci malych rotaci odpovidaji silné nespojité
pii odhadovani rotace. Dobra topologie znamend, ze blizké FEulerovy thly.
vektory (jejich rozdil je maly) reprezentuji podobné rotace.

ROBOTICS: Vladimir Smutny Slide 22, Page 12



Orientace souradnicového systému
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Rotace v roviné ( q
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J &
1
y y > 2116
b a /// :\\ 7
-7 : \\ 2112
-7 Lo 23124
IV | \ 25(2
yb : \\\ xb '
E X g 7
\: a(y) = l cosy —sin~y 1 FdKt:
' b = | & .
v = siny  cosvy 5 7
xa xa . '
Pa: ;)L,be (148
5
5354
h5156
Lydkt:

Povsimnéte si notace indext. Pro bod index vpravo nahote dex vpravo dole z jaké soufadnicové soustavy a index vpravo
tika v jakém soufadnicovém systému je bod vyjadren. nahote do jaké souradnicové soustavy matice transformuje.
U matice rotace (a pozdéji u transformacéni matice) in-
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Rotace v prostoru @ \

Rotace okolo osy =
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Rotace v prostoru

Rotace okolo osy =

cosf; —sind;
i—1 . .
R, 0, = | sinf; cos0,;
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Rotace v prostoru

Rotace okolo osy =

| 10
Ri-19,=| 0 cosb;

sind;

O

0
—sin 92
cos b;

NI
wﬁkcﬂm X LR R
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Rotace v prostoru @ \
Rotace okolo osy vy g 4
7 °
£} 2 . " N 1
. cos; 0 sinb; 314
—sinf; 0 cosb;
2112
23124
25126
2128
9
™ /
7 J
3144
5 -
7 J
5
H3154
H51h6
sy dkt:
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Vypocet rotacni matice ze souradnic osa—thel = Rodriguesiiv vzorec (q \

Rotaéni matice z reprezentace osa-thel: gl
[ |8
R = I+]s|,sinf+[s]2(1 —cosf) = 315 :
= exp(f[s]s) 214
: . - : : VA LVA
kde [s].. je antisymetrickd (skew symmetric) matice: %5 %4
2(128
0 —8, Sy
s]. = Ss 0 —su 434
—8y Sy 0 .
3144
5 A
(148
2
2394
Ykt
Lydlst:
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Pfevod rotacni matice na osa—uhel

Pro vektory u ve sméru osy s, u = as, a € R musi platit

tedy

Ru=u
32 — 723
u = T3 — 731
r21 —Ti12
u
s = —
|[ul|
. |[ul]
in(@ —
sin(0) 5

P¥evod je nejednoznaény (vlastnost osa—thel)!
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Definice Eulerovych uhli

¢
Az
¥
0
o]
X x'
1 — precese 2 — nutace 3 — rotace
Eulerovy uhly
Matice R mé devét koeficientu, ale md hodnost pouze tii. C95¢ —sing 0
Je tedy redundantni reprezentaci, omezujici podminky jsou R.(¢) = sing  cos¢ 0 (19)
préavé jednotkovost a kolmost vektoru n, t, b: L 0 0 1
. - . (1 0 0
n't=0 t'b=0 b'n=0 R, (/) = 0 cosf —sind (20)
Inj=1 |t|=1 |b|=1 | 0 sinf cos@
Matici R 1ze snadno zkonstruovat pomoci Eulerovych thla [ cosyp —sing 0
R, (¢) = siny cosy 0 (21)
1. Oto¢me soufadnicovy systém O — xyz okolo osy z o 0 0 1
thel ¢. Dostaneme O — z'y’z.
2. Oto¢tme soufadnicovy systém O — g;'y’z okolo osy 2o COS ¢ 008 1 — oS O sin¢sing  — cos ¢ cos P sin g — cos ¢ sin ¥ sin ¢ sin 0
R = cos 9 sin ¢ + cos ¢ cos 0 sin ¢ cos ¢ cos 0 cos P — sin ¢ sin P — cos ¢ sin 0

thel 0. Dostaneme O — z'y"2".

3. Otocme souradnicovy systém O — z'y" 2"

o tihel 1. Dostaneme O — xby®2°.

okolo osy z”

R =R.(¢)R. ()R (1))

sin 0 sin ¢ cos ¢ sin 0 cos 0

(22)

Trojice Eulerovych uhlu dava jednoznacné otoceni v pros-

toru, poloha v prostoru nedava jednoznacné trojici thla. Ex-

istuji dalsi podobné definice, které maji podobné vlastnosti,

ale jiné rovnice. Jestlize je dana matice R, lze Eulerovy thly
vypocéitat z porovnani prvku rss, r3s, 7o3.
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Standardni Eulerovy uhly
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Rotacni matice jako funkce Eulerovych ahli

(®

cos 1) sin ¢ + cos ¥ cos @ sin Y
sin ¥ sin ¢

tedy rotujeme postupné okolo z, y, x':
cosacos 3 cosasin 3siny — cosysin
cos fsina  cosa cosy + sinasin 8 sin vy

—sin 8 cos B sin~y

Eulerovy Ghly podle definice v téchto prednaskach (Asada, Slotine):

cos pcos Y — cos¥sinpsiny — cosv cos Y sinp — cos psin

Rotacni matice definovana thly Yaw, Pitch, Roll pouzitymi naptiklad v robotu CRS,

314
5 H
{
sin ¥ sin T

coscoscosy —sinpsiny  — cos psin 314
cos 1) sin ¥ cos v ; :

2112
23124
25126
21124

cOS ax cos 7y sin 8 + sin arsin 7y

cos ~y sin asin 3 — cos asin y P 4
cos 3 cosy gé :
3144
5 -
7 s

5
5H3h4
Holh
H{1hg

Jak vypocitat ze znamé rotacni matice Eu-
lerovy thly

e Mgjme zndmou matici R (3 x 3) a symbolickou matici,
kterd vznikla slozenim tii rotaci definovanych tremi
dhly. Mame najit tyto tii dhly. Symbolickd matice, ktera
vznikla rotacemi okolo kolmych os mé zvlastni tvar,
podobny maticim na vySe uvedeném slidu. Mame tedy
Fesit rovnici podobnou (ne nutné stejnou) jako rovnice

se tfemi nezndmymi ¢, 6, 1.

e Nejdrive je nutné najit v symbolické matici prvek, ktery
je funkef jen jedné proménné (v naSem piipade je to
monom). Tento prvek (v piikladu na tfetim faddku ve
tfetim sloupci) je ve tvaru bud + cos nebo =+ sin. Tento
prvek muze byt pfimo pouzit k nalezeni hodnoty prvni
nezndmé. Poznamenejme, ze obecné jsou v kazdém in-
tervalu délky 27 dvé feseni.

e Kdyz je uréen prvni thel, dalsi mohou byt uréeny po-
moci funkce atan2 porovndnim elementiu v fadku a
sloupci, v kterém se nachéazi pivot.

e Je nutné oSetfit situaci, kdy pivot v konstantni matici

ma hodnotu blizkou £1. Jednd se o degenerovany
pripad, kdy v kazdém intervalu délky 27 mame jen
jedno feSeni. Dal§im problémem v této situaci je, ze
prvky ve sloupci a fadku pivota nelze pouzit pro urcéeni
dalsich nezndamych, protoze konstantni matice obsahuje
nuly. Soustfedime se tedy na zbylou podmatici a
dosadime jiz vypoctenou proménnou. Zjistime, ze dané
podmatice je funkci soué¢tu nebo rozdilu neznamych
a tak dostdvame obecné jednodimenziondlni mnozinu
feSeni. Pii symbolickém feSeni muzeme vyjadrit tuto
mnozinu. Pokud tlohu fe$fme numericky, muzeme
napiiklad jeden thel zafixovat (napf. 0). Obecné by-
chom méli vyuzit dal${ omezeni dana tlohou. V robo-
tice tato situace typicky indikuje singularni fteSeni,
napi. pozadavek kontinuity trajektorie ndm napovida,
Ze mame zjistit polohu ramene pred danym bodem a
pozadovany pohyb po prichodu danym bodem.

Jinou situaci, kterou je nutné oSetfit, jsou problémy
spojené s nepfesnosti méfeni nebo vypocétiu. Ty mohou
napiiklad zpusobit, Ze prvky v konstantni matici budou
vétsi nez 1 a podobné.
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Jiné systémy popisu orientace tremi thly @

314
5 a
{
Roll 1
314
LG
{
2112
23124
20120
2/
3134
5
'5 1'
2
é 4
® yd
P ItC ;
H3lh4
Hh(h0
Y4

V zdvislosti na poradi rotaci okolo jednotlivych os standardni pofadi je z, x’, z’. Jiné systémy pouzivaji ro-
dostdvdme ruzné systémy. V uzsim slova smyslu jsou Eu- tace okolo ruznych os, napf. x, v, 2. Takové systémy jsou
lerovy thly systémy, kde to¢im okolo jedné z os, pak okolo zvané Taitovy-Bryanovy ihly nebo Cardanovy uhly. Vice
kolmé osy a pak okolo piuvodn{ osy v jeji nové poloze, napi. |https://en.wikipedia.org/wiki/Euler_angles.
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Konverze mezi popisy rotace

Euler
vector
v = (0s)
R = 1I+[s],sin@+ [s]2(1 —cos@) rotation Euler
matrix
axis—
angle (¢5991|I)
cospcost) — cosUsingpsing  — coscostsing — cos psing  sindsing
coshsing + cosd cospsing  cosd)cospcost —sinpsing  — cos psind
sinsiny cos ¥ sinv cos
(cos(0/2),sin(6/2)s) [[uf
sin(f) = x
quaternion
basis
vectors

ROBOTICS: Vladimir Smutny Slide 41, Page 25



Srovnani popisti rotace

Systém Symbol Ekvivalent Par. Podminky

Matice rotace R 9 orthonormalni, det R =1

Vektory os n,t,b R 9 vektory jednotkové, kolmé

Eulerovy thly | ¢,60.1 | yaw, pitch, roll,... 3

Osa, uhel S, 4 jednotkovy vektor

Kvaternion q osa, Uhel 4 jednotkovy vektor

Vektor rotace \% osa, uhel 3

Systém Vyhody Nevyhody UZivan

R vypocty poloh bod(, skladanf redundantni Matlab toolbox
n,t.b srozumitelny redundantni

0,0, neredundantnfi slozita topologie | Mitsubishi, Staubli, CRS
s, 0 srozumitelny, interpolace redundantni

q interpolace, vypocty poloh, skladani redundantni ABB

\Y% topologie, neredundantni odhadovani rotace

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Pasivni versus aktivni transformace — Pasivni

(e

J,
P
Y, s =
P \ \\
// ! \
TN
yb : \\ xb
I
I
l X
l
i .
xa xa

304
D16
7 0
1
314
5 a
{
2112
23124
29126
2 (128
3034
513G
7138
4.0
(144
5
5
53h4
Hh(H(
Y dlsY:

Pasivni transformace reprezentuje zménu souiadnic.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Pasivni versus aktivni transformace - Aktivni @ \
314
A LAN;
7 )
y 1
P, g |
Y H=-== . v
i P K %4
L b 25126
Vo f---- ST 2(128
: | 3134
1 : 5 -
\ | (136
: | 248
1 > 7
2o
Ty = Ry(—7)%a = RY(7) " '%, = RE ()2, Lydlt:

Aktivni transformace reprezentuje pohyb tuhého télesa v nepohyblivém soufadnicovém systému.
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Pasivni versus aktivni transformace - Srovnani @

Pasivni Aktivni 2i¢
7 °
Y, y % 4
P P 216

yb ya 77777 =7\ ya 777777 | 7
AT y | P, 53141
N R S 2 2512t
y, BN X, | : 54148

T - ]
| v | 5 6
fi 1 1 414
X, X X, Xy X 3144
; -

To = RE(7)Ty 7, = R (—7)%a = R{(7) 7' %, = R (7)Za

55150
H(15g

Srovnejte pasivni a aktivni transformaci. Povsimnéte si transformaci. Povsimnéte si indext u rota¢ni matice.
orientace thlu . V robotice budeme nadale pouzivat pasivni
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Téleso v souradnicovém systému

(®

b

——— N

304
5 N
7 0
1
3114
5 N
{
2112
23124
22120
2124
3134
5 -
7 )
Rigid body 347
5 -
7 e
g
Hh1h0
y leydist

Téleso v roviné ma 3 DOF.
Téleso v prostoru ma 6 DOF.
Kontrolni otézky:
Kolik stupnu volnosti méa skladaci metr na stole?
Kolik stupnu volnosti ma gumicka?

Tuhé téleso — v nasem vykladu uvazujeme jen tuhd télesa.
S tuhym télesem muzeme svézat soufadnicovy systém a
polohu jednotlivych bodu télesa v tomto souradnicovém
systému pak zndme, napt. z vykresu predmétu, kterym
manipulujeme.

Aktualni poloha télesa v ¢ase — lze ji popsat polohou
soutadnicového systému s télesem svazanym v jiném,
nepohyblivém, “svétovém” soufadnicovém systému.
Jak konkrétné popsat polohu télesa bude ukdzano déle.

Pohyb télesa v ¢ase — muZeme popsat jako funkci aktudlni
polohy télesa v zavislosti na case.

Vzajemna poloha dvou souradnicovych soustav lze
vzdy rozlozit na posun a otoceni.

Zvolime soutradnicovy systém ramu O Tyz. S
télesem svazeme soufadnicovy systém O’ — xPybzb. Popis
soufadnicového systému O’ —xy’2* v souradnicovém systému
ramu je:

T,
Ob/ = Xo = Yo

%o

(n, t, b).

Utvorme matici R = (n,t,b), n, t, b jsou jednotkové a
ortogonalni vektory, matice R je ortonormélni, tedy R™! =
RT.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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i & (@
Popis polohy télesa f
Bod v 3D prostoru — popsan tfemi soutadnicemi. g 4
7/ v 7/ v - v - - 7 »
Tuhé téleso v 3D prostoru — popsano Sesti souradnicemi: )
Lo g 4
¢ 3 soufadnice referenéniho bodu t) = | v |, {
20 2112
¢ orientace mize byt popsdna jednim ze zpisobii: %5 %4
e soufadnicemi vektori spojenych s télesem (n,t,b), (126
e Eulerovymi Ghly (¢, 0, 1),
e rotacni matici R, b 4
e osou — Uhlem, (139
e kvaternionem,
e rotacnim vektorem. b 4
7 s
Souradnice referencniho bodu a rotacni matice mohou byt ) P
kombinovany do transformacni matice. 24
LYdlt:
Pro rota¢ni matici srovnej heslo Eric W. Weisstein. "Ro- http://www.euclideanspace.com/maths/geometry /rota-
tation Matrix.” From MathWorld-A Wolfram Web Resource. |tions/conversions/index.htm| Je tFeba ddvat pozor na pouzité
http://mathworld.wolfram.com/RotationMatrix.html definice, aby se nesmichali vzorce pouzivajici ruznou notaci.

Ptevodni vztahy jsou pfehledné na strance
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Transformace souradnic

(®

Xo

304
5 a
7 e
1
314
5 a
{
2112
23124
29126
2 (128
3034
5 -
7 )
3144
5 -
7 e
5
53h4
hhiH6

Zndme soufadnice (polohu) bodu P v soufadnicovém

U
systému Oy — 21y121: P! = pi = v a hleddme polohu
w
T
v soufadnicovém systému Og — xoyozo: P! = p) = y
z

Pravy doln{ index se vétsinou vztahuje k soufadnicovému
systému, ke kterému dany element patii. Pravy horni index
tika, v kterém soufadnicovém systému jsou soutradnice ele-
mentu vyjadfeny. Naptiklad pocatek souradnicového systému
1 (bod) O; mé soufadnice v soufadnicovém systému 1:
01 =(0,0,0)7, ale v soufadnicovém systému 0 méa souadnice

Of = O + t{.
Geometricky:

OP = 0,01 + O1A+ AB + BP.
Algebraicky:
P% = p) =t +un® + vt° + wb’.

Prepsano:
Py =t + Ripr.

Obrécend transformace:

pl = RITE) + RYpf,

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Homogenni soufadnice

314
Z 5 A
Py TaR
1
314
5 A
[
2112
23124
e i3t
3134
Euclidean space ?
3144
0 Y ? )
= homogeneous coordinates space 5 g q
h5hh
line of equivalent points o)

Homogenni soutradnice Lze snadno ukdazat, ze v homogennich soutadnicich:
Zaved me homogenni soufadnice takto:
Euklidovské (metrické) Homogennfi - projektivn{ x = Ax’,
: y
X=11yY = X=1 kde A je matice 4x4:
z
1
0
x/w * A — { Rt }
x=| y/w = x = Z Aw#0 000 1
z/w w
T Inverzni matice:
neexistuje P «— | ¥
(nevlastni bod) I Al RT —RTt)
0 ~ 1 000 1
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Posloupnost transformaci souradnic @
214
P 14
718
1
314
5 N
[
2112
1 Z; P, 23122
X1 %; 20
<o Y,
é 4
l
3144
02 ? :
00 Z2
Vi 5
T
X 0 .
0 y 2924
X ’
3
Transformace pfes vice soufadnicovych systému v eukli- a v homogennich soutadnicich:
dovskych souradnicich o 0 012 o b
P =pg = AjA;p; = AJAP
P" = pg =t + Rip; = t] + Rj(t; + R;yp3) P = AYAJAZAG . ALTIPT (23)

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Vlastnosti rotacni matice - opakovani @ \
¢ Ctvercova, 2x2 (rotace v roviné), 3x3 (rotace v prostoru), g 4
7z 7 7 a
¢ redlnj, X
¢ vektory tadkd i sloupci maji jednotkovou velikost, g 4
¢ vektory Fadki resp. sloupcii jsou k sobé kolmé, §
2112
2 i — 23124
determinant det(R) = 1, %; A
® inverze matice je transpozici R~! = R”
¢ v roviné otd&i okolo po&atku, 5 4
@ v prostoru smérovy vektor osy, okolo které se rotuje, je vlastni vektor matice rotace, G5
¢ mnozina vSech rotaci tvofi specialni ortogonalni grupu SO(2), resp. SO(3). 2 4
7 e
o)
23154
2296
éé “
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Vlastnosti transformacni matice T5 v robotice

(o
B

reprezentuje pohyb (rotaci, posun) v roviné, resp. v prostoru,
nereprezentuje obecné zrcadleni, zvétseni, zkoseni, promitani,
¢tvercova, 3x3 (v roviné), 4x4 (v prostoru),

realnj,

hlavni vedouci podmatice velikosti n-1 je rotacni matice R},

® 6 6 O o o

posledni sloupec bez posledniho prvku je vektor ze souradného systému a do
soufadného systému b,

4

tedy struktura
._[ Ry
Ty = l 0 0 0 1 1 ’

¢ determinant det(T) = 1.

=~

OO

RN
~

N

~oe

2828,
L

e
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