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Body, vektory, geometrie, algebra
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Body a vektory v geometrii a algebře
Pojem bod v geometrii považuji za dostatečně známý

a protože jeho definice neńı matematicky snadná, nebudu
ho definovat. Jen chci připomenout, že je dobré ho vńımat
jako “mı́sto v prostoru”, které existuje nezávisle na nějakých
č́ıslech.

Pojem vektor v geometrii můžeme definovat jako
uspořádanou dvojici bod̊u, počátečńı a koncový bod. Znač́ıme
~AB.

V geometrii pak můžeme použ́ıvat obraty jako “bod A
je pr̊useč́ıkem kružnice k se středem v bodě B, procházej́ıćı
bodem C a př́ımky procházej́ıćı body D a E”.

Naše problémy v robotice jsou svou podstatou geomet-
rické problémy (přinejmenš́ım v kinematice). Velmi často
potřebujeme reprezentovat geometrii v poč́ıtači, který ale s
geometrickými pojmy př́ımo pracovat neumı́.

Matematická teorie lineárńıch prostor̊u nám umožňuje
pracovat s matematickými objekty typu uspořádaná n-
tice č́ısel. Lze ukázat, že pro geometrické a lineárńı pros-
tory konečné dimenze existuje vzájemně jednoznačné zo-
brazeńı (isomorfismus) mezi geometrickými a algebraickými
objekty. Abychom mohli zavést tento isomorfismus, muśıme
v geometrii zavést souřadnicovou soustavu. Geometrický
bod v prostoru pak můžeme ztotožnit s uspořádanou tro-
jićı (vektorem, zde algebraický pojem) reálných č́ısel, kde
uvedená č́ısla popisuj́ı souřadnice geometrického bodu v
dané souřadnicové soustavě. Takovému vektoru v geometrii
ř́ıkáme polohový vektor bodu, jeho počátečńı bod je počátek
souřadnicového systému, jeho koncový bod je pak reprezen-

tovaný geometrický bod.
Lineárńı prostor tak tvoř́ı univerzálńı model geomet-

rického prostoru a jeho pomoćı můžeme reprezentovat
všechny vlastnosti geometrického prostoru a naopak.

To, že geometrické pojmy můžeme považovat za základńı,
ospravedlňuje např́ıklad to, že geometrie byla matematiky
úspěšně pěstována přibližně 2000 let bez potřeby zaváděńı
souřadnic. To, že existuje isomorfismus, ale zároveň ukazuje,
že oba popisy jsou v principu ekvivalentńı a můžeme libo-
volně přecházet z jednoho do druhého. Mezi body a vektory
v geometrii můžeme zavést řadu operaćı:

• dva body definuj́ı vektor ~v = ~AB,

• bod a vektor definuj́ı bod A+ ~v = B

• vektory lze sč́ıtat a odč́ıtat ~b = ~a+ ~v

Tyto operace plat́ı bez zavedeńı souřadnicového systému.
Stejné operace můžeme zavést v algebře mezi

uspořádanými trojicemi (n-ticemi) reprezentuj́ıćı body
a vektory. Zápis vzorc̊u zástává stejný, jen operátory
znamenaj́ı něco jiného. Algebraické objekty v rovnićıch
správně reprezentuj́ı geometrické objekty, pokud jsou
všechny vyjádřeny ve stejné souřadnicové soustavě. Na volbě
souřadnicové soustavy přitom nezálež́ı. Formálně budou
popisy geometrie algebraickými rovnicemi vždy stejné, č́ıselně
se lǐśı v závislosti na volbě souřadnicové soustavy.

K situaci, kdy máme r̊uzné souřadnicové systémy, se
dostaneme dále.
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Technická poznámka
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Běžný př́ıstup1 pro určeńı parametr̊u trojúhelńıku je
použ́ıvat kosinovou nebo sinovou větu, Pythagorovu větu
a podobně. Tyto věty a podobné vzorce, jako např́ıklad
součet úhl̊u v trojúhelńıku, je v analytické geometrii obt́ıžné
použ́ıvat. Problém je v tom, že nalezené řešeńı muśıme inter-
pretovat do př́ıslušných kvadrant̊u, uměle vyrábět daľśı řešeńı,
či nalezená řešeńı testovat na splněńı vstupńıch podmı́nek. To
může být pracné a zdrojem řady chyb, které se mohou proje-
vit až při provozu zař́ızeńı.

Niže uvád́ım některá doporučeńı, jak se chybám vyhnout:

• Snažte se poč́ıtat souřadnice roh̊u trojúhelńık̊u mı́sto
délek stran či velikost́ı úhl̊u v trojúhelńıku.

• Použ́ıvejte pro určeńı úhl̊u vzorec φ = atan(y, x) vždy,
když je to možné. Vyhýbejte se použit́ı funkce arccos a
podobně.

• Když poč́ıtáte úhly a souřadnice, značte je do obrázk̊u a
interpretujte je vždy orientovaně. Takto spoč́ıtané úhly
a souřadnice mohou být pak snadno sč́ıtány a odč́ıtány
bez nutnosti analýzy př́ıslušné situace.

• Pokud pracujete s analytickým tvarem př́ımky,
použ́ıvejte tvar ax + by + c = 0, který na rozd́ıl od
směrnicového tvaru y = kx + q bezchybně pracuje ve
všech kvadrantech.

Výpočet úhlu mezi osou x a vektorem ~AB vyznačeným na
obrázku. Orientovaný, čtyřkvadrantový úhel α lze spoč́ıtat
α = atan(By −Ay, Bx −Ax).

Nejrychleǰśı a nejbezpečněǰśı cesta, jak spoč́ıtat úhel β

mezi vektory ~v a ~u je následuj́ıćı:

α = atan(By −Ay, Bx −Ax), (1)

γ = atan(Cy −By, Cx −Bx), (2)

β = γ − α. (3)

V prostoru je situace složitěǰśı. Úhel mezi dvěma vek-
tory nemá sám o sobě orientaci. Takový úhel φ můžeme
snadno spoč́ıtat za pomoci skalárńıho součinu a tak ho
můžeme spoč́ıtat v prostoru libovolné dimenze. Abychom
v tř́ırozměrném prostoru mohli definovat orientovaný úhel,
muśıme si předem určit směr, který budeme považovat za
kladný. Ve 3–D prostoru tak mohou dva vektory definovat
rovinu a volbou normálového vektoru ~n k rovině tak zvoĺıme
orientaci. Výsledný orientovaný úhel θ spoč́ıtáme takto:

φ = arccos
~v1 · ~v2
|~v1||~v2|

, (4)

θ = arccos
~v1 · ~v2
|~v1||~v2|

pro ~n · (~v1 × ~v2) ≥ 0 (5)

θ = − arccos
~v1 · ~v2
|~v1||~v2|

pro ~n · (~v1 × ~v2) < 0 (6)

Funkci sgn nelze použ́ıt, protože pro vektory ~v1, ~v2 opačné je
jejich skalárńı součin nula, znaménko také nula a výsledek je
také nula, zat́ımco správně je π.

Výše uvedený postup má ještě daľśı problémy: normálový
vektor ~n nesmı́ ležet v rovině určené vektory ~v1, ~v2 a žádný
z vektor̊u nesmı́ mı́t nulovou délku. V těchto př́ıpadech se
ale singularity v uvedeném vzorci kryj́ı se singularitami ve
skutečném světě, takže je zapotřeb́ı se jim vyhnout předevš́ım
v realitě.

1Srovnej běžný praćı prášek.
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Technická poznámka II
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Kvíz: Jak spočítat úhel β, známe-li polohy
bodů A, B a C
A Kosinovou větou přes úhel δ
B Za pomoci funkce arccos
C Za pomoci funkce atan2
D Za pomoci funkce arg
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Necht’ máme dány souřadnice bod̊u A a C a délky vek-
tor̊u ~v a ~u. Nejbezpečněǰśı cesta, jak určit souřadnice bodu B
a př́ıslušné úhly je mı́sto použit́ı kosinové věty a boje s úhlem

δ nalézt bod B jako pr̊useč́ık dvou kružnic se středy v bodech
A a C a př́ıslušnými poloměry. T́ım dostaneme pro bod B dvě
řešeńı. Úhly pak spoč́ıtáme pomoćı výše uvedených rovnic.
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Technická poznámka III
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Kinematika – Počet stupňů volnosti

Počet stupňů volnosti

� (intuitivní definice) je minimální počet nezávislých parametrů,
které jednoznačně systém popisují.

� (přesnější definice) je dimenze lineárního prostoru tečného v
daném bodě v prostoru parametrů úplně popisujících stav
systému.

Příklady:

Bod v rovině má Kvíz: A-0, B-1, C-2, D-jiné číslo 2 DOF.

Bod v prostoru má Kvíz: A-2, B-3, C-4, D-jiné číslo 3 DOF.

Tuhé těleso v rovině má Kvíz: A-2, B-3, C-4, D-jiné číslo 3 DOF.

Tuhé těleso v prostoru má Kvíz: A-3, B-4, C-5, D-jiné číslo 6 DOF.
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Osa–úhel
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Eulerova věta o rotaci říká, že každá rotace ve
3–D lze reprezentovat jako rotace okolo určité osy
s o určitý úhel θ. Tuto dvojici (s, θ) nazýváme
osa–úhel.

Interpolace v soustavě osa-úhel je rotace okolo dané osy, přičemž úhel se měńı lineárně od 0 do θ.
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Rodriguesův vzorec pro rotaci — odvození
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r1‖ = (s · r1) s
r1⊥ = r1 − r1‖

r1a = s× r1

r2 = r1‖ + r1⊥ cos θ + r1a sin θ

r2 = r1 cos θ + (s× r1) sin θ + s(s · r1)(1− cos θ)
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Rodriguesův vzorec pro rotaci

1

p

1

2

2

r

O

x

y

z

S

θ

PP

r

s

Rodriguesův vzorec pro rotaci vektoru:

r2 = r1 cos θ+ (s× r1) sin θ+ s(s · r1)(1− cos θ)

Rodrigues̊uv vzorec umožňuje vypoč́ıtat otočený vektor r2
nebo jeho koncový bod P2 při znalosti reprezentace osa-úhel.
Upravený vzorec pak dává návod na výpočet rotačńı matice
z reprezentace osa-úhel. Opačnou transformace je:

θ = arccos

(
trace(R)− 1

2

)
(7)

s =
1

2 sin θ

 r3,2 − r2,3
r1,3 − r3,1
r2,1 − r1,2

 (8)
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Kvaterniony
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Jednotkový kvaternion popisuje rotaci pomocí
polohy osy rotace s a úhlu otočení θ takto:

q = (cos(θ/2), sin(θ/2)sT ) =

(cos(θ/2), sin(θ/2)sx, sin(θ/2)sy, sin(θ/2)sz)

Kvaterniony jsou zaj́ımavý matematický nástroj. Mezi je-
jich d̊uležité vlastnosti patř́ı

• všechny 4 souřadnice maj́ı ekvivalentńı postaveńı,

• q a −q popisuj́ı stejnou rotaci,

• v kvaternionech je relativně jednoduché interpolovat
rotaci.

Úlohu interpolovat rotaci (např. pro manipulaci v robotice
nebo pro vizualizaci v poč́ıtačové grafice) lze snadno řešit po-
moćı kvaternion̊u. Metoda se nazývá Spherical linear inter-
polation (SLERP). Interpolujeme z q1 do q2 a dostáváme
q, interpolačńı parametr je t, α reprezentuje celkový úhel,
o který rotujeme (úhel mezi kvaterniony je polovina tohoto

úhlu, absolutńı hodnota skalárńıho součinu nám garantuje
kratš́ı rotaci):

q = (q2 · q−11 )tq1 , (9)

q =
sin((1− t)α)

sin(α)
q1 +

sin(tα)

sin(α)
q2 , (10)

cos(α/2) = ‖q1 · q2‖ , (11)

t ∈ < 0, 1 > . (12)

Srovnej Eric W. Weisstein. ”Quaternion.”From
MathWorld–A Wolfram Web Resource.
http://mathworld.wolfram.com/Quaternion.html
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Algebra kvaternionů

Označme kvaternion

q = (q1, q2, q3, q4) = (s,v) = (cos(θ/2), sin(θ/2)s)

Konjugovaný kvaternion
q′ = (s,−v)

Inverze kvaternionu
q−1 =

q′

||q||2
Otočení vektoru r1 jednotkovým kvaternionem q0

1

(0, r0) = q0
1(0, r1)(q

0
1)
−1 = q0

1(0, r1)(q
0
1)
′

Kvaternion q reprezentující složení rotací reprezentovaných jednotkovými kvaterniony
q1,q2 je násobení kvaternionů (definice násobení kvaternionů):

q = q1q2 = (s1,v1)(s2,v2) = (s1s2 − v1 · v2,v1 × v2 + s1v2 + s2v1)
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Zápis

q = (q1, q2, q3, q4) = (s,v) = (cos(θ/2), sin(θ/2)s)

ř́ıká:

q1 = s = cos(θ/2) , (13)

(q2, q3, q4) = v = sin(θ/2)s , (14)

kde θ, s jsou proměnné ze systému osa–úhel. s a v jsou
skalárńı a vektorová (imaginárńı) část kvaternionu. s a s ne-
jsou totéž. q1, q2, q3, q4 jsou reálná č́ısla.

Jednotkové kvaterniony, které nám reprezentuj́ı rotaci, lež́ı
v 4–rozměrném prostoru všech kvaternion̊u na tř́ırozměrném
povrchu jednotkové koule. Kromě toho antipodálńı body
q a −q na této kouli reprezentuj́ı stejnou rotaci.

q

−q

C

Poznamenejme, že skalárńı součin a norma kvaternionu se
vypoč́ıtá stejně jako pro obyčejné vektory.

Inverze jednotkového kvaternionu (kvaternionu o normě
rovné jedné) je konjugovaný kvaternion.

Označme kvaternion, který reprezentuje rotaci ze
souřadnicového systému 1 do souřadnicového systému 0 q0

1.
Pak samozřejmě můžeme psát

q1
0 = (q0

1)−1 = (q0
1)′ .

Souřadnice vektoru r0, který vznikne otočeńım vektoru
r1 rotaćı reprezentovanou jednotkovým kvaternionem q0

1

vypoč́ıtáme tak, že ho doplńıme nulou zleva na kvaternion,
kvaternionovým násobeńım vynásob́ıme kvaternionem zleva
a kvaternionovým násobeńım konjugovaným kvaternionem
zprava a z výsledku vezmeme jen posledńı tři prvky.

(0, r0) = q0
1(0, r1)(q0

1)′

a bez matoućıch index̊u

(0, r0) = q(0, r1)q′ .

Konjugovaný jednotkový kvaternion reprezentuje rotaci zpět
nebo o opačný úhel okolo stejné osy.

Výše uvedené skládáńı rotaćı reprezentovaných kvater-
niony lze zapsat

(0, r0) = q0
1(0, r1)(q0

1)′ = (15)

= q0
1

(
q1
2(0, r2)(q1

2)′
)

(q0
1)′ = (16)

= q0
1

(
q1
2(0, r2)q2

1

)
q1
0 = (17)

= q0
1q

1
2(0, r2)q2

1q
1
0 (18)

https://www.aldebaran.cz/studium/vnp/docs/2018/kvaterniony.pdf
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Rotační vektor, exponenciální souřadnice, Eulerův vektor

1

p

1

2

2

r

O

x

y

z

S

θ

PP

r

s

Rotační vektor, Eulerův vektor a exponenciální
souřadnice jsou názvy stejné věci.
Rotační vektor využívá skutečnosti, že směrový
vektor s definující osu rotace je jednotkový a má
tedy jen dva stupně volnosti. Rotaci tedy můžeme
vyjádřit vektorem délky tři: v = (θs).

Rotačńı vektor je neredundantńı a má dobrou topologii
takže je hodně použ́ıván např́ıklad v poč́ıtačovém viděńı
při odhadováńı rotace. Dobrá topologie znamená, že bĺızké
vektory (jejich rozd́ıl je malý) reprezentuj́ı podobné rotace.

Rotačńı vektor spojitě reprezentuje rotaci i v okoĺı nuly,
zat́ımco reprezentaci malých rotaćı odpov́ıdaj́ı silně nespojité
Eulerovy úhly.
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Orientace souřadnicového systému
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Rotace v rovině
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Povšimněte si notace index̊u. Pro bod index vpravo nahoře
ř́ıká v jakém souřadnicovém systému je bod vyjádřen.

U matice rotace (a později u transformačńı matice) in-

dex vpravo dole z jaké souřadnicové soustavy a index vpravo
nahoře do jaké souřadnicové soustavy matice transformuje.
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Rotace v prostoru

Rotace okolo osy z
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Rotace v prostoru

Rotace okolo osy z

Ri−1
iz θi =




cos θi − sin θi 0
sin θi cos θi 0
0 0 1




1 23 45 67 89 1011 1213 1415 1617 1819 2021 2223 2425 2627 2829 3031 3233 3435 3637 3839 4041 4243 4445 4647 4849 5051 5253 5455 5657 5859 6061 6263

ROBOTICS: Vladimı́r Smutný Slide 32, Page 16



Rotace v prostoru

Rotace okolo osy x

Ri−1
ix θi =




1 0 0
0 cosθi − sin θi
0 sinθi cos θi




1 23 45 67 89 1011 1213 1415 1617 1819 2021 2223 2425 2627 2829 3031 3233 3435 3637 3839 4041 4243 4445 4647 4849 5051 5253 5455 5657 5859 6061 6263

ROBOTICS: Vladimı́r Smutný Slide 33, Page 17



Rotace v prostoru

Rotace okolo osy y

Ri−1
iy θi =




cosθi 0 sin θi
0 1 0

−sinθi 0 cos θi



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Výpočet rotační matice ze souřadnic osa–úhel = Rodriguesův vzorec

Rotační matice z reprezentace osa-úhel:

R = I + [s]x sin θ + [s]2x(1− cos θ) =

= exp(θ[s]x)

kde [s]x je antisymetrická (skew symmetric) matice:

[s]x =




0 −sz sy
sz 0 −sx
−sy sx 0



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Převod rotační matice na osa–úhel

Pro vektory u ve směru osy s, u = as, a ∈ R musí platit

Ru = u

tedy

u =




r32 − r23
r13 − r31
r21 − r12




s =
u

||u||

sin(θ) =
||u||
2

Převod je nejednoznačný (vlastnost osa–úhel)!
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37/63
Definice Eulerových úhlů

1 – precese 2 – nutace 3 – rotace

Eulerovy úhly

Matice R má devět koeficient̊u, ale má hodnost pouze tři.
Je tedy redundantńı reprezentaćı, omezuj́ıćı podmı́nky jsou
právě jednotkovost a kolmost vektor̊u n, t, b:

nT t = 0 tTb = 0 bTn = 0
|n| = 1 |t| = 1 |b| = 1

Matici R lze snadno zkonstruovat pomoćı Eulerových úhl̊u

1. Otočme souřadnicový systém O − xyz okolo osy z o
úhel φ. Dostaneme O − x′y′z.

2. Otočme souřadnicový systém O − x′y′z okolo osy x′ o
úhel θ. Dostaneme O − x′y′′z′′.

3. Otočme souřadnicový systém O − x′y′′z′′okolo osy z′′

o úhel ψ. Dostaneme O − xbybzb.

R = Rz(φ)Rx′(θ)Rz′′(ψ)

Rz(φ) =

 cosφ − sinφ 0
sinφ cosφ 0

0 0 1

 (19)

Rx′(θ) =

 1 0 0
0 cos θ − sin θ
0 sin θ cos θ

 (20)

Rz′′(ψ) =

 cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1

 (21)

R =

 cosφ cosψ − cos θ sinφ sinψ − cos θ cosψ sinφ − cosφ sinψ sinφ sin θ
cosψ sinφ + cosφ cos θ sinψ cosφ cos θ cosψ − sinφ sinψ − cosφ sin θ

sin θ sinψ cosψ sin θ cos θ


(22)

Trojice Eulerových úhl̊u dává jednoznačně otočeńı v pros-
toru, poloha v prostoru nedává jednoznačně trojici úhl̊u. Ex-
istuj́ı daľśı podobné definice, které maj́ı podobné vlastnosti,
ale jiné rovnice. Jestliže je dána matice R, lze Eulerovy úhly
vypoč́ıtat z porovnáńı prvk̊u r33, r32, r23.
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Standardní Eulerovy úhly
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Rotační matice jako funkce Eulerových úhlů

Eulerovy úhly podle definice v těchto přednáškách (Asada, Slotine):



cosϕ cosψ − cosϑ sinϕ sinψ − cosϑ cosψ sinϕ− cosϕ sinψ sinϑ sinϕ
cosψ sinϕ+ cosϑ cosϕ sinψ cosϑ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ − cosϕ sinϑ

sinϑ sinψ cosψ sinϑ cosϑ




Rotační matice definována úhly Yaw, Pitch, Roll použitými například v robotu CRS,
tedy rotujeme postupně okolo z, y, x’:



cosα cosβ cosα sinβ sin γ − cos γ sinα cosα cos γ sinβ + sinα sin γ
cosβ sinα cosα cos γ + sinα sinβ sin γ cos γ sinα sinβ − cosα sin γ
− sinβ cosβ sin γ cosβ cos γ



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Jak vypoč́ıtat ze známé rotačńı matice Eu-
lerovy úhly

• Mějme známou matici R (3× 3) a symbolickou matici,
která vznikla složeńım tř́ı rotaćı definovaných třemi
úhly. Máme naj́ıt tyto tři úhly. Symbolická matice, která
vznikla rotacemi okolo kolmých os má zvláštńı tvar,
podobný matićım na výše uvedeném slidu. Máme tedy
řešit rovnici podobnou (ne nutně stejnou) jako rovnice
(22) se třemi neznámými φ, θ, ψ.

• Nejdř́ıve je nutné naj́ıt v symbolické matici prvek, který
je funkćı jen jedné proměnné (v našem př́ıpade je to
monom). Tento prvek (v př́ıkladu na třet́ım řádku ve
třet́ım sloupci) je ve tvaru bud’ ± cos nebo ± sin. Tento
prvek může být př́ımo použit k nalezeńı hodnoty prvńı
neznámé. Poznamenejme, že obecně jsou v každém in-
tervalu délky 2π dvě řešeńı.

• Když je určen prvńı úhel, daľśı mohou být určeny po-
moćı funkce atan2 porovnáńım element̊u v řádku a
sloupci, v kterém se nacháźı pivot.

• Je nutné ošetřit situaci, kdy pivot v konstantńı matici

má hodnotu bĺızkou ±1. Jedná se o degenerovaný
př́ıpad, kdy v každém intervalu délky 2π máme jen
jedno řešeńı. Daľśım problémem v této situaci je, že
prvky ve sloupci a řádku pivota nelze použ́ıt pro určeńı
daľśıch neznámých, protože konstantńı matice obsahuje
nuly. Soustřed́ıme se tedy na zbylou podmatici a
dosad́ıme již vypočtenou proměnnou. Zjist́ıme, že daná
podmatice je funkćı součtu nebo rozd́ılu neznámých
a tak dostáváme obecně jednodimenzionálńı množinu
řešeńı. Při symbolickém řešeńı můžeme vyjádřit tuto
množinu. Pokud úlohu řeš́ıme numericky, můžeme
např́ıklad jeden úhel zafixovat (např. 0). Obecně by-
chom měli využ́ıt daľśı omezeńı daná úlohou. V robo-
tice tato situace typicky indikuje singulárńı řešeńı,
např. požadavek kontinuity trajektorie nám napov́ıdá,
že máme zjistit polohu ramene před daným bodem a
požadovaný pohyb po pr̊uchodu daným bodem.

• Jinou situaćı, kterou je nutné ošetřit, jsou problémy
spojené s nepřesnost́ı měřeńı nebo výpočt̊u. Ty mohou
např́ıklad zp̊usobit, že prvky v konstantńı matici budou
větš́ı než 1 a podobně.
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Jiné systémy popisu orientace třemi úhly
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V závislosti na pořad́ı rotaćı okolo jednotlivých os
dostáváme r̊uzné systémy. V užš́ım slova smyslu jsou Eu-
lerovy úhly systémy, kde toč́ım okolo jedné z os, pak okolo
kolmé osy a pak okolo p̊uvodńı osy v jej́ı nové poloze, např.

standardńı pořad́ı je z, x′, z′′. Jiné systémy použ́ıvaj́ı ro-
tace okolo r̊uzných os, např. x, y′, z′′. Takové systémy jsou
zvané Taitovy-Bryanovy úhly nebo Cardanovy úhly. Vı́ce
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler angles.
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41/63
Konverze mezi popisy rotace

v

R

(n,t,b)

(φ,θ,ψ)(    ,s)θ

q

Euler

vector

angle

quaternion

axis−

rotation

matrix

basis

vectors

Euler

angles
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42/63
Srovnání popisů rotace

Systém Symbol Ekvivalent Par. Podmínky
Matice rotace R 9 orthonormální, detR = 1
Vektory os n, t,b R 9 vektory jednotkové, kolmé
Eulerovy úhly φ, θ, ψ yaw, pitch, roll,... 3
Osa, úhel s, θ 4 jednotkový vektor
Kvaternion q osa, úhel 4 jednotkový vektor
Vektor rotace v osa, úhel 3

Systém Výhody Nevýhody Užíván
R výpočty poloh bodů, skládání redundantní Matlab toolbox
n, t,b srozumitelný redundantní
φ, θ, ψ neredundantní složitá topologie Mitsubishi, Staubli, CRS
s, θ srozumitelný, interpolace redundantní
q interpolace, výpočty poloh, skládání redundantní ABB
v topologie, neredundantní odhadování rotace
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Pasivní versus aktivní transformace — Pasivní

x

P

x aa

xb

xby
b

y
b

y
a

y
a

γ

~xa = Ra
b(γ)~xb
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Pasivńı transformace reprezentuje změnu souřadnic.
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Pasivní versus aktivní transformace - Aktivní

x

y

x

y

xa b

Pa

y
b

a

γ

P
b

~xb = Ra
b(−γ)~xa = Ra

b(γ)
−1~xa = Rb

a(γ)~xa
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Aktivńı transformace reprezentuje pohyb tuhého tělesa v nepohyblivém souřadnicovém systému.
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Pasivní versus aktivní transformace - Srovnání

Pasivní Aktivní .

x

y

x

y

xa b

Pa

y
b

a

γ

Pb

x

P

x aa

xb

xby
b

y
b

y
a

y
a

γ

~xa = Ra
b(γ)~xb ~xb = Ra

b(−γ)~xa = Ra
b(γ)

−1~xa = Rb
a(γ)~xa
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Srovnejte pasivńı a aktivńı transformaci. Povšimněte si
orientace úhlu γ. V robotice budeme nadále použ́ıvat pasivńı

transformaci. Povšimněte si index̊u u rotačńı matice.
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Těleso v souřadnicovém systému
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Těleso v rovině má 3 DOF.
Těleso v prostoru má 6 DOF.
Kontrolńı otázky:
Kolik stupň̊u volnosti má skládaćı metr na stole?
Kolik stupň̊u volnosti má gumička?

Tuhé těleso – v našem výkladu uvažujeme jen tuhá tělesa.
S tuhým tělesem můžeme svázat souřadnicový systém a
polohu jednotlivých bod̊u tělesa v tomto souřadnicovém
systému pak známe, např. z výkresu předmětu, kterým
manipulujeme.

Aktuálńı poloha tělesa v čase – lze ji popsat polohou
souřadnicového systému s tělesem svázaným v jiném,
nepohyblivém, “světovém” souřadnicovém systému.
Jak konkrétně popsat polohu tělesa bude ukázáno dále.

Pohyb tělesa v čase – můžeme popsat jako funkci aktuálńı
polohy tělesa v závislosti na čase.

Vzájemná poloha dvou souřadnicových soustav lze
vždy rozložit na posun a otočeńı.

Zvoĺıme souřadnicový systém rámu O − xyz. S
tělesem svážeme souřadnicový systém O′ − xbybzb. Popis
souřadnicového systému O′−xbybzb v souřadnicovém systému
rámu je:

~OO′ = xo =

 xo
yo
zo

 (n, t, b) .

Utvořme matici R = (n, t,b), n, t, b jsou jednotkové a
ortogonálńı vektory, matice R je ortonormálńı, tedy R−1 =
RT .
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Popis polohy tělesa

Bod v 3D prostoru – popsán třemi souřadnicemi.

Tuhé těleso v 3D prostoru – popsáno šesti souřadnicemi:

� 3 souřadnice referenčního bodu t00 =




x0
y0
z0


,

� orientace může být popsána jedním ze způsobů:
• souřadnicemi vektorů spojených s tělesem (n, t,b),
• Eulerovými úhly (φ, θ, ψ),
• rotační maticí R,
• osou – úhlem,
• kvaternionem,
• rotačním vektorem.

Souřadnice referenčního bodu a rotační matice mohou být
kombinovány do transformační matice.
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Pro rotačńı matici srovnej heslo Eric W. Weisstein. ”Ro-
tation Matrix.”From MathWorld–A Wolfram Web Resource.
http://mathworld.wolfram.com/RotationMatrix.html

Převodńı vztahy jsou přehledně na stránce

http://www.euclideanspace.com/maths/geometry /rota-
tions/conversions/index.htm Je třeba dávat pozor na použité
definice, aby se nesmı́chali vzorce použ́ıvaj́ıćı r̊uznou notaci.
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Transformace souřadnic

z

x y

p

z
P

b

p w

y

v

u

O t

x

t
n

O
0

0

1

1 1

B
A

0

0

1

1

0

0
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Známe souřadnice (polohu) bodu P v souřadnicovém

systému O1 − x1y1z1: P 1 = p1
1 =

 u
v
w

 a hledáme polohu

v souřadnicovém systému O0 − x0y0z0: P 1 = p0
0 =

 x
y
z

.

Pravý dolńı index se většinou vztahuje k souřadnicovému
systému, ke kterému daný element patř́ı. Pravý horńı index
ř́ıká, v kterém souřadnicovém systému jsou souřadnice ele-
mentu vyjádřeny. Např́ıklad počátek souřadnicového systému
1 (bod) O1 má souřadnice v souřadnicovém systému 1:
O1

1 = (0, 0, 0)T , ale v souřadnicovém systému 0 má souřadnice

O0
1 = O0

0 + t00.
Geometricky:

~OP = ~O0O1 + ~O1A+ ~AB + ~BP .

Algebraicky:

P 0 = p0
0 = t00 + un0 + vt0 + wb0.

Přepsáno:
p0
0 = t00 + R0

1p
1
1.

Obrácená transformace:

p1
1 = −R0T

1 t00 + R0T
1 p0

0.
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Homogenní souřadnice

hP

x

y

z

1
      

eP

Euclidean space

0

homogeneous coordinates space

line of equivalent points
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Homogenńı souřadnice

Zaved’me homogenńı souřadnice takto:
Euklidovské (metrické) Homogenńı - projektivńı

x =

 x
y
z

 ⇒ x =


x
y
z
1


x =

 x/w
y/w
z/w

 ⇐ x =


x
y
z
w

 ∧ w 6= 0

neexistuje
(nevlastńı bod)

⇐ x =


x
y
z
0



Lze snadno ukázat, že v homogenńıch souřadnićıch:

x = Axb,

kde A je matice 4x4:

A =

[
R t00

0 0 0 1

]

Inverzńı matice:

A−1 =

[
RT −RT t00
0 0 0 1

]
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Posloupnost transformací souřadnic

y

z
x

z

x

zO
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O

O
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1

1

1
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t
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2
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Transformace přes v́ıce souřadnicových systémů v eukli-
dovských souřadnićıch

P 0 = p0
0 = t01 + R0

1p
1
1 = t01 + R0

1(t12 + R1
2p

2
2)

a v homogenńıch souřadnićıch:

P 0 = p0
0 = A0

1A
1
2p

2
2 = A0

bA
b
2P

2

P 0 = A0
1A

1
2A

2
3A

3
4 . . .A

n−1
n Pn. (23)
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Vlastnosti rotační matice - opakování

� čtvercová, 2x2 (rotace v rovině), 3x3 (rotace v prostoru),
� reálná,
� vektory řádků i sloupců mají jednotkovou velikost,
� vektory řádků resp. sloupců jsou k sobě kolmé,
� determinant det(R) = 1,
� inverze matice je transpozicí R−1 = RT

� v rovině otáčí okolo počátku,
� v prostoru směrový vektor osy, okolo které se rotuje, je vlastní vektor matice rotace,
� množina všech rotací tvoří speciální ortogonální grupu SO(2), resp. SO(3).

1 23 45 67 89 1011 1213 1415 1617 1819 2021 2223 2425 2627 2829 3031 3233 3435 3637 3839 4041 4243 4445 4647 4849 5051 5253 5455 5657 5859 6061 6263

ROBOTICS: Vladimı́r Smutný Slide 61, Page 35



Vlastnosti transformační matice Ta
b v robotice

� reprezentuje pohyb (rotaci, posun) v rovině, resp. v prostoru,
� nereprezentuje obecné zrcadlení, zvětšení, zkosení, promítání,
� čtvercová, 3x3 (v rovině), 4x4 (v prostoru),
� reálná,
� hlavní vedoucí podmatice velikosti n-1 je rotační matice Ra

b,
� poslední sloupec bez posledního prvku je vektor ze souřadného systému a do
souřadného systému b,

� tedy struktura
Ta
b =

[
Ra
b tab

0 0 0 1

]
,

� determinant det(T) = 1.
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