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1 Uvod a popis problému

V tomto cviceni byste si méli osvojit pouzivani metody cross-validation pro vybér
modelu. Metodu pouzijeme na konkrétnim problému aproximace experimentalné
nameéfenych dat polynomem. Stupen polynomu, ktery by se pro aproximaci mél
pouzit, neni pfedem znamy. Je tfeba ho urcit tak, aby vysledna aproximace co
nejlépe odpovidala skutecnému pritbéhu mérené funkce.

Problém je nasledujici. Mame k dispozici K vzorkt (z1,y1), ..., (Tx, yr), kde
y; je zméfend hodnota nezndmé realné funkce f(x) v bodé z;.

Nameétené vzorky y; jsou poruseny Sumem, ktery ma v nasem piipadé Gaus-
sovské rozdéleni N (0, o) s nulovou stiedni hodnotou a varianci o. Uvazujeme tedy
model méfeni

y = f(z) + N(0,0). (1)

Nagim cilem je aproximovat nezndmou funkci f(x) polynomem p(z, a, d)
p(r,a,d) =ag+a; -+ ... +ag- 2%, (2)

kde d je stupen polynomu a vektor a = [ag, ay, ..., a4] je vektor koeficientt tohoto
polynomu. Chceme zvolit takovy stupen polynomu d a takovy vektor a*, aby tato
aproximace byla co nejlepsi.

Jak to vSak provést? Predevsim je tfeba si rozmyslet, co znamend “nejlepsi
aproximace funkce”. Tradi¢ni volbou je hodnoceni chyby aproximace jako souc¢tu
odchylek aproximace od namérenych dat umocnénych na druhou a hledani tako-
vych parametri aproxima¢niho modelu, které tento soucet minimalizuji (= me-
toda nejmensich ¢tvercti). Ukazme si takovy pristup na piikladé, ktery se nam v
dalsim bude hodit. Necht zvoleny Fad polynomu je d a mame danu podmnoZinu
namétrenych vzorki. Ta nechf je zaddna mnozinou T, ve které jsou indexy vybra-
nych vzorku, tj. T C {1,2,...,K}. Vektor a* se ve smyslu nejmensich ¢tvercii



(Least Squares, LS) spo¢ita jako
a* = argmin Z(yZ — p(zy,a,d))?. (3)

VyfteSeni této tlohy je popsédno v oddile 2. Ted se vSak zamysleme, jestli
bychom pomoci metody nejmensich ¢tvercit dokazali najit jak a*, tak i stupen
polynomu d. Odpovéd zni Ze ano, ale FeSeni by se ndm nelibilo. Pro vysoké stupné
polynomu d totiz dochéazi k tzv. “pfefitovani”. To znamenad, Ze s rostoucim fadem
polynomu chyba na trénovacich datech klesé (nebo je dokonce nulovd), ale poly-
nom s vysokym stupném nemusi viibec dobtfe odpovidat skuteéné funkei f(z).

Nyni se dostavame k principu metody cross-validation. V tomto ptipadé se
urc¢i stupen polynomu d tak, aby byla nejmensi tzv. cross-valida¢ni chyba Ecross-
Cross-valida¢ni chyba se spocita nasledujicim zptsobem. Nahodné rozdélime na-
méfenou mnozinu dat (z1,41), ..., (T, yx ) na n skupin. Tyto skupiny necht jsou
opét zadany pomoci mnozin indext vzorki, které oznacme Si, S5, ..., S,. Tyto
mnoziny nechf se neprekryvaji, jsou stejné velké a jejich sjednoceni da celou
mnozinu, takze J, S; = {1,2,..., K}. Témto mnozindm budeme fikat “testo-
vaci”.

Vypocet cross-valida¢ni chyby popisuje nasledujici pseudokod:

o fori=1:n,
— Vytvor “trénovaci” mnozinu vzorkl 7; jako doplnék testovaci mnoziny
S;. Tj. v T; jsou indexy vsech vzorki, které nejsou v .S;.
— Odhadni vektor a* na trénovaci mnoziné 7; na zakladé nejmensich
¢tverci (3).
— Spocti chybu na F; na testovaci mnoziné S; jako soucet kvadrati od-
chylek aproximace od vzorki.

e end.

e Spocti cross-valida¢ni chybu Ecross jako prumér z testovacich chyb Ecross
1 S LB
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Podle poc¢tu podmnozin n mluvime o tzv. n-fold cross-valida¢ni chybé. Oblibena
je volba n = 10. Pozn: limitni pfipad, kdy n je rovno poctu naméfenych dat se
nazyva leave-one-out.

2 Metoda nejmensich ¢tvercu

Nasim cilem je ur¢it parametry polynomu tak, aby stfedni kvadraticka chyba na
trénovaci mnoziné byla minimalni. Tento problém lze jednoduse zapsat v mati-



covém vyjadfeni. Zavedme nésledujici znaceni
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Problém odhadu vektoru a* pomoci nejmensich ¢tvercii 1ze maticové zapsat jako

a* =argmin(X-a—y)’ - (X-a—y) (5)

a

Tento problém ma analytické feSeni

a* = (XT-X)t. X"y (6)

3 Zadani cvideni

1. Implementujte metodu nejmensich ¢tverci pro odhad parametri polynomu
podle popisu v sekci 2.

2. Implementujte metodu cross-validation pro nalezeni stupné polynomu s
nejmensi cross-validacni chybou. Stupné polynomu volte v rozmezi 1 az 10.
Trénovaci mnozinu ulozenou v MAT-souboru si stahnéte zde. Pro rozdéleni
dat na trénovaci a testovaci mnozinu muzete pouzit funkci crossval.m.

3. Zobrazte zavislost cross-validacni chyby a trénovaci chyby na stupni poly-
nomu.



