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1 Uvod

Cilem tohoto cviceni je implementace uciciho algoritmu Support Vector Machi-
nes (SVM). SVM je algoritmus realizujici princip minimalizace strukturalniho
risku. Problém minimalizace strukturalniho risku je preveden na problém ma-
ximalizace vzdalenosti rozdélujici nadroviny klasifikdtoru k bodim z trénovaci
mnoziny - tato vzdalenost se nazyva margin. A konecné problém maximalizace
margin je preveden na problém minimalizace kvadratického kritéria. Ve vhod-
ném vyjadfeni tohoto kritéria se body z trénovaci mnoziny vyskytuji pouze ve
formé skalarnich soucinti, coz ndm umoznuje pouzit jadrovych funkci k zobecnéni
rozdélujici nadroviny na nelinedrni klasifikator (nelinedrni rozdélujici nadplochu).

2 SVM pro separovatelny pripad

2.1 Pfima Gloha

Linedrni SVM hledaji nadrovinu (w,z) + b = 0, kterd maximalizuje vzdalenost
od bodi z linearné separovatelné trénovaci mnoziny {(x1,y1), (22, y2), ..., (1, y1) },
kde x; € R" je trénovaci vzor a y; € {+1,—1} je jeho identifikator tiidy (label).
Problém hledani nadroviny maximalizujici vzdalenost od ttid je ekvivalentni vy-
feSeni optimalizac¢ni tlohy

1
(1,1) = argarin 5] 8
za podminek

Pokud vytesime tlohu dostaneme vektor w a prah b jenz nam urcuji hledanou
nadrovinu.



2.2 Dudalni uloha

Avsak je vyhodné nefesit tuto tlohu pfimo, ale prevést ji na tzv. dualni ulohu.
Cilem duélni dlohy je nalézt ¢isla oy, ¢ = 1, ..., [, ktera jsou feSenim tlohy
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Vyhodou dualni ulohy je to, Ze zde jiz nemusime optimalizovat vektor w, ale pouze
readlna cisla a; za podstatné jednodussich omezeni, nez tomu bylo v primarni
uloze.

Poznamka o dualité v kvadratické optimalizaci Pfechod od piimé k du-
alni tloze stoji na teorii lagrangeovské duality v optimalizaci, kterou jste mozna
neprobirali. Viz napt. knihu [I] (kterd je volné na www) nebo skripta Prof. Ste-
chy. Jednd se o to, ze ke kazdé tloze kvadratické (ale i linedrni i jiné) optimali-
zace muzeme sestrojit tlohu dudlni, ktera je v izkém vztahu s ptivodni tlohou
(nazyvanou potom primdrni nebo primou). Jak se toto sestrojeni provadi zde
nebudeme vysvétlovat. Ale naznac¢ime tii véty, které specifikuji vztah primarni a
duélni tlohy:

e Optima obou tloh se rovnaji (tzv. véta o silné dualité).

e Jsou-li obé tlohy v optimu, nemiize se stat, ze by sobé odpovidajici ome-
zujici podminky primarni a dudalni tlohy byly najednou splény s ostrou
nerovnosti — tj. alespoi jedna je splnénd s pfesnou rovnosti (tzv. véta o
komplementariteé).

e Pokud je jedna tloha nespinitelnd (tj. jeji omezujici podminky nelze splnit),
druhad tloha je neomezend (tj. jeji optimum se mize zlepSovat nade vSechny
meze). A naopak.

2.3 Od dualniho feseni zpét k prfimému

Po vyfteSeni dualni tlohy je nutné z optimalnich dualnich proménnych « nalézt
optimalni proménné primé tlohy w a b, které urcuji rozdélujici nadrovinu. Vektor



w uréime pomoci minimalizace Lagrangeovy funkce za znalosti a (podrobnosti
vynechvavame):
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Posunuti b zjistime pomoci véty o komplementarité mezi dualnimi ilohami, podle
které mtze v pfimé podmince [2| nastat rovnost jen tehdy, kdyz «; > 0. Definujme
tedy mnozinu

I = {Z 0 < Oéi}

Tato mnozina vlastné obsahuje indexy trénovacich bodi jez lezi ve vzdalenosti
+1 nebo —1 od rozdelujici nadroviny — jsou to vlastné indexy support vectors.
Pak se posunuti b urci jako

b= ﬁ > (yi - Z%%(%Jﬁ) (5)
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2.4 Nelinearni SVM

Dalsi velkou vyhodou je fakt, ze data x; se v dudlni tloze vyskytuji pouze ve
formé skalarnich souc¢inu. To nam umozinuje pouzit jadrovych funkci pro hledani
nelinearniho klasifikatoru misto rozdélujici nadroviny. Celda modifikace spociva
pouze v zaménéni vSech skalarnich soucini (x;, z;) za piislusnou jadrovou funkei
k(z;,z;). Klasifikaci bodu = provedeme podle znaménka funkce

I
f(z) = Z ayik(xi, x;) + b,

coZ neni nic jiného nez urceni na jaké strané rozdélujici nadplochy (w, ¢(z))+b =
0 ve vyrovnaném pitiznakovém prostoru klasifikovany bod x lezi. Funkei f(x) jsme
ziskali dosazenim rovnice (4 do f(z) = (w, x)+b a nahrazenim skaldrniho sou¢inu
jadrovymi funkcemi.

3 SVM pro neseparovatelny pripad

Pti definovani priméarni tlohy (|1f) jsme pfedpokladali, ze data z trénovaci mnoziny
jsou separovatelna, coz znamend, ze lze nalézt nadroviny jenz rozdéli trénovaci
body s nulovou chybou. Jinymi slovy, body z prvni t¥idy {z;:y; = +1} maji
mit kladnou vzdalenost od rozdélujici nadroviny a body z druhé tiidy {z;:y; =
—1} maji mit zdpornou vzdalenost od nadroviny. Uvedeny pozadavek je vyjadien
soustavou nerovnic priméarni dlohy. Pokud jsou data z trénovaci mnoziny
neseparabilni pak neexistuje nadrovina, kterda by je oddélila s nulovou chybou
a tudiz ani soustava omezeni neni splnitelna. ReSenim uvedeného problému
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jsou SVM pro neseparabilni ptipad, které jednoduse uvolni soustavu omezeni
pridanim novych relaxa¢nich proménnych &;. Primarni tloha ma potom tvar
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Vidime ze v kritérium @ pribyl novy ¢len C' 22:1 &, ktery vyjadiuje nas poza-
davek na co nejmensi pocet bodt z trénovaci mnoziny porusujicich podminky .
Konstanta C', kterou je nutno zvolit pfed optimalizaci, urcuje zdali uprednostiu-
jeme minimalizaci prvniho ¢lenu (odpovidd maximalizaci margin) nebo minima-
lizaci druhého clenu, jenz odpovida poctu Spatnych bodi porusujicich soustavu
omezeni. Poznamenejme, Ze pro separovatelny pripad muzeme nastavit C' = oo,
protoze lze najit takovou nadroviny, ze zadny bod nebude presahovat. Opét pro
tento pripad je lepsi hledat feSeni v jeho dualnim vyjadfeni, které se od dudlni
tlohy pro separovatelny pripad lisi pouze v pridani nové omezujici podminky
0 <a; <C. A tedy dudlni tloha SVM pro neseparovatelny ptipad je
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C>a; > 0, 1=1,2,...,1,

!
Z ay; = 0.
i=1
Zpét k pfimému feSeni se prejde podobné jako v neseparabilnim ptipadé —
pouze mnozina I musi byt dana jako
I={i:0<a;<C}

Dodate¢né podminka «; < C' zarudi (dle komplementarity), ze & = 0.

4 Numerické reseni

Pro feseni kvadratického optimalizacniho kritéria dualni tlohy pouzijeme funkci
na feSeni kvadratického programovani. Tato funkce typicky vyzaduje maticovy
zépis kvadratického kritéria, ktery snadno ziskdme. Maticové lze dudlni tlohu (8)
zapsat ve tvaru
- 1
&:argmax(&T-l—éciT-H-&) ,

a
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za podminek

ar-jy =0,
i<a < C,
kde
a je vektor [l x 1] hledanych éisel,
H  je matice [l x [] a jeji prvky jsou H(i,j) = yy;k(z;, x;)
C  je vektor [l x 1] obsahujici jehoz prvky jsou rovny C,
y  je vektor [l x 1] obsahujici identifikatory t¥id y;,
I je vektor [l x 1] obsahujici jednicky,
0 je vektor [l x 1] obsahujici nuly.

Konkrétné pouzijeme funkci gsmo z rozpoznavaciho toolboxu. Nezapomeiite
nastavit maximalni pocet iteraci — jinak (hlavné v neseparabilnim ptipadé a vel-
kém C') funkce pobézi velmi (nekonecné) dlouho. Také nezapometite kontrolovat
vystupni ptiznak fikajici, zda optimalizace skoncila Gispésné ¢i netispésné a proc.

Alternativnou je pouzit funkci quadprog z Optimalizacniho toolboxu v Matlabu.
To vsak nedoporucujeme, protoze tato funkce je pomalejsi a jsou s ni i jiné pro-
blémy. V pripadé jejiho pouziti musite k H pficist malou jednotkovou matici,
napt. 107124(4, j), protoze jinak je algoritmus nestabilni.

4.1 Kdy skonc¢i optimalizace aspésné?

Co se stane, kdyz jsou tiidy neseparovatelné a my se snazime fesit SVM pro
separovatelny piipad (nebo, coz je stejné, Fesime SVM pro neseparovatelny pti-
pad, ale nastavime C' = 00)? V tom piipadé bude primérni tloha nesplnitelna
— tj. bud podminky nebudou splnitelné nebo bude minimum optimalizac¢ni
ulohy @+@ rovné +oo. Podle véty o dualité v kvadratické optimalizaci z toho
vyplyva, ze dualni lloha bude neomezena — tj. optimum ulohy nebo bude
rovné +o0o. To je vlastné jasné — protoze podle duality se museji optima navzajem
dudlnich tloh rovnat (zde se obé rovnaji +00).

5 Zadani ulohy
Postupujte podle nasledujicich bodii:

1. Seznamte se se SVM v demonstracnim programu demo_svm ze |Statistical
Pattern Recognition Toolboxu.

2. Implementujte SVM popsany v sekci . Pro teseni problému kvadratic-
kého programovani pouzijte funkci quadprog z optimaliza¢niho toolboxu v
Matlabu.

3. Ovérte funkénost vaseho algoritmu na jednoduchych synteticky vygenero-
vanych datech. Pro generovani dat pouzijte funkci createdata. Trénovaci


http://cmp.felk.cvut.cz/~xfrancv/stprtool/download.html
http://cmp.felk.cvut.cz/~xfrancv/stprtool/download.html

data zobrazte funkci ppatterns a nalezenou rozdélujici nadplochu pomoci
funkce psvm.
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