zápis z pøednáźky

Lineární diskriminaèní funkce

a klasi˛kátory pøedpokládající normální rozdìlení pøíznakù

Jan Vaòáèek, Aleź Kulhánek

2.4.2002

Uvedené téma je zpracováno na základì:

ffl zápisu z pøednáźky r.2001 na podobné téma, kterou zpracovali studenti: Adéla Klimentová, Libor Beneź, Duźan Hlaváè ffl pøednáźky RPZ - 2.4.2002 ffl pøednáźky RPZ - 21.5.2002

Obsah

1 Lineární diskriminaèní funkce 2 1.1 Lineární klasi˛kátor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.2 Pøíklad klasi˛kace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2 Formulace úloh uèení 8 2.1 Metody uèení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.2 Úloha minimalizace empirického rizika . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.3 Úloha minimalizace strukturálního rizika . . . . . . . . . . . . . . 8 2.4 Úloha nalezení optimální nadroviny . . . . . . . . . . . . . . . . . 8 2.5 Zobecnìná Andersonova úloha . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 2.5.1 Algoritmus pro øeźení zobecnìné Andersonovy úlohy . . . 9 2.5.2 ε - øeźení zobecnìné Andersonovy úlohy . . . . . . . . . . 10

3 Struènì o perceptronu 10 3.1 Perceptronový algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 3.1.1 Adaptaèní fáze (uèení) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 3.1.2 Algoritmus uèení perceptronu: . . . . . . . . . . . . . . . 11 3.1.3 Pracovní fáze . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 3.1.4 Noviko¸ova vìta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 3.2 Problém neseparabilnosti dat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4 Kozincùv algoritmus 14 4.1 Popis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 4.2 ε − optimální øeźení . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 4.3 Vstupy algoritmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 4.4 Výstupy algoritmu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15 4.5 Algoritmus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

5 Fischerùv klasi˛kátor 16

1 Lineární diskriminaèní funkce

Máme-li mno¿inu jevù X = {x_1, x_2, . . . , x_n} a mno¿inu tøíd K = {k_1, k_2, . . . , k_m}, pak pro správnou klasi˛kaci v Bayesovské strategii je tøeba nalézt sdru¿enou pravdìpodobnost P (X|k). To je vźak teoretická úloha. V praxi nejsme schopni tuto pravdìpodobnost nalézt. Mù¿eme øeźit pouze Bayesovskou úlohu - tedy pravdìpodobnost P (X|k) nahradit jejím odhadem ^P = (X|k) a sna¿it se minimalizovat støední ztrátu zpùsobenou nepøesností odhadu.

Odhad ^P = (X|k) hledáme z trénovací mno¿iny T = ((x_1, k_1), (x_2, k_2), . . . , (x_n, k_m)). Problémem trénovací mno¿iny je omezená mohutnost, tì¿ko odhadnutelná spolehlivost, èastá pøítomnost chybnì klasi˛kovaných jevù, mo¿nost existence stejných pøíznakù pro jevy rùzných tøíd (napø. výźku 160cm mù¿e mít mu¿ i ¿ena a pøesto má tento prvek trénovací mno¿iny význam pro správné rozhodování) atd.

Druhou mo¿ností je hledat pøímo diskriminaèní funkci d(x) bez nutnosti nalezení odhadu pravdìpodobnosti ^P = (X|k). Sna¿íme se nalézt princip rozhodování bez pøedchozího pochopení zkoumaných dat. 6

- � � � � c c cc c x

x x

x x rozhodovací nadplocha 1 -1

x_1 x_2

Obrázek 1: Lineární rozhodovací funkce

Nejjednoduźźí variantou d(x) je lineární diskriminaèní funkce (LDF). Ta rozdìluje mno¿inu vźech vstupních bodù na 2 mno¿iny. Klasi˛kace do mno¿in se provádí pomocí LDF a souøadnic daného prvku. Výsledkem rozhodování je napø. ohodnocení na "1" pro prvky nad LDF a na "-1" pro prvky pod ní. LDF zasluhují bli¿źí pozornost, neboż

• pro nìkteré statistické modely se optimální strategie (bayesovská i nebayesovská) realizuje pomocí LDF (P (x|w) s normálním rozdìlením se stejnou kovarianèní maticí nebo binární nezávislé pøíznaky)

• nìkteré nelineární diskriminaèní funkce lze vyjádøit jako lineární po vyrovnání pøíznakového prostoru^1:

˘_i : R^d → R, g_k (x) = ∑ i w_{ki}˘_i(x). (1)

1Vyrovnávání pøíznakového prostoru se provádí vhodnì zvolenou transformací souøadnic

• existuje univerzální zpùsob zobrazení pøíznakového prostoru do prostoru pravdìpodobností, kde se øeźení ka¿dé statistické úlohy realizuje lineární funkcí, dùkaz existence LDF pro nezávislé binární pøíznaky (viz rovn. 5 str.7)

• kapacita (VC dimenze) lineárních strategií v n-rozmìrném prostoru je n+2 a uèení je korektní^2.

• existují postupy pro nalezení lineárních diskriminaèních funkcí

{ Perceptron { Kozincùv algoritmus { Support vector machine

Pøíklad transformace pøíznakového prostoru x_1, x_2 → y_1, y_2, y_3, y_4, y_5 : ||x − c||^2 < r^2 (x_1 − c_1)^2 + (x_2 − c_2)^2 < r^2 x^2_1 − 2c^2_1x_1 + c1^2 + x^2 − 2x_2c_2 + c^2 − r^2 < 0 y_1 + ω_2y_2 + y_4 + ω_3y_3 + y_5 < 0 6 - x_2

x_1

6 - x_2

x_1

&%’$^{�⇒}_{Obrázek 2: Transformace pøíznakového prostoru}

Pøi slo¿itìjźích transformacích pak ale nastává problém s dimenzí prostoru pøíznakù (dimenze nového prostoru pøíznakù roste →^{(n+1)2}_2 , kde n je poèet pøíznakù pùvodního prostoru)

Rozhodovací funkci hledáme ve tvaru: d(x) = w · x + w_0 kde w je vektor vah, x je vstupní vektor, w_0 konstanta posunutí.

Pro ka¿dou tøídu z mno¿iny K = {1, 2, 3, . . . , M} je diskriminaèní funkce dána vztahem: g_k(x) = w_k · x + w_{k0}.

kde x je vstupní vektor, w je normálový vektor k rozhodovací nadrovinì (obr. 3), w_{k0} je posunutí rozhodovací nadroviny.

2Vlastnost korektní uèení znamená, ¿e na nekoneèné trénovací mno¿inì konverguje chyba na trénovacích datech ke støední chybì.

6

-_{x1}

x_2

QQ QQ QQ Q QQ QQ QQ QQ Q �^{w0}_{jjwjj}

�Œ^w

�Œ�Æ

Obrázek 3: Rozhodovací nadrovina ve 2D, normálový vektor

Hledaná funkce d(x) potom bude:

d(x) = arg max_{k∈K} g_k(x), (2)

co¿ je stejné jako d(x) = k^∗ ⇐⇒ g^∗_k(x) ≥ g_k(x), k ∈ K, kde g_k(x) je vìrohodnost tøídy k pro vektor x.

Výsledkem tedy bude pro zadaný vstupní vektor tøída, která má maximální vìrohodnost.

1.1 Lineární klasi˛kátor

Lineární klasi˛kátor mù¿e být pøedstavován jako jednoduchý neuron s vá¿enými vstupy a jedním výstupem. Konstantu posunutí ω_0 lze pøièíst na zaèátek normálového vektoru rozhodovací nadroviny, pokud vstupní vektor rovnì¿ na zaèátku rozźíøíme o 1.^3 Tím získáme N + 1 vstupù x a N + 1 vah w_0 . . . w_N .

k ?

@@ @@R � �?

g_k(x)

1 x_1 . . . x_N

w_0 w_1 w_N

Obrázek 4: Jednoduchý neuron

Pro dvì tøídy jsou diskriminaèní funkce dány vztahem:

g_1(x) = w_1x + w_{10}), g_2(x) = w_2x + w_{20}

3zavedeme homogenní souøadnice

Pro porovnání, která funkce je pro dané x vìtźí, nám staèí najít vektor rozdílù:

g_1 − g_2 → 0 ≤ (w_1 − w_2)x + w_{10} − w_{20} (3) 6

- ¸¸¸¸¸

¸¸¸¸¸ ¸¸ � � � � � PPPP

PPPP

PPPP

PP^{rozdíl} g1 g2

x_1 x_2

Obrázek 5: Diskriminaèní funkce pro dvì tøídy jako funkce rozdílu

Ke zmìnì rozhodování potom dochazí, kdy¿ funkce daná rozdílem obou diskriminaèních funkcí prochazí nulou.

1.2 Pøíklad klasi˛kace

Pøíklad:

P (x_i|k) = P^{xi}_{ki} (1 − P_{ki})^{1−xi} = { P^{xi}_k prox_i = 1 1 − P^{xi}_k prox_i = 0 kde x_i jsou binární na sobì nezávislé pøíznaky (i = 1, 2, . . . , N) 1 N . . . x: 2 N - 1

P (x_i = 0|k) P (x_i = 1|k) } potøebujeme znát pro vźechna k

0 0.9 0.6 . . . 0.3 1 0.1 0.4 . . . 0.7

p(x_i|k_i) - jednotlivé þpøíznakyß s urèitou pravdìpodobností p(x|k) = N∏ i=1 P^{xi}_{ki} (1 − P_{ki})^{1−xi}

napø: x = (0, 0, . . . , 1) P ((0, 0, . . . , 1)|k_1) = ∏ p(x_i|k) = 0.9 ∗ 0.6 ∗ . . . ∗ 0.7

Souèin z pøedchozího pøíkladu p(x|k) = N∏ i=1 P^{xi}_{ki} (1 − P_{ki})^{1−xi} (4) pøevedeme pomocí pøirozeného logaritmu na souèet: N∑ i=1 ( x_i ln P_{ki} + (1 − x_i) ln(1 − P_{ki}) )

N∑ i=1 ( x_i(ln P_{ki} − ln(1 − P_{ki})) + ln(1 − P_{ki}) )

N∑ i=1 (x_iw_{ki} + w_{k0}) . . . rozepsaný skalární souèin

x · w + w_0 . . . výsledkem je lin. funkce promìnné x.

(5)

2 Formulace úloh uèení

2.1 Metody uèení

Dle rùzných metod uèení volíme algoritmy, které mají za cíl urèit parametry diskriminaèní funkce (w, b). Takových algoritmù existuje celá øada. Zde je jeden mo¿ný pohled na jejich rozdìlení - dle metod uèení.

1. algoritmy pøizpùsobené podle typu trénovací mno¿iny

(a) koneèná mno¿ina pozorování a jejich skrytých stavù (x_1, k_1), (x_2, k_2) (b) tøídy jsou popsány Gaussovským rozdìlením (nekoneèné mno¿iny)

2. algoritmy pøizpùsobené pro danou formulaci úlohy, kterou øeźí

2.2 Úloha minimalizace empirického rizika R_{emp}(f) = ∑ l C(k_i, f_i) (C = 0 pro k_i = f(x_i); C = 1 pro k_i ≠ f(x_i)) (6)

x x x x c c cc c� � � Zde, pro perceptronový algoritmus je R_{emp} = 0

2.3 Úloha minimalizace strukturálního rizika R_{struct}(f) = ∫ x ∑ k (C(k_i, f(x)) · P (x, k)dx (7) Mez podle Vapnika: R(f) ≤ R_{emp}(f) + R_{struct}(h, 1 e ), (8)

h je VC dimenze.

Pro lineární diskriminiaèní funkce h ≤ R^2 ρ^2_0 + 1 2.4 Úloha nalezení optimální nadroviny

Zde ji¿ nestaèí perceptronový algoritmus pro rozdìlení bodù do dvou tøíd. Pomocí SVM (Support Vector Machine) nebo jiných algoritmù hledáme rozdìlovací funkci:

f(x) = (w^∗, b^∗) = arg max_{f (x)} min_x [ (w, x) + b |w| ] . (9)

2.5 Zobecnìná Andersonova úloha

Máme dvì tøídy k = {1, 2}, P (x|k, z) ( z je nenáhodný zásah) má Gaussovské rozdìlení.

P (x|k = 1) = B(μ^j , σ^j ) j ∈ J_1 P (x|k = 2) = B(μ^j , σ^j ) j ∈ J_2

Hledáme lineární strategii

f(x) = ⟨w, x⟩ + b (1) ≥ < (2) 0, (10)

která minimalizuje max_{j∈J1} S_{J2} ε(f, μ^j , σ^j ), kde ε(f, μ^j , σ^j ) je pravdìpodobnost, náhodný vektor x s Gaussovským rozdìlením N(μ^j , σ^j ) bude klasi˛kován do źpatné tøídy, tj.

f(x) < 0 pro j ∈ J_1 f(x) > 0 pro j ∈ J_2.

2.5.1 Algoritmus pro øeźení zobecnìné Andersonovy úlohy 1. Nejprve nalezneme vektor α, aby vźechny skalární souèiny ⟨α, μ^j ⟩, j ∈ J byly kladné.

2. Potom vypoèítáme body dotyku x_0^j , j ∈ J, èísla r^{∗j} , vybereme mno¿inu J^0 tìch j, pro která platí r^{∗j} = min_{j∈J} r^{∗j} a najít takový smìr ´α, který vyhovuje podmínce ⟨´α, x_0^j ⟩ > 0, j ∈ J^0. (11)

Jestli¿e existuje vektor ´α, který vyhovuje podmínce (11), potom není jediný ale takových vektorù je více. Vybíráme takový vektor, aby derivace funkce −ε(α, μ^j , σ^j ) ve smìru ´α byla co nejvìtźí pro vźechna j ∈ J^0, tj.

´α = arg max_{Δα} min_j ( − ∂ε ( α + t ·^{Δα}_{|Δα|} ) ∂t ) . (12)

3. Nyní hledáme takový parametr t, aby

t = arg max_t min_{j∈J} ε(α + t · ´α, μ^j , σ^j ) (13)

a vektor α = α +t´α. Takový vektor také musí vyhovovat podmínce (11).

4. Pøejdeme znovu na bod (2) algoritmu.

Tento algoritmus má tu nevýhodu, ¿e není zaruèeno jeho ukonèení v koneèném èase. Výhodné ale je, ¿e bìhem iterací stále klesá max_{j∈J} ε(α, μ^j , σ^j ). Pøi pou¿ití algoritmu v programu potom staèí hlídat, jak se pøedchozí hodnota mìní a rozhodovat, zda má cyklus jeźtì pokraèovat.

2.5.2 ε - øeźení zobecnìné Andersonovy úlohy Úlohu lze pøevést na problém rozdìlení nekoneèných mno¿in:

(w, x) + b ≥ 0 (14)

x ∈ X_1(v), x ∈ X_2(v), kde X_1(v) = ⋃ j∈J1 x^j (v), X_2 = ⋃ j∈J2 x^j (v), x^j (v) = {x|⟨(x − μ^j ), (σ^{−j} )^{−1} · (x − μ^j )⟩ ≤ r^2, j ∈ J_1, pak ε_0 = ∫_∞ r 1 √ 2π e^{− 12 x2} dx. (15)

3 Struènì o perceptronu

Diskriminaèní funkce mù¿e být zobecnìna nahrazením lineární funkce g_k(x) = w_kx + w_{k0} (16) monotónní funkcí aplikovanou na lineární kombinaci w a x

g_k(x) = f(w_kx + w_{k0}). (17) Perceptron je jednovrstvá neuronová síż s prahovou aktivaèní funkcí, která se vìtźinou volí jako lichá: f(a) = { 1 pro a>0 −1 pro a<0, co¿ odpovídá funkci sign. Funkce f se nazývá aktivaèní funkce.

3.1 Perceptronový algoritmus

3.1.1 Adaptaèní fáze (uèení) Uva¿ujme dvì tøídy, oznaèíme je 1 a −1 t.j. K = {−1, 1} (lze zobecnit na libovolný poèet). Dále známe trénovací multi-mno¿inu T = ((x_1, k_1), (x_2, k_2), (x_3, k_3), . . . , (x_n, k_n)), co¿ je vstup perceptronového algoritmu. Pak na poèátku (v èase t = 0) uva- ¿ujeme w^0 = (0, 0, 0, . . . , 0). V èase t + 1 klasi˛kujeme vstupní vektor podle k_t(w^tx_t). Pokud je výsledek klasi˛kace nenulové kladné èíslo, byla klasi˛kace správná a nedojde k ¿ádné zmìnì w^{t+1} = w^t. (18) Pokud je výsledkem nekladné èíslo (≤0), nebyla klasi˛kace správná a vektor vah musíme upravit podle vztahu

w^{t+1} = w^t + k_tx_t. (19) Potom musíme projít celou trénovací multi-mno¿inu znovu, abychom mìli jistotu, ¿e nová rozdìlující nadrovina nezpùsobila chybnou klasi˛kaci jiného prvku.

3.1.2 Algoritmus uèení perceptronu:

1. Inicializuj váhy w^0 = 0 (horní index oznaèuje èíslo kroku).

2. Nalezni v trénovací mno¿inì źpatnì klasi˛kovaný vektor (oznaè ho x_t a jeho váhu w^t), pro který platí k_t(w^tx_t) ≤ 0.

3. Pokud nebyl nalezen ¿ádný źpatnì klasi˛kovaný vektor, jsou váhy adaptovány a algoritmus se ukonèí. Byl-li takový vektor nalezen, uprav vektor vah podle pravidla (w^{t+1} = w^t + k_tx_t).

4. Pøejdi na krok 2.

3.1.3 Pracovní fáze Za pøedpokladu, ¿e bylo dokonèeno uèení perceptronu, tj. známe vektor vah w a práh w_0, klasi˛kujeme vstupní vektor x dosazením do vztahu k_t(w^tx_t + w_0). Pokud je vnitøek závorek (tzv. potenciál neuronu) vìtźí nebo roven nule, je vektor x klasi˛kován do tøídy k = 1, v opaèném pøípadì je klasi˛kován do tøídy k = −1.

3.1.4 Noviko¸ova vìta Je-li T (trénovací multi-mno¿ina) lineárnì separabilní (tj. existuje w^′ : k_i(w^′x_i) > 0, i = 1, . . . , n), pak perceptronové uèení konverguje, tzn. po èase t_s pro t > t_s w^t = w^{ts}, s < D^2 ρ^2_0

, (20)

kde D je polomìr nejmenźí opsané koule dat x_i tj. |x_i| < D,

ρ_0 je minimální vzdálenost prvku od separaèní nadplochy ρ_0 ≤ min_i k_i w_0x_0 |w_0| , w_0 urèuje optimální rozdìlující nadplochu. t je poèet krokù algoritmu

6

- ´´ ´´ ´´ ´´ ´´ ´

´´ ´´ ´´ ´´ ´´

´´ ´´ ´´ ´´ ´ c c cc c x

x x

x x rozhodovací nadplocha 1 -1

x_1 x_2

ZZ̃ZZ

ZZZZ̋

2ρ_0 D JJ QQ‘‘ȷȷ� � �D DJ JQQ‘ ‘ȷȷ � � - œ 2D

Obrázek 6: Separabilní data v konvexním obalu

Dùkaz 1

1. ω_0 = 0

2. Hledáme horní odhad velikosti |w^t|. Velikost w^t roste pouze pøi korekci, maximálnì o D^2 |w^t|^2 = |w^{t−1}|^2 + 2k_t(x_tw^{t−1}) ≤0 +|x_t|^2 |x_t|^2 ≤ D^2 (z de˛-

nice D) ⇒ |w^t|^2 ≤ |w^{t−1}|^2 + D^2 do èasu t doźlo k maximálnì t korekcím a tudí¿ |w^t| ≤ tD^2 , neboż |w^0| = 0.

3. ∃ vektor w_0:

k_i(w^0x_i) |w^0| ≥ ρ_0 (pøedpoklad vìty)

w^tw^0 |w^0| = w^{t−1}w^0 |w^0| + k_t(x_tw^0) |w^0| > w^{t−1}w^0 |w^0| + ρ_0 ≥ tρ_0

Schwarzova - Cauchyova nerovnost |w^t||w^0| ≥ w^0w^t

|w^t| ≥ w^tw^0 |w^0| > tρ_0

t^2ρ^2_0 ≤ |w^t| ≤ tD^2

t ≤ D^2 ρ^2_0 6 - ””” ”” ””” ””a_{fififipøípustné hodnoty w2t2}^{|wt|2 t2ρ20 tD2}_t

Obrázek 7: Geometrické znázornìní konvergence

3.2 Problém neseparabilnosti dat

Neseparabilní data mají za následek slo¿itou analýzu a problém minimalizace chyby (poèet chybnì zaøazených vzorù) je NP úplná úloha. Proto je tøeba se spokojit s pravdìpodobnostním algoritmem.

Øeźíme následující úlohu: Jak zastavit uèení perceptronu, aby s pravdìpodobností 1 − η byla chyba maximálnì ε.

⇒ Zavedeme zastavovací pravidlo typu þukonèi uèení po k krocích, jestli¿e m(k) vzorkù za sebou je klasi˛kováno správnìß.

Pravdìpodobnost, ¿e uèení bude zastaveno, i kdy¿ pravdìpodobnost chyby P^ε(w_k) > ε po m(k) úspìźných klasi˛kacích, je

P_k = ( 1 − P (w_k) )_{m(k)} < (1 − ε)^{m(k)}. (21)

K této chybì mù¿e dojít v kterémkoli kroku. Celková pravdìpodobnost zastavení i pøi chybì vìtźí ne¿ ε je P < ∞∑ k=1 P_k < ∞∑ k=1 (1 − ε).^{m(k)←}mù¿eme volit (22)

Poèet správnì klasi˛kovaných vzorkù tedy musí být m(k) = [ 2 ln K − ln η + ln π^2_6

− ln(1 − ε) ] + 1. (23)

4 Kozincùv algoritmus

4.1 Popis

Kozincùv algoritmus hledá vektor w^∗ a práh θ, pro které platí:

w^∗ · x ≥ θ pro ka¿dé x z první tøídy, w^∗ · x < θ pro ka¿dé x ze druhé tøídy.

Nalezení w^∗ a θ urèuje rozhodovací nadplochu v n-dimenzionálním prostoru. Algoritmus pracuje iterativnì a pokud jsou vstupní tøídy lineárnì separabilní, pak se zastaví po koneèném poètu krokù. Nìkteré implementace dovolují omezit maximální poèet krokù a zaèít z de˛novaného stavu daného hodnotami w^∗ a θ. Tento algoritmus je podobný uèícímu algoritmu perceptronu. Problém nalezení optimálního rozdìlení øeźíme kritériem:

w^∗ = arg max_w min_{x∈X} ( w ‖w‖ , overlinex ) . (24)

Toto kritérium lze pøevést na hledání nejbli¿źího bodu z konvexního obalu

w^∗ = arg min_{x∈X} ‖x‖.

LL !!!! � � ,, hhh �c c ccc_{rozdìlující}

nadplocha

XXXy_{w∗}

Obrázek 8: Geometrická pøedstava

Platí: min_{x∈X} ( w ‖w‖ , x_i ) ≤ ρ_0 ≤ ‖w ∈ X‖, dolní mez horní mez

kde ρ_0 je vzdálenost nejbli¿źího bodu od rozdìlující nadroviny.

4.2 ” � optimální øeźení

Pokud upøednostòujeme minimalizaci strukturálního rizika (vylouèení náhodných "źumù"), mù¿eme formulovat úlohu hledání rozdìlující nadplochy tak, ¿e ne vźechny body budou klasi˛kovány správnì. Zvolíme urèité ε - okolí rozdìlující nadplochy, na kterém mohou být body źpatnì klasi˛kovány. Potom kritérium (24) pøechází na: ‖w‖ − ( w ‖w‖ , x ) ≤ ε. (25)

4.3 Vstupy algoritmu

X [NM] - matice obsahující M bodù trénovací mno¿iny v N-dimenzionálním prostoru. X = [x_1, x_2, ..., x_M ], kde x_i je i-tý sloupcový vektor J [1M] - vektor obsahující zaøazení bodù z X do tøíd t_{max} [11] - maximální poèet krokù algoritmu

t [11], w [N1], θ [11] - poèáteèní podmínky algoritmu

4.4 Výstupy algoritmu

w [N1] - normálový vektor hledané rozhodovací nadplochy θ [11] - práh rozhodovací nadplochy solution - rovno jedné pokud je øeźení nalezeno, rovno nule pokud není t [11] - obsahuje údaj o poètu provedených krokù

4.5 Algoritmus

• zadání vstupních parametrù

• transformace pùvodního charakteristického prostoru do homogenních souøadnic (θ = 0)

• první krok v èase t = 0 - inicializace w libovolným vektorem z X

• vrátí první źpatnì klasi˛kovaný bod, který by byl pou¿it pro zmìnu hod- noty solution: (w^t, x_t < 0)

• iteruje dokud není nalezeno øeźení nebo dosa¿eno limitního poètu krokù

{ pøedpokládá, ¿e øeźení existuje (solution = 1) { hledá vektor x z X, pro který w · x ≤ 0 { podle nìj upraví w

• transformuje nalezené øeźení z homogenních souøadnic do pùvodního prostoru

Modi˛kace bodu 4) algoritmu pro ε- optimální øeźení: ‖w‖ − min_t ( wt ‖w^t‖ , x_t ) .

5 Fischerùv klasi˛kátor

Problém uèení klsi˛kátoru pro k tøíd lze pøevést na problém uèení pro jednu tøídu

x -_{MAX} -_{TØÍDA}

f_1(x) = (w_1, x_j )

f_k(x) = (w_k, x_j )

Obrázek 9: Fischerùv klasi˛kátor

Mìjme trénovací mno¿inu {(x_1, k_1); (x_2, k_2); . . .}. Úlohou, kterou zde øeźíme je nalezení vźech vektorù w_1 . . . w_k.

x x x x c ccc c

hhhhZ ZZZ � � (w_1, x) (w_2, x)

(w_3, x)

Obrázek 10: Trénovací mno¿ina

Takovou úlohu lze pøevést na problém (w, y) > 0, pro y ∈ Y, kde (26) Y = {[x_j , −x_j , 0, . . . , 0], [x_j , 0, −x_j , 0, . . . , 0], [x_j , 0, . . . , 0, −x_j ]} w = [w_1, w_2, . . . , w_k] |Y | = (k − l) · l Pøíklad transformace:

Vybere jeden bod z tøídy 3 a zapíźeme podmínky pro w_1 . . . w_3: (w_3, x_j ) > (w_1, x_j ) (w_3, x_j ) > (w_2, x_j ) −(w_1, x_j ) + (w_3, x_j ) > 0 −(w_2, x_j ) + (w_3, x_j ) > 0 y_1 = [−x_j , 0, x_j ] (w_3, y_1) > 0 y_2 = [0, −x_j , x_j ] (w_2, y_2) > 0 Takto formulovanou úlohu ji¿ øeźí napø. perceptronový nebo Kozincùv algoritmus.

Pozn.: Fisherùv klasi˛kátr mù¿eme pou¿ít pro zobecenìní SVM na více tøíd.

Reference

[1] Adéla Klimentová, Libor Beneź, Duźan Hlaváè:

Zápis z pøednáźky. FEL, Kybernetika 2001 (http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/courses/recognition/zapis 01/5/rpz5.pdf)

[2] Michail L Schlesinger, Václav Hlaváè: 10 pøednáźek z rozpoznávání.

Vydavatelství ÈVUT, Praha 1999