VõÂcevrstvyÂ perceptron a RBF sõÂteÏ

Michal KraÂkora, Michal Sojka

5. cÏervna 2001

Obsah

1 VõÂcevrstvyÂ perceptron 2 1.1 Struktura võÂcevrstveÂ perceptronoveÂ sõÂteÏ . . . . . . . . . . . . . . . 2 1.2 AktivacÏnõÂ funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.3 UcÏenõÂ võÂcevrstvyÂch sõÂtõÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 1.4 Metoda zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ (back-propagation) . . . . . . . . . . . . 4 1.5 PouzÏitõÂ metody zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 1.6 ProbleÂmy metody zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . 9 1.7 PrÏesnost võÂcevrstvyÂch perceptronuÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 1.7.1 Vliv deÂlky treÂnovacõÂ mnozÏiny . . . . . . . . . . . . . . . 11 1.7.2 Vliv pocÏtu neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ . . . . . . . . . . . . 12

2 RBF sõÂteÏ 13 2.1 KruhoveÂ funkce . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 2.2 Vztah RBF sõÂtõÂ k interpolaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 2.3 UcÏenõÂ RBF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1 VõÂcevrstvyÂ perceptron

JednovrstveÂ neuronoveÂ sõÂteÏ (perceptrony) jsou schopny rÏesÏit pouze omezenyÂ okruh probleÂmuÊ. VõÂcevrtsveÂ sõÂteÏ neÏkteraÂ jejõÂch omezenõÂ odstranÏujõÂ. V teÂto kapitole se zameÏrÏõÂme na popis zaÂkladnõÂch pricipuÊ võÂcevrstvyÂch perceptronuÊ a na zpuÊsob jejich ucÏenõÂ.

V roce 1969 Minsky a Papert ukaÂzali, zÏe dvouvrstvaÂ sõÂt’ je schopnaÂ prÏekonat omezenõÂ jednovrstvyÂch perceptronuÊ, ale nenasÏli zpuÊsob jak upravovat vaÂhy skrytyÂch neuronuÊ na vstupech. OdpoveÏd’na tuto otaÂzku byla publikovaÂna azÏ roku 1986 veÏdci Rumelhartem, Hintonem a Wiliamsem. HlavnõÂ mysÏlenkou jejich rÏesÏenõÂ je nahrazenõÂ nespojiteÂ prahovacõÂ funkce funkcõÂ spojitou (diferencovatelnou), cozÏ umozÏnÏuje pouzÏitõÂ gradientnõÂ metody optimalizace prÏi ucÏenõÂ.

Pro vyÂpocÏet hodnot vah se pouzÏõÂvaÂ metoda zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ, kteraÂ muÊzÏe byÂt chaÂpaÂna jako zobecneÏnõÂ delta pravidla pouzÏõÂvaneÂho u perceptronu sõÂtõÂch (viz [1], kapitola 3.4)

1.1 Struktura võÂcevrstveÂ perceptronoveÂ sõÂteÏ

ZaÂkladnõÂ stavebnõÂ jednotkou võÂcevrstvyÂch percepronovyÂch sõÂtõÂ (multi-layer perceptron, MLP) je perceptron (neuron) zobrazenyÂ na obraÂzku 1.

w_1 Σ

1 x_1 x_2 . . .

s

x_d y f

θ w_n

ObraÂzek 1: struktura perceptronu

Tento perceptron transformuje svuÊj vstup x_1, . . . , x_d na vyÂstup y dle vzorce y = f (_d ∑ i=1 w_ix_i + θ ) = f (_d ∑ i=0 w_ix_i ) = f(s) (1) kde se θ nahradõÂ vahou w_0 na vstupu x_0 = 1. Funkce f se nazyÂvaÂ aktivacÏnõÂ funkce a budeme se jõÂ podrobneÏji zabyÂvat daÂle.

VõÂcevrstveÂ sõÂteÏ muÊzÏeme podle jejich struktury rozdeÏlit do neÏkolika kategoriõÂ. My se zde budeme veÏnovat pouze tzv. sõÂtõÂm s doprÏednyÂm sÏõÂrÏenõÂm. KromeÏ nich existujõÂ takeÂ naprÏõÂklad rekurentnõÂ sõÂteÏ, ve kteryÂch jsou vyÂstupy sõÂteÏ prÏivedeny zpeÏt na vstup.

SõÂteÏ s doprÏenyÂm sÏõÂrÏenõÂm majõÂ vrstvenou strukturu. KazÏdaÂ vrstva se sklaÂdaÂ z jednotek (neuronuÊ), jejichzÏ vstupy x jsou spojeny bud’se vstupy celeÂ sõÂteÏ nebo s vyÂstupy prÏedchozõÂ vrstvy. VyÂstupy smeÏrÏujõÂ pouze do naÂsledujõÂcõÂ vrstvy. PrÏõÂklad cÏasto pouzÏõÂvaneÂ dvouvrstveÂ sõÂteÏ je na obraÂzku 2.

∑ f ∑ f ∑ f ∑ f

∑ f̃ y_{o1} y_{oNo}

∑ f̃

w^{(h)}_{11} w^{(h)12} w^{(1)N}h^{Ni} w^{(o)}_{11}

x_1 x_2 x_{Ni} y_{h3} y_{h1}

h_{Nh} h_1 h_2 o_1 o_{No}

ObraÂzek 2: Struktura võÂcevrstveÂ sõÂteÏ

V kazÏdeÂ vrstveÏ jsou propojeny vsÏechny vstupy kazÏdeÂho neuronu se vsÏemi vyÂstupy prÏedchozõÂ vrstvy. PoslednõÂ vrstva se nazyÂvaÂ vyÂstupnõÂ (output). OstatnõÂm vrstvaÂm rÏõÂkaÂme skryteÂ (hidden). To proto, zÏe vyÂstup neovlivnÏujõÂ prÏõÂmo, ale pouze prÏes dalsÏõÂ neurony.

Takovouto sõÂt’muÊzÏeme chaÂpat jako strukturu realizujõÂcõÂ funkci

y_k(x) = f̃ N_h∑ j=1 w^{(o)}_{kj} f N_i∑ i=0 w^{(h)}_{ji} x_i (2) kde:

N_i je dimenze prÏõÂznakoveÂho prostoru N_h je pocÏet neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ N_o je pocÏet vyÂstupuÊ f, f̃ jsou nelineaÂrnõÂ aktivacÏnõÂ funkce (mohou byÂt stejneÂ) KromeÏ nejrozsÏõÂrÏeneÏjsÏõÂch dvouvrstvyÂch sõÂtõÂ se pouzÏõÂvajõÂ i võÂcevrstveÂ sõÂteÏ (naprÏõÂklad cÏtyrÏvrstveÂ) a to i prÏesto, zÏe bylo dokaÂzaÂno, zÏe i sõÂtõÂ s jednou skrytou vrstvou a nelineaÂrnõÂ aktivacÏnõÂ funkcõÂ lze s libovolnou prÏesnostõÂ aproximovat jakoukoliv funkci se spocÏetneÏ mnoha nespojitostmi.

1.2 AktivacÏnõÂ funkce

V jednovrstveÂm perceptronu je jako aktivacÏnõÂ funkce pouzÏita funkce f = sign(x). Funkce signum nenõÂ diferencovatelnaÂ a proto se u võÂcevrstvyÂvh sõÂtõÂ pouzÏõÂvajõÂ jineÂ funkce, ktereÂ se jõÂ blõÂzÏõÂ svyÂm pruÊbeÏhem, ale diferencovatelneÂ jsou. NejcÏastsÏji pouzÏõÂvanyÂmi funkcemi jsou sigmoida f(s) = 1 1 + e^{−s} (3) hyperbolickyÂ tangens f(s) = e^x − e^{−x} e^x + e^{−x} nebo lineaÂrnõÂ omezenaÂ fce.

1.3 UcÏenõÂ võÂcevrstvyÂch sõÂtõÂ

UcÏenõÂm võÂcevrstveÂ neuronoveÂ sõÂteÏ rozumõÂme proces, prÏi neÏmzÏ se snazÏõÂme naleÂzt vaÂhy w tak, abychom minimalizovali chybu na treÂnovacõÂ mnozÏineÏ.

Vzhledem k diferenciovatelnosti aktivacÏnõÂch funkcõÂ muÊzÏeme pro ucÏenõÂ pouzÏõÂt gradientnõÂ metodu optimalizace. Ta je zalozÏena na vyÂpocÏtu gradientu ztraÂtoveÂ funkce a naÂsledneÂm upravenõÂ vsÏech vah ve smeÏru gradientu. UÂ pravy se provaÂdõÂ pro kazÏdyÂ vzorek z treÂnovacõÂ mnozÏiny tak dlouho dokud nenalezneme prÏijatelneÂ rÏesÏenõÂ.

1.4 Metoda zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ (back-propagation)

MeÏjme na pocÏaÂtku võÂcevrstvou neuronovou sõÂt’ s naÂhodneÏ inicializovanyÂmi vahami w_{ki}. Na vstup sõÂteÏ budeme postupneÏ prÏiklaÂdat jednotliveÂ vzorky z treÂnovacõÂ mnozÏiny a budeme meÏnit vaÂhy. Po prÏilozÏenõÂ p-teÂho vzorku zmeÏnõÂme vaÂhu w^′_{ki} = w_{ki} + Δ_pw_{ki}. V naÂsledujõÂcõÂm textu ukaÂzÏeme jak spocÏõÂtat Δ_pw_{ki}

PrÏipomenÏme, zÏe je-li na vstupu sõÂteÏ p-tyÂ vektor z treÂnovacõÂ mnozÏiny, pak je aktivita (vyÂstup) k-teÂho neuronu daÂna

y^p_k = f(s^p_k), (4) kde s^p_k = ∑ j w_{kj}y^p_j + θ_k. (5)

Nejprve je nutneÂ deőnovat ztraÂtovou funkci E = l∑ p=1 E^p, (6)

kde l je deÂlka treÂnovacõÂ mnozÏiny a E^p = E^p(y_1, . . . , y_c) je funkce vyÂstupuÊ sõÂteÏ. Typicky se zavaÂdõÂ

E^p = 1 2 N_o∑ o=1 (K^p_o − y^p_o )^2. (7)

V tomto vztahu je K^p_o zÏaÂdanyÂ vyÂstup o-teÂho neuronu ve vyÂstupnõÂ vrstveÏ^1 prÏi p-teÂm vzorku na vstupu.

Hodnotu o kterou budme prÏi ucÏenõÂ meÏnit vaÂhy budeme hledat jako Δ_pw_{kj} = −γ ∂E^p ∂w_{kj} , (8)

cozÏ je vztah velmi podobyÂ delta pravidlu pouzÏõÂvaneÂmu v jednovrstvyÂch sõÂtõÂch (viz [1], kapitola 3.4).

ParciaÂlnõÂ derivace na praveÂ straneÏ je slozÏka gradientu ztraÂtoveÂ funkce. Proto se tato metoda rÏadõÂ mezi gradientnõÂ metody. JelikozÏ jde o derivaci slozÏeneÂ funkce, bude vztah pro jejõÂ vyÂpocÏet vypadat takto: ∂E^p ∂w_{kj} = ∂E^p ∂s^p_k ∂s^p_k ∂w_{kj} (9) Ze vztahu (5) vyplyÂvaÂ, zÏe druhyÂ cÏlen tohoto soucÏinu je ∂s^p_k ∂w_{kj} = y^p_j . (10)

Deőnujeme-li

1CÏasto je pocÏet vyÂstupnõÂch neuronuÊ roven pocÏtu trÏõÂd do kteryÂch klasiőkujeme a chceme aby pro vzorek patrÏõÂcõÂ do trÏõÂdy k bylo y_k = 1 a y_i = 0 pro i ≠ k. Pak muÊzÏeme prohlaÂsõÂt, zÏe y_j = P (j | x)

δ^p_k = − ∂E^p ∂s^p_k , (11)

muÊzÏeme vztah (8) prÏepsat na

Δ_pw_{kj} = γδ^p_ky^p_j . (12)

NynõÂ stacÏõÂ spocÏõÂtat δ^p_k pro kazÏdyÂ neuron k. ZajõÂmavyÂ vyÂsledek, kteryÂ daÂle odvodõÂme, je, zÏe existuje jednoduchaÂ rekurzivnõÂ metoda vyÂpocÏtu δ, kteraÂ muÊzÏe byÂt chaÂpaÂna jako zpeÏtneÂ sÏõÂrÏenõÂ chyboveÂho signaÂlu sõÂtõÂ.

Pro vyÂpocÏet δ^p_k rozepõÂsÏeme parciaÂlnõÂ derivaci (11) na soucÏin dvou cÏlenuÊ. Jeden cÏlen prÏedstavuje zmeÏnu chyby jako funkce vyÂstupu neuronu a druhyÂ prÏedstavuje zmeÏnu vyÂstupu neuronu jako funkci jeho vstupu. TõÂm dostaneme

δ^p_k = − ∂E^p ∂s^p_k = − ∂E^p ∂y^p_k ∂y^p_k ∂s^p_k . (13)

Zde si vsÏimneme, zÏe podle rovnice (4) ∂y^p_k ∂s^p_k = f^′(s^p_k), (14)

cozÏ nenõÂ nic jineÂho, nezÏ derivace aktivacÏnõÂ funkce f k-teÂho neuronu v bodeÏ s^p_k. Pro vyÂpocÏet prvnõÂho cÏlenu rovnice (13) budeme uvazÏovat dva prÏõÂpady.

1. Pro neurony ve vyÂstupnõÂ vrstveÏ, kde k = o, z deőnice (7) plyne ∂E^p ∂y^po = −(K^p_o − y^p_o ). (15)

DosazenõÂm tohoto a vztahu (14) do rovnice (13) dostaneme

δ^p_o = (K^p_o − y^p_o )f̃^′(s^p_o) (16)

pro kazÏdyÂ vyÂstupnõÂ neuron o.

2. Pro neurony ve skrytyÂch vrstvaÂch (k = h) nejsme schopni jednodusÏe urcÏit vliv neuronu na velikost chyby na vyÂstupu sõÂteÏ. NicmeÂneÏ jsme schopni urcÏit meÏrÏõÂtko chyby, ktereÂ muÊzÏe byÂt zapsaÂno jako funkce vstupuÊ ze skryteÂ do vyÂstupnõÂ vrstvy E^p = E^p(s^p_1, s^p_2, . . . , s^p_j , . . .). MuÊzÏeme tedy psaÂt

∂E^p ∂y^p_h = N_o∑ o=1 ∂E^p ∂s^po ∂s^p_o ∂y^p_h = N_o∑ o=1 ∂E^p ∂s^po ∂ ∂y^p_h N_h∑ j=1 w_{oj} y^p_j = = N_o∑ o=1 ∂E^p ∂s^po w_{oh} = − N_o∑ o=1 δ^p_o w_{oh}. (17)

DosazenõÂm tohoto vyÂsledku do rovnice (13) dostaneme

δ^p_h = f^′(s^p_h) N_o∑ o=1 δ^p_o w_{oh}. (18)

Hodnotu δ_h pro h-tyÂ neuron ve skryteÂ vrstveÏ tedy pocÏõÂtaÂme z hodnot δ_o vsÏech neuronuÊ do kteryÂch vede vede vyÂstup h-teÂho neuronu. Tyto hodnoty jesÏteÏ navõÂc vaÂzÏeny (naÂsobeny) vaÂhou spoje mezi teÏmito dveÏma neurony.

Na celyÂ proces se muÊzÏeme podõÂvat take z druheÂ strany ś od vyÂstupu sõÂteÏ. Nebudeme-li pro jednoduchost braÂt v uÂvahu nelineaÂrnõÂ aktivacÏnõÂ funkce, dospeÏjeme k tomu, zÏe zmeÏny vah ve vyÂstupnõÂ vrstveÏ jsou uÂmeÏrneÂ chybeÏ daneÂho vyÂstupu (viz (12) a (16)).

Δ_pw_{oh} = δ^p_o y^p_h = (K^p_o − y^p_o )y_h (19)

Tato chyba se dõÂky (18) promõÂtne takeÂ do neuronuÊ skryteÂ vrstvy. Na tyto neurony se chyba rozpocÏõÂtaÂ v zaÂvislosti na velikosti vaÂhy spoje mezi neurony.

Je tedy videÏt, zÏe chyba na vyÂstupu se sÏõÂrÏõÂ zpeÏt celou sõÂtõÂ a podle nõÂ jsou upravovaÂny vsÏechny vaÂhy.

1.5 PouzÏitõÂ metody zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ

V prÏedchozõÂm textu jsme odvodili vztahy potrÏebneÂ pro ucÏenõÂ võÂcevrstvyÂch neuronovyÂch sõÂtõÂ metodou zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ. NezmõÂnili jsme se ale o tom, jak urcÏit velikost meÏrÏõÂtka γ ve vztahu (8). Tato hodnota urcÏuje velikost kroku s jakyÂm se budeme pohybovat prostorem vsÏech vah prÏi hledaÂnõÂ minima ztraÂtoveÂ funkce. Pro spraÂvneÂ fungovaÂnõÂ gradientnõÂ metody bychom se potrÏebovali pohybovat po krocõÂch inőniezimaÂlnõÂ velikosti, ale to bychom se vyÂsledku moc rychle nedobrali. NejlepsÏõÂ by bylo, aby velikost kroku byla co nejveÏtsÏõÂ a tõÂm by byl pocÏet krokuÊ potrÏebnyÂ k nalezenõÂ minima malyÂ.

VolõÂme-li γ prÏõÂlisÏ velkeÂ, muÊzÏe dochaÂzet k łoscilacõÂmž jako na obraÂzku 3a. Pro maleÂ γ trvaÂ ucÏenõÂ prÏilisÏ dlouho (viz 3c).

c b a

ObraÂzek 3: Vliv velikosti kroku na proces ucÏenõÂ. a) prÏilisÏ velkyÂ krok; b) optimaÂlnõÂ krok; c) prÏõÂlisÏ malyÂ krok

NaleÂzt optimaÂlnõÂ velikost γ jakou znaÂzornÏuje obraÂzek 3b nenõÂ lehkeÂ a proto se pouzÏõÂvajõÂ ruÊzneÂ metody jak upravit velikost kroku v zaÂvislosti na tom, na jakeÂm mõÂsteÏ v prostoru vah se zrovna nachaÂzõÂme.

VlastnõÂ ucÏenõÂ probõÂhaÂ tak, zÏe prÏivedeme na vstup prÏõÂznakovyÂ vektor z treÂnovacõÂ mnozÏiny a łzapropagujememež (vypocÏteme aktivace vsÏech neuronuÊ). VyÂstupnõÂ hodnoty se budou urcÏityÂm zpuÊsobem lisÏit od zÏaÂdanyÂch hodnot. ZmeÏnou hodnot jednotlivyÂch vah docõÂlõÂme toho, aby se chyba zmensÏila. GradientnõÂ metoda postupuje tak, zÏe zjisÏt’uje jak kteraÂ vaÂha ovlivnÏuje vyÂstup.

Jeden krok algoritmu zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ

1. prÏivedeme na vstup vektor x^p

2. spocÏõÂtaÂme odezvy ve vsÏech bodech sõÂteÏ

3. vycÏõÂslõÂme δ^p_o pro vyÂstupnõÂ vrstvu podle vzorce (16)

4. vypocÏõÂtaÂme δ^p_h pro skryteÂ vrstvy sõÂteÏ ś zpeÏtneÂ sÏõÂrÏenõÂ, vzorec (18)

5. spocÏõÂtaÂme vsÏechny Δ_pw^p_{kj} podle (12) a upravõÂme vaÂhy

6. pozorujeme co se deÏje se ztraÂtovou funkcõÂ a prÏõÂpadneÏ postup opakujeme

Tento krok by se meÏl proveÂst minimaÂlneÏ jednou, ale spõÂsÏ neÏkolikraÂt pro vsÏechny vektory z treÂnovacõÂ mnozÏiny.

PouzÏitõÂ sigmoidy jako aktivacÏnõÂ funkce PouzÏitõÂ sigmoidy jako aktivacÏnõÂ funkce je vyÂhodneÂ dõÂky jednoducheÂmu tvaru jejõÂ derivace. Derivaci aktivacÏnõÂ funkce potrÏebujeme znaÂt pro vyÂpocÏet zmeÏn vah jak ve vyÂstupnõÂ vrstveÏ (16), tak ve vrstvaÂch skrytyÂch (18).

Sigmoida je funkce

y^p = f(s^p) = 1 1 + e^{−sp} (20)

a jejõÂ derivace je rovna

f^′(s^p) = ∂ ∂s^P 1 1 + e^{−sp} = − 1 (1 + e^{−sp} )^2 (−e^{−sp} ) = 1 1 + e^{−sp} e^{−sp} 1 + e^{−sp} = = y^p(1 − y^p) (21)

1.6 ProbleÂmy metody zpeÏtneÂho sÏõÂrÏenõÂ

Minimalizace strÏednõÂ kvadratickeÂ chyby na treÂnovacõÂch datech PrÏi ucÏenõÂ minimalizujeme strÏednõÂ kvadratickou chybu na treÂnovacõÂch datech a ne na skutecÏnyÂch testovacõÂch datech (nemaÂme je k dispozici). MuÊzÏeme ale zajistit aby hornõÂ odhad chyby na testovacõÂch datech byl malyÂ.

MuÊzÏeme to prÏirovnat k tomu jako bychom si prÏi rÏesÏenõÂ otaÂzky jakou tramvajõÂ se dostanu nejrchleji do cõÂle vybõÂrali tramvaje podle cÏalounÏenõÂ.

LokaÂlnõÂ minima GradientnõÂ metody konvergujõÂ do lokaÂlnõÂho minima. FungujõÂ tak, zÏe jdou ve smeÏru nejveÏtsÏõÂho gradientu. ChybovaÂ funkce je plnaÂ lokaÂlnõÂch minim a maxim. SõÂt’pak muÊzÏe łuvõÂznoutž v lokaÂlnõÂm minimu i kdyzÏ je v blõÂzkosti minimum mnohem łhlubsÏõÂž.

Pro zabraÂneÏnõÂ uvõÂznutõÂ v lokaÂlnõÂm minimu se pouzÏõÂvajõÂ ruÊzneÂ metody. GradientnõÂ sestup z jedneÂ naÂhodneÂ polohy se nazyÂvaÂ epocha. PouzÏijeme-li prÏi ucÏenõÂ võÂce epoch, vybereme na konci tu nejlepsÏõÂ. MusõÂme si ale uveÏdomit, zÏe maÂ-li neuronovaÂ sõÂt’deset neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ a deset neuronuÊ ve vyÂstupnõÂ vrstveÏ, znamenaÂ to, zÏe gradientnõÂ metoda pracuje v prostoru dimenze 100. PocÏaÂtecÏnõÂ body epoch tedy muÊzÏeme volit mnoha zpuÊsoby a do globaÂlnõÂho minima se stejneÏ nemusõÂme dostat.

SimplexovaÂ metoda pracuje tak, zÏe si pamatuje hodnoty vah ve vrcholech nejjednodusÏsÏõÂho mnohosteÏnu v prostoru daneÂ dimenze a posouvaÂ ten vrchol, u ktereÂho je nejveÏtsÏõÂ ztraÂtovaÂ funkce.

Metoda konjgovaneÂho gradientu ([4] strana 91) je zalozÏena na tom, zÏe v urcÏiteÂm mõÂsteÏ sestupu udeÏlaÂ krok ve smeÏru konjugovaneÂho gradientu, cozÏ je smeÏr velmi blõÂzkyÂ kolmici na gradient. Hodnota ztraÂtoveÂ funkce se tõÂm teÂmeÏrÏ nezmeÏnõÂ a muÊzÏeme se dostat do oblasti kde nedojde k uvõÂznutõÂ v lokaÂlnõÂm minimu.

OchrnutõÂ sõÂteÏ (network paralysis). V pruÊbeÏhu ucÏenõÂ mohou jednotliveÂ vaÂhy nabyÂvat velikyÂch hodnot. V duÊsledku toho muÊzÏe i lineaÂrnõÂ kombinace (5) dosahovat velkyÂch hodnot (kladnyÂch a i zaÂpornyÂch) a prÏi pouzÏitõÂ sigmoidy jako aktivacÏnõÂ funkce bude aktivace neuronu y^p_k blõÂzkaÂ nule nebo jednicÏce. Jak vyplyÂvaÂ z rovnice (21), je uÂprava vah uÂmeÏrnaÂ y^p_k(1 − y^p_k) cozÏ bude cÏõÂslo velmi velmi blõÂzkeÂ nule, a tak dojde teÂmeÏrÏ k zastavenõÂ ucÏenõÂ.

NemusõÂ skoncÏit PrÏi pouzÏitõÂ gradientnõÂ metody nemusõÂ dojõÂt ke konvergenci algoritmu. ZaÂlezÏõÂ to na volbeÏ kroku gradientnõÂ metody (γ). MuÊzÏe se staÂt, zÏe krok bude prÏõÂlisÏ velkyÂ a minimum vzÏdy prÏekrocÏõÂme. Dojde k oscilacõÂm okolo minima a hodnota ztraÂtoveÂ funkce bude teÂmeÏrÏ konstantnõÂ.

PrÏõÂklad: PrÏi kroku 1 km snadno prÏekrocÏõÂme i vrchol Mt. Everestu a je velmi malaÂ pravdeÏpodobnost, zÏe se trefõÂme prÏõÂmo na vrchol.

Proto se v praxi pouzÏõÂvatjõÂ metody, ktereÂ si naprÏõÂklad pamatujõÂ k poslednõÂch krokuÊ a hodnoty ztraÂtoveÂ funkce v teÏchto bodech proklaÂdajõÂ vhodnou funkci u ktereÂ lze snadno analyticky naleÂzt minimum.

1.7 PrÏesnost võÂcevrstvyÂch perceptronuÊ

Chceme-li pouzÏõÂt võÂcevrstvyÂ perceptron ke klasiőkaci, bude naÂs urcÏiteÏ zajõÂmat, jak velkaÂ bude chyba na testovacõÂch datech. Na velikost teÂto chyby bude mõÂt vliv neÏkolik faktoruÊ.

1. PouzÏityÂ algoritmus ucÏenõÂ a pocÏet iteracõÂ. Toto naÂm urcÏuje, jak dobrÏe je sõÂt’ naucÏenaÂ ś jakaÂ je chyba na treÂnovacõÂch datech.

2. DeÂlka treÂnovacõÂ mnozÏiny. Ta urcÏuje, jak prÏesneÏ reprezentujõÂ vzorky z teÂnovacõÂ mnozÏiny hledanou funkci.

3. PocÏet neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ. Ten naÂm udaÂvaÂ łvyjadrÏovacõÂ schopnostž sõÂteÏ. ZatõÂmco u hladkyÂch funkcõÂ si vystacÏõÂme jen s neÏkolika maÂlo neurony, pro slozÏiteÂ funkce s mnoha zvlneÏnõÂmi jich budeme potrÏebovat daleko võÂc.

Abychom se daÂle mohli bavit o velikosti chyb, musõÂme si deőnovat meÏrÏõÂtka chyb. VsÏechny algoritmy pro ucÏenõÂ neuronovyÂch sõÂtõÂ se snazÏõÂ minimalizovat chybu na treÂnovacõÂ mnozÏineÏ. PruÊmeÏrnaÂ chyba na jeden vzorek je deőnovaÂna jako E_{learn} = 1 l l∑ p=1 E^p, (22)

kde l je deÂlka treÂnovacõÂ mnozÏiny a E^p je rozdõÂl mezi zÏaÂdanyÂm a skutecÏnyÂm vyÂstupem (viz (7)). E_{learn} je meÏrÏitelnaÂ beÏhem ucÏenõÂ sõÂteÏ.

Je zrÏejmeÂ, zÏe chyba na testovacõÂch datech muÊzÏe byÂt v mõÂstech mimo body z treÂnovacõÂ mnozÏiny jinaÂ. Chceme-li zõÂskat prÏesneÏjsÏõÂ meÏrÏõÂtko chyby, museli bychom integrovat rozdõÂl mezi zÏaÂdanyÂm a skutecÏnyÂm vyÂstupem prÏes celyÂ deőnicÏnõÂ obor sõÂteÏ. Tento integraÂl muÊzÏeme odhadnout, maÂme-li velkou testovacõÂ mnozÏinu. E_{test} = 1 l_{test} l_{test}∑ p=1 E^p (23)

V dalsÏõÂch odstavcõÂch se budeme zabyÂvat tõÂm, jak tato meÏrÏõÂtka chyb souvisõÂ s deÂlkou treÂnovacõÂ mnozÏiny a pocÏtem neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ.

1.7.1 Vliv deÂlky treÂnovacõÂ mnozÏiny

Vliv deÂlky treÂnovacõÂ mnozÏiny budeme demonstovat na jednoducheÂm prÏõÂkldu. PomocõÂ neuronoveÂ sõÂteÏ s peÏti neurony ve skryteÂ vrstveÏ budeme aproximovat funkci y = f(x). UcÏenõÂ se zastavõÂme v okamzÏiku kdy se chyba na treÂnovacõÂ mnozÏineÏ prÏestane zmensÏovat. MaÂme-li pro ucÏenõÂ k dispozici jen maÂlo vzorkuÊ (rÏekneÏme 4) je situace podobnaÂ jako na obraÂzku 4a. VidõÂme, zÏe E_{learn} je teÂmeÏrÏ nulovaÂ a E_{test} je obrovskaÂ.

ZveÏtsÏõÂme-li pocÏet vzorkuÊ na 10 (obraÂzek 4b), E_{learn} je veÏtsÏõÂ nezÏ v prÏedchozõÂm prÏõÂkladu, ale E_{learn} je mnohem mensÏõÂ. y

x y

x A B ObraÂzek 4: Vliv deÂlky treÂnovacõÂ mnozÏiny. CÏaÂrkovanaÂ cÏaÂra znaÂzornÏuje zÏaÂdanou funkci, prvky treÂnovacõÂ mnozÏiny jsou znaÂzorneÏny kolecÏky. Jak je funkce aproximovaÂna sõÂtõÂ ukazuje plnaÂ cÏaÂra. a) 4 treÂnovacõÂ vzorky. b) 10 treÂnovacõÂch vzorkuÊ.

Kdybychom prÏedchozõÂ pokus opakovali neÏkolikraÂt pro ruÊzneÂ deÂlky treÂnovacõÂ mnozÏiny a vynaÂsÏeli bychom pruÊmeÏrnou chybu v zaÂvislosti na deÂlce treÂnovacõÂ mnozÏiny, dospeÏli bychom k podobneÂ zaÂvislosti jako na obraÂzku 5.

VidõÂme zde, zÏe chyba na treÂnovacõÂ mnozÏineÏ se s rostoucõÂm pocÏtem vzorkuÊ zveÏtsÏuje a chyba na testovacõÂch datech se naopak zmensÏuje. ObeÏ dveÏ chyby konvergujõÂ ke stejneÂ hodnoteÏ, kteraÂ zaÂvisõÂ na łvyjadrÏovacõÂ schopnostiž sõÂteÏ.

E_{learn}

E_{test}

ObraÂzek 5: ZaÂvislost velikosti chyb na deÂlce treÂnovacõÂ mnozÏiny.

1.7.2 Vliv pocÏtu neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ

PodobnyÂ pokus jako v prÏedchozõÂm odstavci muÊzÏeme udeÏlat i nynõÂ, kdy zkoumaÂme vliv pocÏtu neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ na vlastnosti sõÂteÏ. PrÏi staÂleÂ deÂlce treÂnovacõÂ mnozÏiny budeme meÏnit pocÏet skrytyÂch neuronuÊ a budeme pozorovat jak se sõÂt’ naucÏila. VyÂsledky jsou ukaÂzaÂny na obraÂzku 6. DaÂme-li do skryteÂ vrstvy velyÂ pocÏet neuronuÊ (obr. 6b), dochaÂzõÂ k jevu zvaneÂmu prÏeucÏenõÂ.

V praxi nebudeme znaÂt hledanou funkci nikdy prÏesneÏ ś prvky treÂnovacõÂ mnozÏiny budou zatõÂzÏeny sÏumem. Bude-li ve skryteÂ vrstveÏ prÏõÂlisÏ mnoho neuronuÊ, sõÂt’se bude snazÏit łnaucÏit se i sÏumž, cozÏ asi nenõÂ to co bychom potrÏebovali. y

x y

x A B ObraÂzek 6: Vliv pocÏtu neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ na pouzÏitelnost sõÂteÏ. CÏaÂrkovaneÏ je nakreslena zÏaÂdanaÂ funkce, plnaÂ cÏaÂra znaÂzornÏuje aproximaci funkce sõÂtõÂ. KrouzÏky oznacÏujõÂ prvky treÂnovacõÂ mnozÏiny. a) 5 skrytyÂch neuronuÊ. b) 20 skrytyÂch neuronuÊ.

Jak se meÏnõÂ meÏrÏõÂtka chyb v zaÂvislosti na pocÏtu neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ ukazuje obraÂzek 7. Je videÏt, zÏe optimaÂlnõÂ volba pocÏtu skrytyÂch neuronuÊ je ta, kde je nejmensÏõÂ chyba na testovacõÂch datech.

E_{learn}

E_{test}

optimum pocÏet skrytyÂch neuronuÊ

ObraÂzek 7: PruÊmeÏrnaÂ chyba v zaÂvislosti na pocÏtu neuronuÊ ve skryteÂ vrstveÏ.

2 RBF sõÂteÏ

RBF sõÂteÏ (Radial Basis Function Networks) jsou sõÂteÏ, ktereÂ majõÂ podobnou strukturu jako võÂcevrstvyÂ perceptron. NarozdõÂl od neÏho majõÂ ve skryteÂ vrstveÏ tzv. kruhoveÂ baÂzoveÂ funkce a vyÂstup sõÂteÏ je veÏtsÏinou pouze lineaÂrnõÂ kombinacõÂ baÂzovyÂch funkcõÂ. PocÏet baÂzovyÂch funkcõÂ M ≪ l (deÂlka treÂnovacõÂ mnozÏiny). PrÏõÂklad RBF sõÂteÏ je na obraÂzku 8. y_{o1} y_{oNo}

x_1 x_2 x_{Ni}

Φ_M

Φ_1 w_{11} o_1 o_{No} ∑ ∑

Φ_2

ObraÂzek 8: RBF sõÂt’

2.1 KruhoveÂ funkce

KruhoveÂ funkce jsou funkce, jejichzÏ hodota monoliticky klesaÂ nebo stoupaÂ v zaÂvislosti na vzdaÂlenosti od strÏedu baÂzoveÂ funkce.

Typickou a v RBF sõÂtõÂch cÏasto pozÏõÂvanou kruhovou funkcõÂ je gaussiaÂn, kteryÂ maÂ tvar

Φ(x) = exp ( − ‖ x − μ ‖^2 2σ^2 ) . (24)

JinaÂ kruhovaÂ funkce je naprÏõÂklad lomenaÂ funkce

Φ(x) = 1 ‖ x − μ ‖ . (25)

2.2 Vztah RBF sõÂtõÂ k interpolaci

Motivace vzniku RBF je dobrÏe videÏt na probleÂmu interpolace. MaÂme-li funkci h(x) u ktereÂ znaÂme jejõÂ hodnoty pouze v bodech x_i, i = 1, 2, . . . , l

h(x_i) = k_i, (26)

muÊzÏeme hodnotu funkce h(x) v libovolneÂm bodeÏ x hledat ve tvaru

h(x) = l∑ i=1 w_iΦ(‖ x − x_i ‖), (27)

kde Φ(x) je kruhovaÂ funkce se strÏedem v pocÏaÂtku.

ZaÂrovenÏ chceme, aby platil vztah (26) pro vsÏechny body x_i. Tuto podmõÂnku muÊzÏeme zapsat jako

k_i = l∑ i=1 w_iΦ(‖ x − x_i ‖)

nebo maticoveÏ

k_1 k_2 . . k_l = Φ(‖ 0 ‖) Φ(‖ x_1 − x_2 ‖) . . . . . . . Φ(‖ x_1 − x_n ‖) . . . Φ(‖ 0 ‖) w_1 w_2 . . w_l , (28)

Hodnoty koeőcientuÊ w_i pak nalezneme jako rÏesÏenõÂ teÂto rovnice

w = Φ^{−1}k, (29)

kde Φ^{−1} je inverze matice z (28).

PrÏi ucÏenõÂ RBF naÂm nejde o nic jineÂho, nezÏ o interpolaci neznaÂme funkce u ktereÂ znaÂme jejõÂ hodnoty jen pro body z treÂnovacõÂ mnozÏiny.

2.3 UcÏenõÂ RBF

ProbõÂhaÂ ve dvou faÂzõÂch.

1. NejdrÏõÂve musõÂme naleÂzt parametry baÂzovyÂvh funkcõÂ v prvnõÂ vrstveÏ. K tomu pouzÏijeme neÏkteryÂ z algoritmuÊ shlukovaÂnõÂ jako naprÏõÂklad k-means, EM algoritmus nebo editaci k-NN.

2. PoteÂ budeme hledat hodnoty vah neuronuÊ ve vyÂstupnõÂ vrstveÏ. PrÏõÂmeÂ analytickeÂ rÏesÏenõÂ se daÂ naleÂzt metodou nejmensÏõÂch cÏtvercuÊ. DalsÏõÂ pouzÏitelneÂ metody jsou perceptronovyÂ algoritmus nebo gradientnõÂ metody. Metoda nejmensÏõÂch cÏtvercuÊ hledaÂ minimum kriteÂria J_q a bod ve ktereÂm se toto minimum nachaÂzõÂ jsou nasÏe hledaneÂ vaÂhy.

W = arg(min J_q(W)) (30)

Matice hledanyÂch vah W je rozmeÏru N_o × M. TreÂnovacõÂ mnozÏina je mnozÏina dvojic (x_i, k_i) deÂlky l, kde x_i je N_i-rozmeÏrnyÂ vektor a k_i N_o-rozmeÏrnyÂ binaÂrnõÂ vektor tvaru k_i = (0, . . . , 1, 0, . . .) ś zÏaÂdana hodota vyÂstupu. OznacÏõÂme si hodnoty j-teÂ baÂzoveÂ funkce prÏi i-teÂm vzorku z treÂnovacõÂ mnozÏiny jako

y^{(H)}_{ij} = Φ_j (x_i). (31)

Vektor y^{(H)}_i = (y^{(H)}_{i1} , y^{(H)}_{i2} , . . . , y^{(H)}_{iM} ) bude oznacÏovat vyÂstup celeÂ skryteÂ vrstvy prÏi i-teÂm vzorku.

NasÏe kriteÂrium, ktereÂ chceme minimalizovat je podobneÂ jako (6) u võÂcevrstveÂho perceptronu.

J_q(W) = l∑ i=1 (y(x_i) − k_i)^2 = l∑ i=1 M∑ j=1 w_{kj}y^{(H)}_{ij} − k_i 2 (32)

Toto kriteÂrium bude nabyÂvat sveÂho minima pokud bude zaÂvorka na praveÂ straneÏ minimaÂlnõÂ. RÏ esÏenõÂ minimalizace najdeme z naÂsledujõÂcõÂ rovnice [ k_1 . . . k_l ] = W [ y^{(H)}_1 y^{(H)}_2 . . . y^{(H)}_l ] , (33)

nebo zkraÂceneÏ

K = WY^{(H)}.

Tato rovnice je velmi podobnaÂ (28). NemuzÏeme ji ale vyrÏesÏit prÏesneÏ, nebot’ matice Y^{(H)} nenõÂ cÏtvercovaÂ (deÂlka treÂnovacõÂ mnozÏiny je veÏtsÏõÂ nezÏ pocÏet vyÂstupuÊ). RÏ esÏenõÂ, ktereÂ odpovõÂdaÂ minimaÂlnõÂmu kriteÂriu J_q nalezneme pomocõÂ pseudoinverznõÂ matice Y^{(H)+} .

W = KY^{(H)+} (34) Matici Y^{(H)+} spocÏteme naÂsledovneÏ Y^+ = (Y^T Y)^{−1}Y^T (35)

Reference

[1] Ben KroÈse, Patrick van der Smagt. An itroduction to neural networks, eight edition, November 1996 [2] R. M. Hristev. The ANN Book, edition 1 [3] Mark J. L. Orr. Introduction to Radial Basis Function Networks [4] D. Michie, D. J. Spiegelhalter, C. C. Taylor. Machine Learning, Neurual and Statistical Classiőcation, February 17, 1994