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¢ M. Navara: Pravdépodobnost a matematicka statistika, skriptum FEL CVUT,
Vydavatelstvi CVUT, Praha 2007.

¢ J. Novovicova: Pravdépodobnost a matematicka statistika. skriptum Fakulty
dopravni CVUT, Vydavatelstvi CVUT, Praha 2002.

¢ A. Papoulis: Probability, Random Variables and Stochastic Processes,
McGraw Hill, Edition 4, 2002.

¢ http://mathworld.wolfram.com/

¢ http://www.statsoft.com/textbook /stathome.html
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¢ Pravdépodobnost

e Abstraktni matematicky model neurcitosti.

e Modeluje déje, v nichz hraje roli nahodnost.
¢ Statistika

e Popisna nebo inferencni.

e Sbér, organizace a analyza dat.

e Zobecnuje z omezenych / koneénych vzorki.

e Odhad parametrii, testovani hypotéz, atd.
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¢ Los loterie se prodava za cenu 2 EUR.

¢ 1 los z 1000 vyhrava 1000 EUR, ostatni nic. (Tim je dana hodnota losu po
losovani.)

® Za kolik mdme prodat los pred losovanim?

¢ Za 2 EUR by ho koupil jen hlupak. (Nebo ne?)

¢ Hodnota losu pred losovanim je ﬁlooo = 1 EUR = priimérna hodnota po

losovani.

Na to je teorie pravdépodobnosti.

Otazka “Loterie”: ProcC se presto kupuji losy a loterie funguji?
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Dosud jsme predpokladali, ze parametry pravdépodobnostniho modelu jsou znamy.
To je malokdy splnéno.

Priklad (Sportka): Na Sportce se normalné prodélava; jelikoz jsou vyhry
stanoveny podle pocCtu vyherci, je vyhodnéjsi sazet jinak nez ostatni. K tomu
potrebujeme védét, podle jakého modelu sazeji ostatni.

Priklad (ruleta): U rulety se obé strany zajimaji, zda padaji vSechna &isla se
stejnou pravdépodobnosti, presnéji, jak velké jsou odchylky od rovnomérného
rozdéleni. Ale jak to zjistit a jaké je riziko chybnych zaveér(?

Na to je statistika.

Statistika poskytuje daleko vic: nastroj pro zkoumani svéta, pro hledani a
ovérovani zavislosti, které nejsou zjevné.
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Nahodny pokus

Prostor elementarnich jevil je neprazdna mnozina 2 vsech moznych vysledki
daného pokusu.

Elementarni jevy w € € jsou prvky prostoru elementarnich jevii (vysledky pokusu).

Jevové pole A je tvoreno systémem vsech podmnozin prostoru elementarnich
jevi €2.

Nahodny jev A € A je prvkem jevového pole.

Poznamka: pojem nahodného jevu byl zaveden proto, aby bylo mozné definovat
pravdépodobnost, rozdéleni pravdépodobnosti, atd.
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¢ Kilasicka (dnes se jiz nepovazuje za definici pravdépodobnosti, ale metodu

odhadu pravdépodobnosti)

N4
P(A) ~ —
()~
¢ Limitni (Cetnostni)
N
P(4)= lim —=

¢ Axiomaticka (Andreje Kolmogorova 1930)
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() - prostor elementarnich jevi

A - jevové pole

1. P(A)>0, Ac A
2. P() =1.
3. f ANB =(then P(AUB)=P(A)+ P(B), Ac A, BeB.
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je funkce P, ktera jevim prifazuje ¢isla z (0, 1) a splnuje podminky

(P1) Pltrue] =1,

(P2) P [ \ An] = >  Pl|A,], pokud se jevy A,,, n € N, navzajem vylucuji.
neN neN

Z téchto podminek vyplyva:

P|false] =0, P|-A]l=1-— PlA],

jestlize A = B, pak P|A] < P|B|.

Pro korektnost je potreba, aby systém jevi splnoval urcité dalsi podminky.
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¢ If AC Bthen P(B\ A) = P(B) — P(A).

Symbol \ oznacuje mnozinovy rozdil.

¢ P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB).
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Mame pravdépodobnostni popis systému. Dostaneme-li dodatecnou informaci, ze
nastal jev B, zméni se nase znalost o pravdépodobnosti jevu A na

P(A A B)
P(B)

P(A|B) =

coz je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B. Je definovana pouze

pro P(B) # 0.
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¢ P(true|B) =1, P(false|B) = 0.

® Pokud A= \/ A, ajevy A, Ao, ... se navzajem vyluéuji, pak
neN
P(AIB) =S P(ALB).

neN
¢ Jevy A, B jsou nezavislé, pravé kdyz P(A|B) = P(A).

¢ Pokud B = A, pak P(A|B) = 1. Pokud B = —A, pak P(A|B) = 0.

Jevy B;, 1 € I, tvori dplny systém jevii, jestlize se navzajem vylucuji a

\/ B; = true.
i€l
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PRIKLAD: podminéna pravdépodobnost

Jeden hod kostkou. Jaka je pravdépodobnost, ze padne Cislo vétsi nez 3 (jev A) za
podminky, ze padlo liché &islo (jev B).

0 ={1,2,3,4,56}, A={4,56}, B={1,3,5)
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Necht B;, i € I, je Gplny systém jevii a Vi € I: P(B;) # 0.

Pak pro kazdy jev A plati

=Y P(B;) P(A|B;).

=y
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Dukaz:

() ) fynes

=Y P(BiANA) =) P(B;)P(A|B;).

el el
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Necht B;, i € I, je aplny systém jevi a Vi € I: P(B;) # 0.
Pak pro kazdy jev A splnujici P(A) # 0 plati

P(B;) P(A|B;)
> ie1 P(Bi) P(A|B;)

P(B;|A) =

Diikaz (s vyuzitim véty o uplné pravdépodobnosti):

P(B; A A) P(B;) P(A|B;)
PBIA) = =50y =5, P(B) P(AIB)
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¢ Pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z pokusii nebo z modelu, pomoci
nich ur¢ime pravdépodobnosti P(B;|A), které slouzi k “optimalnimu”
odhadu, ktery z jevil B; nastal.

¢ Problém: Ke stanoveni aposteriorni pravdépodobnosti P(B;|A)
potrebujeme znat i apriorni pravdépodobnost P(B;).

¢ Podobné definujeme podminéné rozdéleni nahodné veli¢iny, podminénou
hustotu spojité nahodné veliciny apod.
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Nahodné jevy A, B jsou podminéné nezavislé za podminky C, jestlize

P(A A B|C) = P(A|C) P(B|C) .

Podobné definujeme podminénou nezavislost vice jevil, nahodnych velicin apod.
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P(AN B) = P(A) P(B|A) = P(B) P(A|B)
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Jevy A, B jsou nezavislé < P(AN B) = P(A) P(B).

Priklad

Jeden hod kostkou. Jevy A > 3, jev B liché Cislo. Jsou jevy nezavis|é?

0 =1{1,23,456}, A=1{4,56}, B={1,3,5

P(ANB) # P(A) P(B) < jevy jsou zavislé.
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DISTRIBUCNI FUNKCE NAHODNE VELICINY

Distribu¢ni funkce ndhodné veli¢iny X je funkce F': X — (0, 1) je definovana
pomoci F(x) = P(X < x), kde P je pravdépodobnost.

Vlastnosti:
1. F(x) je neklesajici funkce, tj. pro V dvojici x1 < x2 plati F'(x1) < F(x3).

2. F(X) je zprava spojita, tj. plati lim F(x + h) = F(x).

h—O0T

3.  ® Pro kazdou distribu¢ni funkci plati lim F(x) =0a lim F(x)=1.

r——00 r— 00

Zapsano zkracené: F'(—oo) =0, F(oc0) = 1.

¢ Jestlize jsou mozné hodnoty F'(x) z intervalu (a, b), pak F'(a) = 0,
F(b) = 1.

Kazdou funkci splnujici predchozi tfi vlastnosti mizeme pokladat za distribucni

funkci.
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@ Distribu¢ni funkce F' se nazyva absolutné spojita, jestlize existuje nezaporna
funkce f (hustota pravdépodobnosti) a plati

F(x) = / f(u)du pro kazdé x € X.

¢ Hustota spliuje

/ flr)ydz =1.
¢ Existuje-li derivace F'(x) v bodé z, potom F'(z) = f(x).

® Proa,beR, a<bplati

b
P(a<X<b):/ f(x)dx = F(b) — F(a) .
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F(x)

1
0.8+

0.6

Distribuéni funkce Hustota
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Zakon velkych cisel rika, ze pri velkém poctu nezavislych pokusili je mozné témér
jisté ocekavat, ze relativni Cetnost se bude blizit teoretické hodnoté
pravdépodobnosti.

Jakob Bernoulli, Ars Conjectandi: Usum & Applicationem Praecedentis Doctrinae
in Civilibus, Moralibus & Oeconomicis, 1713, Chapter 4.
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Spojité rozdéleni Diskrétni rozdéleni

Stredni hodnota

o0

E(x)= [ o f(z)da E(z) =Y = P(a)
k-ty ob;g;y moment 5’3

B = [ a* f(2) de B(z) =Y o* P(a)
k-ty centralni moment x

B = | @-p) f@)de (@)= T «* P

Rozptyl, téz disperze

@)

D(z)= [ (z—po)® f(z)dz  E(x)=3 2° P(x)

— 50 x
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Vzajemna kovariance dvou velicin X, Y

Ooy = B (X = p2) (Y = puy))

Kovariancni matice n velicin X5,..., X,
-, ,
Y, =
2
On,q o

Kovariancni matice je symmetricka, pozitivné semidefinitni.
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¢ p-kvantil Q,

P(X<Qp):p

® Median je p-kvantil prop = 0,5

P(X <Q,) =0,5

Poznamka: Median se pouziva jako nahrada stredni hodnoty v robustni
statistice.



http://cmp.felk.cvut.cz

	First page
	ccmp Large DOPORUÈENÉ ÈTENÍ
	ccmp Large PRAVDÌPODOBNOST, STATISTIKA
	ccmp Large PRAVDÌPODOBNOST\ Navarùv motivaèní pøíklad
	ccmp Large STATISTIKA, Navarùv motivaèní pøíklad
	ccmp Large NÁHODNÉ JEVY, POJMY
	ccmp Large PRAVDÌPODOBNOST, ZAVEDENÍ
	ccmp Large AXIOMATICKÁ DEFINICE PRAVDÌPODOBNOSTI
	ccmp Large PRAVDÌPODOBNOST
	ccmp Large ODVOZENÉ VZTAHY
	ccmp Large PODMÍNÌNÁ PRAVDÌPODOBNOST
	ccmp Large VLASTNOSTI PODMÍNÌNÉ PRAVDÌPODOBNOSTI
	ccmp Large PØÍKLAD: podmínìná pravdìpodobnost
	ccmp Large VÌTA O ÚPLNÉ PRAVDÌPODOBNOSTI
	ccmp Large BAYESOVA VÌTA
	ccmp Large VÝZNAM BAYESOVY VÌTY
	ccmp Large PODMÍNÌNÁ NEZÁVISLOST
	ccmp Large SDRU”ENÁ PRAVDÌPODOBNOST
	ccmp Large NEZÁVISLÉ JEVY
	ccmp Large DISTRIBUÈNÍ FUNKCE NÁHODNÉ VELIÈINY
	ccmp Large ABSOLUTNÌ SPOJITÁ DISTRIBUÈNÍ FUNKCE
	ccmp Large PØÍKLAD, NORMÁLNÍ ROZDÌLENÍ
	ccmp Large ZÁKON VELKÝCH ÈÍSEL
	ccmp Large ZÁKLADNÍ CHARAKTERISTIKY NÁHODNÉ VELIÈINY
	ccmp Large KOVARIANCE
	ccmp Large KVANTILY, MEDIÁN
	Last page

