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TAXONOMIE ODHADU @ :
PRAVDEPODOBNOSTNICH MODELU 2/25

1. Podle modelu

¢ Parametrické  p(z,0);  {z1,...,20} — 0.
® Neparametrické  p(xz); {x1,...,z.} — p(x).

2. Podle vstupni informace

A

® Ucleni s ucitelem  p(z,k;0); {(x1,k1)...,(xn, kn)} — 0.
¢ Uceni bez ucitele  p(x,k;60); {z1,...,z,} — 0
3. Podle principu odhadu

¢ Maximalni vérohodnost  p(x, k; 6); § = argmax p(data, ).
0

¢ Bayesovsky odhad  p(x, k;0); § = argmin R(data, 0).
0

¢ Max-min uceni  p(z, k;0); 0 = arg max Ilnin p(x;, 0).
1=1,..., m
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METODA MAXIMALNI VEROHODNOSTI @ C
(angl. maximum likelihood method)

3/25

Dano:

¢ T ={x1,29,...,x,} jsou naméfena data. Predpoklada se i.i.d. =
independently and identically distributed, tj. data namérena nezavisle ze
stejného rozdéleni.

¢ Rozdéleni p(T';0) az na neznamé parametry 0 € ©.

Pravdépodobnost naméreni dat 7' pfi daném 6

p(T;0) = p(a1, @2, ..., 203 0) = || p(:;6)

n=1

se nazyva vérohodnostni funkce.
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MAXIMALNE VEROHODNY ODHAD @
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¢ Maximalné vérohodny odhad éML,

Orir, = argmax p(T;60)
0cO

= argmax log p(T;8) .
0cO

¢ Logaritmicka vérohodnostni funkce (angl. Log-likelihood) L(#).

L(0) =log p(T;0) .
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HLEDANI MAXIMA VEROHODNOSTNI FUNKCE @
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Orrp = argmax H p(x;;0)

pce -
= argmax log H p(x;;0)
0€O ol

= argmax log p xi; 0
hco ;g:: )

L(0)

Sloupcovy vektor parametri 0 = [0, . .. ,Hd]T c R?,
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STACIONARNI BODY VEROHODNOSTNI FUNKCE
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Plan OL(O) =0; zkracené VyL =0
00,
OL(0) B 0
89j _ 8— EZ: Og p xZ?
“. 0
— Z:Zl 8—(9 log p(xue)
1 Op(x;;0)

=0

]

1 p(xq;; 9) (9(93

1
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VLASTNOSTI ODHADU C
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¢ T ={x1,x9,...,2,} je ndhodny vybér z rozdéleni p(z;0).
® 0 je vektor nezndmych parametrd.

® 0 je nihodn4 velitina. Lze u ni mluvit o stfedni hodnot& a rozptylu.
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VLASTNOSTI ODHADU (2) C‘
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® Nestranny odhad E (é) = 0.

. . 2
¢ Eficience odhadu var (9) = F ((9 — 9) .
Nejlepsi odhad ma minimalni rozptyl.
¢ Konzistentni odhad

° E(é)z@pron—mx;,

A

ovar(ﬁ):()pron—mxa.

S rostoucim rozsahem vybéru se hodnoty statistiky blizi skutecné hodnoté.
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ILUSTRACE VLASTNOSTi ODHADU @
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NESTR ANAY VYCHYLENY
r \  p® p(6)
EFICIENTNI ;
9 ©

9) - p(é)

|
, ~ D¢ P
NEEEICIENTN| i A

0 &
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VLASTNOSTI MAXIMALNE VEROHODNEHO ODHADU @
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ML odhad je asymptoticky (tj. pro n — o0)
1. Nevychyleny.
Konzistentni.

Nejlepsi ve smyslu eficience.

=~

Pravdépodobnostni rozdéleni parametru ziskaného maximalné vérohodnym

7N 7/

odhadem se blizi Gaussovu rozdéleni.

Poznamka: Odhad Casto miva uvedené vlastnosti. VV obecnosti zaruku ovsem poskytnout nelze,
protoze napr. hodnoty odhadu nemusi byt realna cisla, a tak nelze tvrdit, jaké ma rozdélen.
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Priklad: Odhad parametrii Gaussova rozdéleni @
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¢ T=A{x1,29,...,2,}
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Priklad: Odhad parametri Gaussova rozdéleni @
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¢ T:{ZIZl,ZEQ,...,QIjn} -ﬂﬂi;:,
o) — 1 —(z—p)* s b
¢ p(x;0) = = exp™ % -’/ : \r
e * v o wiirdeitex —
¢ 0=po]" M

° n —(z—p)*
® p(T;0) =[] plzs;0) = —— exp 2

o

¢ L(0) = logp(T:6) = 3 (~logo — log var + =)

Dale budeme hledat maximum vérohodnostni funkce, tj. najdeme jeji stacionarni

body VgL = 0.
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Priklad: Odhad parametrii Gaussova rozdéleni (2)

OL = [(—2(z;—p)\ 1
8,LL_Z( 2072 )—Oéu—n;xz

13/25
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Priklad: ML odhad diskrétniho rozdéleni @
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‘T:{Cljl,afg,...,iljn} p(le)zel
_ o — | P@
¢ rzeX={12,...,m} p(x;0) =

p(r1,...,xn;0) = H plx;) = H Z p(x) - 0(x; = x)
_ H p(x)n(w)
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Priklad: ML odhad diskrétniho rozdéleni (2) @
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Minimalizujeme L(6) = )  n(x)logp(x)
reX

za omezeni Z plx)=1, plx)>0
reX

Pouzijeme metodu Lagrangeovych multiplikator(

= n(z)logp(x —I—)\<Zp )

reX reX

=———+A=0, proVre
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Priklad: ML odhad diskrétniho rozdéleni (3)

Prepsano z minulé obrazovky

n(z) = -Ap(z) = pla)=-—r

16/25
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POUZITI ML V UCENI S UCITELEM @
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¢ TXK — {(331, kl), (562, kg) cee (Cl?n, kn)}

0
¢ x € X ...diskrétni nebo spojité 91
2
¢ kc K ... diskrétni H — :
0
* pla,k;0) = p(z|k; 0) p(k; 0.4) %

p(Txk;0) H (25, kj3 0) ZH (@j|kj; Ok;) p(K;j]04)

Vytvorime logaritmickou vérohodnostni funkci L(6)
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POUZITi ML V UCENI S UCITELEM (2) C
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L(0) = logp(Txxk:0) =) logp(x;lk;;O,)+ >  p(k;04)

j=1 j=1

= S‘ S‘logp (x|k; Ok) —I—Zp k;l0a)

ke K j€T7.

Pivodni Gloha se rozlozi na | K| + 1 nezavislych dloh.

0 = argmax L(6) = Z log p(z;|k; 0r) , pro Vk € K
O J€T}

HA—argmaxL (0a) = Zp k;l0a)

04
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¢ Tx ={x1,22,...,x,} ... pouze pozorovatelné stavy.
¢ p(x,k;0) =p(x|k;0;) p(k,0,4) ...statisticky model uvazuje skryty stav,
ktery je neznamy.

p(Ty;0) = H p 3337 H Z 33],]6 0)
j=1 j=1 keK
— H Z (z]k; 0) p(k; 0.4)

j=1 keK

L) = logp(T,;0) = Z log Zp z;|k;0) p(k;04)

ke K

— Z log | > pla;|k; 0) p(k; 0.4) (EM)
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POUZITI ML V UCENI BEZ UCITELE (2) @
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VoL(0) = 0 nema analytické reseni!

Pouziva se Expectation-Maximization (EM) algoritmus
@ Iteracni metoda pro odhad ML podle tvaru (EM) na predchozi obrazovce.
® Lze pouzit, kdyz umime udélat ML odhad z T'x .

¢ EM algoritmu bude vénovana samostatna prednaska.
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VLASTNOSTI ML ODHADU
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Klady

¢ ML ma priznivé statistické vlastnosti. Je asymptoticky (n — 00)

nevychyleny, ma nejmensi rozptyl, je konzistentni.

® Pro mnoho “jednoduchych rozdéleni” vede ML na snadné analytické feseni,

viz priklad s gaussianem.
Zapory
¢ Mize mit vice nez jedno feseni stejné kvality.
¢ Existuje jediné globalni feseni, ale je tézké ho najit.

® Pro smési rozdéleni neexistuje analytické reseni, viz EM algoritmus.
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BAYESOVSKY ODHAD PARAMETRU @ s
PRAVDEPODOBNOSTNIHO ROZDELENI 22/25

¢ T={x,x9,...,2,} ...naméfend data.
¢ p(T,0) ...sdruzené rozdéleni T a 6.
¢ 0 € O ...chéape se jako realizace ndhodné veliciny (na rozdil od ML).

¢ p(0) ...mame apriorni znalost o 6.

Odhad 6 = U (T') formulujeme stejné jako v bayesovském rozhodovani se

ztratovou funkci W: © x © — R.
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BAYESOVSKY ODHAD PARAMETRU @ s
PRAVDEPODOBNOSTNIHO ROZDELENI (2) 23/25

Bayesovské riziko
R(W)=> "> p(T,0) W(0,%(T))
T 6

Optimalni rozhodovaci funkce

UH(T) = arg\llinin R(V) = argfinz p(T,0) W(6,¥(T))
0
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BAYESOVSKY ODHAD PRO @ s

W(o,¥(T)) = (0 — ¢(T))2 24 /25
Po dosazeni W*(T') = argq{nin%: p(T,0) (0 — W)?

Pro minimum ztrat musi platit

g () = 20 0P(T:0) _ 35 0p(OIT) p(T) _ pfF) 3 Op(0IT)
p(T) p(T) pit

w (1) = 0 p(6]T)
7
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PRIKLAD, HAZENI MINCI C
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¢ Data (trénovaci posloupnost): T' = {panna, panna, orel, panna, ..., orel}.

¢ Pravdépodobnostni model neznamé mince p(orel) = 1 — p(panna) = O.

¢ Predpokladejme pravdépodobnostni Bernoulliho rozdéleni
p(T]0) = ©F (1 — ©)"F kde n je polet vzorkii v T', k je &islo udavajici
kolikrat padl orel.

1 pro©® € (0,1),

¢ Necht =
echt p(O) { 0 pro ostatni hodnoty.

Op = \p*(T):fo@p(j;J(@T))p(@)d@

Jy O (1 —0)"Fde k41

[iOk1 —-@)n-kde n+2

® Poznamenejme, ze Oy, = % Pro n— > oo také O — Oy,
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