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PLAN PREDNASKY
¢ Motivace, pouziti.
¢ Stochastické kone¢né automaty.
¢ Markovsky statisticky model.

¢ T¥i nejcastéjsi alohy se skrytymi markovskymi modely (rozpoznavani, hledani
nejpravdépodobnéjsi posloupnosti stavii, uceni markovskych statistickych modeld).
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KLASIFIKACE ZAVISLA NA KONTEXTU @
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¢ Misto jednoho rozhodnuti jde o posloupnost rozhodnuti. Tato rozhodnuti
jsou na sobé zavisla.

¢ Obvyklé aplikace: analyza pozorovani ménicich se v ¢ase. Napriklad: fecovy
signal, casova posloupnost tahii rukopisu.

¢ Skryté markovské modely (Hidden Markov Model — zkratka HMM) jsou

“zlatym standardem” v analyze Casovych rad.

¢ Divod? Skryty markovsky fetéz je statisticky model, ktery je jesté
zvladnutelny algoritmy s polynomialni slozitosti.
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Rozpoznavani feCovych signali (z signal z mikrofonu, k fonémy).
Vyhledavani slov v promluvé (x slova, k oznacené kusy promluvy).
Rozpoznavani rukopisnych znaki, on-line (x tahy pera, k podpisy).

Biomedicinské inzenyrstvi, analyza EKG a EEG signala (x signal,
k charakteristiky signalu).

Bioinformatika, analyza DNA sekvenci (x odezvy fluorescencné oznacenych
molekul, k € {A,C,G,T}) nebo (x € {A,C,G, T}, k interpretaéné

vyznamné podposloupnosti).
Mobilni robotika (x body trajektorie robotu, k interpretace trajektorie).

Rozpoznavani v obrazech, ale musi byt zvlastni s usporadanim, napr.
rozpoznavani registracnich znacek aut (x sloupce registracni znacky, k znaky
znacky).
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ANDREJ ANDREJEVIC MARKOV @
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Narozen v Rjazani 1856, zemrel 1922 v Petrohradeé.

Rusky matematik, profesor Univerzity v Petrohradé,

clen Ruské akademie véd, stochastické procesy.
Rozhodujici ¢lanek 1912.

Markovské retézy: posloupnosti nahodnych
proménnych, hodnota nasledujici proménné je urcena
hodnotou predchozi proménné, ale nezavisla na
predchozich stavech.

Pouzil metodu na analyzu versi S. Puskina — Evzen

Onégin.
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MARKOVSKE MODELY A AUTOMATY

6/31

¢ Markovské modely (vCetné skrytych) jsou zvlastnim pfipadem stochastickych
konecnych automatd.

® Markovské modely dovoluji vyjadrit statistické zavislosti dané poradim
pozorovani (stavil) jako napfiklad v Casovych fadach.
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KONECNY AUTOMAT (K,V, X, 4, kg, F) @
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¢ K - koneény pocet stavy automatu;

® V - konecna abeceda vstupnich symboli;
® X - konecna abeceda vystupnich symboli;
® kg - podatedni stav, kg € K;

¢ F C K - cilové stavy;

® 4. K xV — K x X - prechodova funkce stavd.
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AUTONOMNI STOCHASTICKY KONECNY AUTOMAT
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® Zobecnéni kone¢ného automatu.
® Prechodova funkce stavii: d,: X x K x K xV — R
¢ Pocatecni stav: p: K — R.

¢ Autonomni stochasticky automat: zvlastni pripad, kdy vstupni abeceda V'
obsahuje jediny symbol. Vlyjadruje situaci, kdy na vstupu nezalezi.

® Pozdéji uvidime, Ze autonomni stochasticky automat je ekvivalentni se
(skrytymi) markovskymi fetézy.
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FUNGOVANI AUTOMATU C
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Automat funguje ve shodé s rozdélenim pravdépodobnosti

n

p(x7k) :p(mla s 7xn7k07 . 7kn) :p(kO) H p(x’mk‘z‘kz—l)

i=1
To znamena, ze automat:
¢ na pocatku generuje nahodny stav kg s pravdépodobnosti p(kg) a prejde do
nej,
¢ v i—tém okamziku generuje dvojici (z;, k;) s pravdépodobnosti
p(x;, ki|ki—1). Na vystupu dava symbol x; a prechazi do stavu k;.
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PRIKLAD: GENERATIVNI MARKOVSKY MODEL @ s
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Stochasticky konecny automat.

Stav k1: destové nebo snéhové srazky.
Stav ko: zatazeno.

Stav k3: slunecno.

Prechodova matice stavu

04 03 0.3 ]
A=102 06 0.2
0.1 0.1 0.8
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ZNACENI POSLOUPNOSTI

Nahodné posloupnosti

pozorovani  x = ( L1, Lo, .., Tp) € X"
skryté stavy k= (ko, ki, ko, ..., k,) € K"
Znaéeni posloupnosti: (T4, Tai1, - ., Tp) = T°

/ 7/ _ n
pozorovani r = Iy

skryté stavy &k = k§

11/31
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MARKOVSKE POSLOUPNOSTI SE SKRYTYMI STAVY @
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¢ Statisticky model p(z, k) = X" x K" - R.
¢ Markovsky retéz:

Predpokladame, ze pro vsechny posloupnosti
x = (z1,2i4,) ak = (k(z)_la ki, kit 1)
plati

p(@, k) = plk:) p(a, kg ki) p(aiy, kit L) - (1)
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JEN (SKRYTE) STAVY

¢ Vyjdeme z markovské podminky
p(z, k) = p(k:) p(y, ké_l‘ki) p(@iy 1, ki lk:) -

® Pro skryté stavy po scitani pres vsechna mozna pozorovani x vyplyva
markovska vlastnost posloupnosti

p(k) = p(k;) p(ke ki) p(ki k) -

13/31
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SKRYTE MARKOVSKE POSLOUPNOSTI (2) C
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V rovnici p(z, k) = p(k;) p(xi, ki~ ki) p(a 1, kP |k;) budeme scitat pres
posloupnost skrytych stavil £, , a potom posloupnost pozorovani 7', , a ziskame

p( o HH) > >J (z, k) %ako Y Yp z—l—lvkz—l—l i)

z—|—2 z—l—2 z—|—2 z—i—2

= p(al, kb) p(xis1, ki |ks)
Vyuzijeme predchozi vztah rekurzivné a ziskame
p(llf,k') :p(xlw”a'xn)kOa'" H p x?n |kz 1
1=1

Vypocet slozité funkce 2n + 1 proménnych se zjednodusil na vypocet n funkci
p(x;, ki|k;_1) o trech proménnych a jedné funkce p(kg) jedné proménné.
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Uvazujme vSechny mozné dvojice posloupnosti (27, k7 ), které spliuji
markovskou podminku (1).
/volme libovolnou hodnotu 2, 0 < 7 < n. Zvolme libovolnou hodnotu
skrytého parametru k; = o.
Z moznych dvojic markovskych posloupnosti (7, k(') vyberme soubor
posloupnosti, pro néz plati k; = o.
Byt markovkou posloupnosti potom znamena, ze parametry
(1,22, ...,2;), (ko,k1,...,k;—1) ve vybraném souboru posloupnosti jsou

statisticky nezavislé na parametrech (z;11, Tijvo,...,Zp),

(Eit1, kiva, - kn).
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POZOR NA NESPRAVNOU INTERPRETACI @
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¢ Casto se uvadi nepresné zjednodusend interpretace: “Markovska posloupnost
je takova, u niz nezalezi na minulosti, ale jen na soucasnosti."

¢ Tato interpretace je zradna, protoze je sice nespravna, ale od spravné se lisi
jen malo.

¢ llustrujme situaci na mechanickém modelu markovské posloupnosti.
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MECHANICKY MODEL MARKOVSKE POSLOUPNOSTI
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UvaZujme posloupnosti o a k§ reprezentované vrcholy v roviné. Nékteré
vrcholy jsou spojeny pruzinami (zobrazenymi pomoci seCek) oznalujici
statistickou vazbu v markovském modelu.

Predstavme si, ze napr. vrchol x3 zacne oscilovat. Diky vazbam postupné
zaCnou oscilovat vsechny ostatni body.

¢ Pokud jsou hodnoty x1, ..., x4 fixovany, jsou urCeny i hodnoty ko, ..., k.

¢ Kdyz zafixujme napr. vrchol k3, potom se model rozlozi na dvé nezavislé

Casti: (a) vrcholy ko, k1, ko, 1, T2, x3. (b) vrcholy x4, k4.
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DEKOMPONOVATELNY STATISTICKY MODEL >
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¢ Zvlastni priklad ¢asto uvazovany v literature.
* Predpoklada se: p(s, kilki 1) = p(ilks) p(kilki_1).
¢ Potom plati
n n n
p(x, k) = p(ko) ] p(ai, kilki—1) = p(ko) T plalks) T] p(kilki-1)
i=1

1=1 1=1

¢ Mechanicky model
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PRIKLAD DEKOMPONOVATELNEHO MODELU @ :
Tahani kulicek z misek

19/31

kulicka © = {Cerna, bila}
miska k = {1, 2}

p(k=1)=0.5 p(x=>bilalk=1)=0.8 p(x =bilalk =2) = 0.2
p(k=2)=05 plx==Cemilk=1)=02 p(x =~cermalk =2)=0.8

Tahani plk=1k=2)=1 plk=2k=2)=0
z misek stfidavé  pk=1k=1) = plk=2k=1)=1
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1. Rozpoznavani téz ohodnoceni statistického modelu: (dynamické
programovani, v angl. literature algoritmus forward-backward). Dany
parametry HMM (statistickych model(), cilem je spocitat pravdépodobnost,
Ze je pozorovana posloupnost x. Trida odpovida nejpravdépodobnéjsSimu
modelu. Pouziva se pro rozpoznavani.

2. Hledani nejpravdépodobnéjsi posloupnosti skrytych stavi: (algoritmus Viterbi,
dynamické programovani). Dan statisticky model a posloupnost pozorovani
x. Cilem je najit nejpravdépodobnéjsi posloupnost skrytych stavi k.

3. Uceni statistického modelu: (algoritmus Baum-Welsh, vyuzivda EM
algoritmus). Dana struktura modelu, tj. pocet skrytych stavi a trénovaci
mnozina. Cilem je najit parametry modelu, tj. pravdépodobnosti

p(xi, kilki—1).
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ULOHA ROZPOZNAVANI @ s
téz OHODNOCENI STATISTICKEHO MODELU 21/31

Formulace ulohy

® Necht a, b jsou dva autonomni stochastické automaty se stejnym poctem
stavli X a vystupnich symboli X.

¢ Statistické vlastnosti automatu se lisi.
Automat a je popsan: p.(ko) a pa(xi, ki| ki—1), ko € K, k; € K, x; € X,
1 =1,2,...,n.
Podobné automat b je popsan: py(ko) a pe(zs, ki | ki—1).
Pozn.: zde pro jednoduchost pravdépodobnosti nezavisi na indexu . Obecné
mohou a nase Uvahy plati take.

¢ Uloha ohodnocenf statistického modelu (té7 (iloha rozpoznavani) mé pri
znalosti statistickych modelli automati rozhodnout, ktery automat generoval
posloupnost pozorovani x1, o, ..., x,.
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Ulohu rozpoznavani Ize vyjadFit jako minimalizaci bayesovského rizika (napf.
pro jednoduchost pravdépodobnost chybného rozhodnuti). Formulace mize
byt jako Neyman-Pearsonova tloha, minimaxni tloha, atd.

Je potrebné spocitat pro automaty a, b odpovidajici marginalni
pravdépodobnosti p, (1) a pp(x]).

Rozhodne se napt. podle maximalni vérohodnosti p,(z7) / pp(x}).

NejnaroCnéjsi ¢asti tlohy je spocitat pravdépodobnosti p,(x7) a pp(z?).
Vypocet je stejny pro automaty a i b, a tak index nebude uvadén.


http://cmp.felk.cvut.cz

‘@ Pl
ALGORITMUS PRO ULOHU ROZPOZNAVANI C
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Vzpomenme na markovsky statisticky model
p(ilf,k) :p($1,...,$n,k0,... H p 332, ‘kz 1
1=1
Nas nyni zajima marginalni pravdépodobnost p(x) = p(x, k). Vyjadfi se jako

keK
mnohocetna suma

:Zp(k,x TY Y Yp ko) H p(xi, ki | ki—1) -

P¥imy vypocet neni prakticky, protoZe s¢itancii je |K|™1. Vzorec Ize
ekvivalentnimi transformacemi upravit do pouzitelného tvaru.
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ALGORITMUS ROZPOZNAVANI (2) C
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Pri sCitani podle stavu k; lze vytknout Cinitele nezavisejici na k;. Vyjdeme z jiz
znamého

ZZp(ka: YY Ykao H p(xi; ki | ki—1) -
k ko k1 i=1

nlk'n

Po vytykani se prevede na
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ALGORITMUS ROZPOZNAVANI (3)

Mirime k rekurzivnimu algoritmu. Ve vztahu po vytykani

ko k1 k;
Z p(xn—h kn—1 ‘ kn—Q) Zp(xna Fn ‘ kn—l)
kn—l kn

si oznacime dil¢i soucty pro?2 =1,2,...,n jako

fi(kz’—l) — Zp(xzakz‘kz—l) Zp<$i—|—laki—|—l ’kz)
ki k

141

Y (@1, ko1 | kne2) Y p(@n, kn | kno1)
kn—1 kn

a ziskame algoritmus vypoctu

25/31
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ALGORITMUS ROZPOZNAVANI (4) @
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Vypocet probiha odzadu posloupnosti

fi(k ZPCE‘@, il kic1) fia(ke), i=1,2,...,n—1; 4

Polet operaci pfi vypoctu je dmérny |K|* n
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NEJPRAVDEPODOBNEJSI POSLOUPNOST SKRYTYCH @ s
STAVU 27/31

Formulace ulohy
¢ Dan statisticky model p(x, k) = p(ko) ] p(xs, kilki—1) .
i=1

¢ Hled4 se rozhodovaci strategie ¢: X" — K" t1

¢ Bayesovské riziko R(q) = > > p(a, k) W(x,q(x)) .
rxeX keK

¢ Jednoducha pokutova funkce

0 prok =q(z).

Wik, a(z)) = { 1 prok # q(x) .

Cilem je najit strategii q(x) minimalizujici riziko R(q).
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ODVOZENI BAYESOVSKE STRATEGIE @

= argmax
kc Kn—l—l

= argmax..

ko

= argmax..

ko

= argmax..

ko

28/31

p(z, k)

= argmax p(x, k)

Z p(fﬁa k/) ke Kn+1

k’EK"‘I'l

.maxpko H p(x;, kilki—1)
1=1

.n}ﬂix log (p(ko) 1:[1 p(%,h&l))

n

.max | log p(ko) +  log p(x;, ki’kz‘—ll

©(ko) 1=1 qi(ki—1,k;)
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FORMULACE JAKO HLEDANI NEJKRATSI CESTY V @ :
GRAFU 29/31

¢ Orientovany graf s vrcholy a hranami orientovanymi zleva doprava mezi nimi.
Pocate¢nim vrcholem je « a cilovym vrcholem 3. Zbylych |K|(n + 1)
mezilehlych vrcholl indexujeme dvojici (0,7), c € K,i=0,1,...,n.

¢ Priklad grafu pro n = 3 a mnozinu skrytych stavi K = {A, B, C'}.

%(A’A) m Q2(A’A) /'\ Q3(A’A)
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ALGORITMUS HLEDANI NEJKRATSI CESTY

Dynamické programovani. Graf ma zvlastni tvar. Je zaruceno usporadani.
(analogie — poslové).

fi(o) je délka nejkratsi cesty (~ casu) z vrcholu « do (o, 17).
Algoritmus Viterbi 1967 (nezavisle Vincjuk 1968):
¢ folo) = ¢(o)

® Opakovanéproi=1,...,n, ocec K
filo) = I}’H% (fi(o") 4+ qi(0’,0)). Draha posla, ktery prisel nejdrive.

o'E
ind;(o) = argmin ( f;(c) + q;(¢’,0)). Vrchol, z néhoz prisel prvni posel.
o'e K

® Nakonec:

k, = argmin f,, (o), k;_1 = ind;(k;). Rekonstrukce nejkratsi cesty.
ceK
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PRIKLAD NA VITERBIHO ALGORITMUS @
31/31

(s = 60 (12
A

= AR
2.V

EEE PRSP P

Sipky oznaduji ind; (o). Sipky se pouZiji pro nalezeni optimalni cesty. Téchto cest

muize byt vice. V nasem prikladé jsou to kromé AAAC i AABC nebo AACC.
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