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1 O ¢em to je a o ¢em ne?
Co maji nasledujici vyroky spoleé¢ného?

1. V loterii pravdépodobné nevyhraji.

2. Dalnici pravdépodobné projedu bez nehody.

3. Snéhové podminky umozni p¥isti mistrovstvi svéta v lyZovani.

4. Snéhové podminky p¥i p¥istim mistrovstvi svéta v lyZzovani budou dobré.

5. Na 50. km dalnice pojedu rychlosti nejvyse 110 km /hod.

V &em se toto vyroky lisi?
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.V loterii pravdépodobné nevyhraji.

Jasna pravidla. Lidé se uc¢astni v nadéji, Ze budou ,jednim z milionu“. Vysledek
nelze ovlivnit.

. Dalnici pravdépodobné projedu bez nehody.

Nejasna pravidla. Lidé se ucastni v nadéji, Ze nebudou ,jednim z milionu”.
Viysledek Ize ovlivnit.
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. Snéhové podminky p¥i pFistim mistrovstvi svéta v lyZovani budou dobré.

Nejasna pravidla i vysledek, ktery nelze ovlivnit.

. Na 50. km dalnice pojedu rychlosti nejvy$e 110 km /hod.

Jasna pravidla, vysledek Ize ovlivnit, ale nelze jej teoreticky ovéFit.
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1.1 Teorie pravdépodobnosti

je nastroj pro uclelné rozhodovani v systémech, kde budouci pravdivost jevi zavisi
na okolnostech, které zcela nezname.

Poskytuje model takovych systémi a kvantifikaci vysledki.

Pravdépodobnostni popis = chovani systému

1.2 Statistika

je nastroj pro hledani a ové&fovani pravdépodobnostniho popisu realnych systémiu
na zakladé jejich pozorovani.

Chovani systému = pravdépodobnostni popis

Poskytuje daleko vic: nastroj pro zkoumani svéta, pro hledani a ovérovani zavislosti,
které nejsou zjevné.
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2 Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

2.1 Laplaceova (klasicka) definice pravdépodobnosti

Pfedpoklad: Nahodny pokus s n € N rlznymi, vzajemné se vylucujicimi vysledky,
které jsou stejné mozneé.
Pravdépodobnost jevu, ktery nastava pravé pfi k z téchto vysledkd, je k/n.

1. problém: , stejné mozné"“=, stejn& pravdépodobné,” ale co to znamena? (definice
kruhem!)

Elementarni jevy jsou vSechny ,,stejn& mozné" vysledky.

MnoZina vSech elementarnich jevi: Q2

Jev: A C Q2

Umluva. Naddle budeme jevy ztotoznovat s pFislusSnymi mnoZinami elementarnich
jevl a pouZivat pro né mnoZinové operace (misto vyrokovych).
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2.1.1 Zakladni pojmy

Jev jisty: €2, 1

Jev nemozny: 0, 0

Konjunkce jeva (,and”): AN B
Disjunkce jevu (,,or"): AU B
Jev opaény k A: A=Q\ A
A= B: ACB

Jevy neslucitelné (=vzajemné se vyluéujici): A1,...,Ap: N A; =0
1<n

Jevy po dvou neslucitelné: Aq,..., An:Vi,je€{l,...,n}, 1 #£7: A4,NA; =10

Jevové pole: v8echny jevy pozorovatelné v ndhodném pokusu, zde exp €2 (=mnoZina
v8ech podmnoZin mnoZiny Q)



2.1.2 Pravdépodobnost

jevu A:

P(4) = o,

kde | .| zna&i pocet prvkii mnoZiny
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2.1.3 Nahodna velic¢ina

je libovolna funkce X : 2 — R

St¥edni hodnota:

1
EX == ) X(w),
" weQ

kde n = |Q|.

Interpretace: Je-li hodnota nahodné veli¢iny hodnotou vyhry ve hre, pak stredni
hodnota je spravedlivd cena za udast ve hte.
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2.2 Vlastnosti pravdépodobnosti

P(A) € (0,1)
P(0)=0  P(1)=1

P(A) =1 - P(A)

AC B = P(A) < P(B)

AC B= P(B\ A) = P(B) — P(A)
ANB=0= P(AUB) = P(A) + P(B)

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

(aditivita)
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2.2.1 Uplny systém jevi
tvofi jevy B;, © € I, jestlize jsou po dvou nesluditelné a |J B; = 1.
el

Specialni p¥ipad pro 2 jevy: {C,C}

Je-li {Bjq, ..., Bp} tplny systém jevii, pak

En: P(B;) =1
1=1

a pro libovolny jev A

n
P(A) = ZP(AﬂBi) :
1=1
Specialné:

P(A)=P(ANC)+P(ANC).



2.3 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti



2.3 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekone¢né mnoziny jevii, geometrickou pravdépodobnost...



2.3 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekone¢né mnoziny jevii, geometrickou pravdépodobnost...

Priklad: Podil plochy pevniny k povrchu Zemé je pravdépodobnost, Zze ndhodné

Vel

vybrany bod na Zemi leZi na pevniné (je-li vybér bod(i provadén ,,rovhomérné



2.3 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekone¢né mnoziny jevii, geometrickou pravdépodobnost...

Priklad: Podil plochy pevniny k povrchu Zemé je pravdépodobnost, Zze ndhodné

Vel

vybrany bod na Zemi leZi na pevniné (je-li vybér bod(i provadén ,,rovhomérné

Priklad: Na linkovany papir hodime jehlu, jejiz délka je rovna vzdalenosti mezi
linkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne néjakou linku?



2.3 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekone¢né mnoziny jevii, geometrickou pravdépodobnost...

Priklad: Podil plochy pevniny k povrchu Zemé je pravdépodobnost, Zze ndhodné

Vel

vybrany bod na Zemi leZi na pevniné (je-li vybér bod(i provadén ,,rovhomérné

Priklad: Na linkovany papir hodime jehlu, jejiz délka je rovna vzdalenosti mezi
linkami. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne néjakou linku?

3. problém: Nedovoluje iracionalni hodnoty pravdépodobnosti.
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2.3.1 Rozsifeni Laplaceova modelu pravdépodobnosti

Priklad: Misto hraci kostky hazime krabi¢kou od zapalek, jejiZz strany jsou nestejné
dlouhé. Jaka je pravdépodobnost moznych vysledk(?

P¥ipustime, Ze elementarni jevy nemusi byt stejné pravdépodobné.
Ztracime ndvod, jak pravdépodobnost stanovit. Je to funkce, kterd jeviim pf¥ifazuje
¢isla z intervalu (0,1) a spliiuje jisté podminky. Nemame navod, jak z nich vybrat

tu pravou.

Tato nevyhoda je neodstranitelnd a je diivodem pro vznik statistiky, kterd k danému
opakovatelnému pokusu hleda pravdépodobnostni model.
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(Dle [Zvéra, St&pan].)

V urné je n rozlisitelnych objektl, postupné vytahneme k.

vybér S vracenim bez vraceni
o, ; variace s opakovanim variace bez opakovani
usporadany e n
n (n—Fk)!
. | kombinace s opakovanim kombinace bez opakovani
neusporadany n+k—1 n B (n)
( k ) Hn—k) — \k

Z této tabulky pouze kombinace s opakovanim nejsou v8echny stejné pravdépodobné
(odpovidaji riznému poétu variaci s opakovanim) a nedovoluji proto pouZiti Lapla-
ceova modelu pravdépodobnosti.

Permutace (poradi) bez opakovani: Tvofime posloupnost z n hodnot, p¥i¢emZ
kazda se vyskytne pravé jednou. Polet permutaci je n! (je to specialni p¥ipad variaci
bez opakovani pro n = k).



Permutace s opakovanim: Tvofime posloupnost délky k z n hodnot, pficemz j-ta

hodnota se opakuje k;-krat, ?:1 kj = k. PoCet riiznych posloupnosti je

k!
kil kpl

Specidlné pro n = 2 dostavame
kL k! __(k)
kil - kol kyl-(k—ky)!  ‘“ky/’

coZ je polet kombinaci bez opakovani (ovem ki-prvkovych z k prvki).




Véta. Pro dané k € N a pron — oo se pomér poctii variaci (resp. kombinaci) bez
opakovani a s opakovanim bliZi jedné, tj.

nl S (R

lim =1, lim
n—co (n — k)Ink

Diikaz.

(n — k)l nk - nk

I
—t
N\
=
|
S [~
N—————
N\
=
|

&
|
=
N—————
—t

(k) _n-1) - (n-(k-1) _
("Jfllz_l) (n+(k—1) - (n+1)n

_1-q) - (-5

(1D (1431

(pocet Cinitell k je konstantni). []




Disledek. Pro n > k je pocet variaci (resp. kombinaci) s opakovanim pFiblizné

n! , n . n
(n — k)! ()

B k

Jednodussi byva neusporadany vybér bez vraceni nebo usporadany vybér s vra-
cenim.
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2.5 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Elementdarnich jevl (=prvkd mnoZiny Q) muiZe byt nekoneéné mnoho, nemusi byt

stejné pravdépodobné.

Jevy jsou podmnoZiny mnoziny €2, ale ne nutné vsechny; tvofi podmnoZinu A C

exp €2, kterd spliiuje nasledujici podminky:

(A1) 0 € A.

(A2) Ac A= A€ A

neN

Systém A podmnoZzin n&jaké mnoziny Q, ktery spliiuje podminky (A1-3), se nazyva

co-algebra.



Disledky: Q=0¢c A

(VneN:ApeA)= () An= | An e A.
neN neN



Disledky: Q=0¢c A

(VneN:ApeA)= () An= | An e A.
neN neN

P¥irozeny napad A = exp 2 vede k neZiadoucim paradoxiim.



Disledky: Q=0¢c A

(VneN:ApeA)= () An= | An e A.
neN neN

P¥irozeny napad A = exp 2 vede k neZiadoucim paradoxiim.

(Al) je uzav¥enost na spocetna sjednoceni.



Disledky: Q=0¢c A

(VneN:ApeA)= () An= | An e A.
neN neN

P¥irozeny napad A = exp 2 vede k neZiadoucim paradoxiim.
(Al) je uzav¥enost na spocetna sjednoceni.

Uzavfenost na jakakoli sjednoceni se ukazuje jako p¥ilis silny pozadavek.



Disledky: Q=0¢c A

(VneN:ApeA)= () An= | An e A.
neN neN

P¥irozeny napad A = exp 2 vede k neZiadoucim paradoxiim.
(Al) je uzav¥enost na spocetna sjednoceni.
Uzavfenost na jakakoli sjednoceni se ukazuje jako p¥ilis silny pozadavek.

Uzavfenost na konecna sjednoceni se ukazuje jako p¥ilis slaby pozadavek; nedovo-
luje nap¥. vyjad¥it kruh jako sjednoceni obdélniki.



Disledky: Q=0¢c A

(VneN:ApeA)= () An= | An e A.
neN neN

P¥irozeny napad A = exp 2 vede k neZiadoucim paradoxiim.
(Al) je uzav¥enost na spocetna sjednoceni.
Uzavfenost na jakakoli sjednoceni se ukazuje jako p¥ilis silny pozadavek.

Uzavfenost na konecna sjednoceni se ukazuje jako p¥ilis slaby pozadavek; nedovo-
luje nap¥. vyjad¥it kruh jako sjednoceni obdélniki.

A nemusi ani obsahovat viechny jednobodové mnoZiny, v tom p¥ipadé elementarni

jevy nemusi byt jevy!
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2.5.1 Borelova o-algebra

je nejmensi o-algebra podmnozin R, kterd obsahuje vSechny intervaly.

Obsahuje vSechny intervaly otevfené, uzavfené i polouzavfené, i jejich spocetna
sjednoceni, a nékteré dalsi mnozZiny, ale je mensi nez exp R. Jeji prvky nazyvame
borelovské mnoziny.



2.5.2 Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira)
je funkce P: A — (0, 1), spliiujici podminky
(P1) P(1) =1,

(P2) P( U An) = > P(Apn), pokud jsou mnoZiny (=jevy) Apn, n € N, po dvou
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2.5.2 Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira)
je funkce P: A — (0, 1), spliiujici podminky
(P1) P(1) =1,

(P2) P( U An) = > P(Apn), pokud jsou mnoZiny (=jevy) Apn, n € N, po dvou
neN neN
nesluditelné. (spocetna aditivita)

Pravdépodobnostni prostor je trojice (€2, .4, P), kde €2 je neprazdnd mnoZina, A
je o-algebra podmnoZin mnoZiny Q a P: A — (0,1) je pravdépodobnost.

D¥ive uvedené vlastnosti pravdépodobnosti jsou disledkem (P1), (P2).
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(Konetna) aditivita by byla pfFili§ slaba, nedovoluje nap¥. pfechod od obsahu
obdélnika k obsahu kruhu.

Uplna aditivita (pro jakékoli soubory po dvou neslugitelnych jevi) by byla pfilis
silnym pozadavkem. Pak bychom nep¥ipoustéli ani rovnomérné rozdéleni na inter-
valu nebo na plose.

Pravdépodobnost zachovava limity monotdénnich posloupnosti jevii (mnoZin):
Necht (Ap),,cn je posloupnost jevii.

AiCAC...=> P U An): lim P (Ap),

n—oo
neN

neN



Laplaceuv model Kolmogoroviiv model

konecné mnoho jevl | nekonecné mnoho jevi
p-sti jen racionalni p-sti i iracionalni
P(A)=0=A=0 mozné jevy s nulovou p-sti

p-sti ur€eny strukturou jevl | p-sti neurceny strukturou jevl
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3 Nezavislost a podminéna pravdépodobnost

3.1 Nezavislé jevy

Motivace: Dva jevy spolu ,, nesouvisi*

Definice: P(AN B) = P(A) - P(B).

To je ovSem jen nahrazka, ktera ¥ika mnohem méné&, nez jsme chtéli!
(Podobné jako P(A N B) = 0 neznamen3, Ze jevy A, B jsou nesluditelné.)
Pro nezavislé jevy A, B

P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A)- P(B).

Dukaz:
P(AU B) = P(A) + P(B) — P(A) N P(B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B).



Jsou-li jevy A, B nezdvislé, pak jsou nezdvislé také jevy A, B (a téZ dvojice jevi
A,Ba A,B).



Jsou-li jevy A, B nezdvislé, pak jsou nezdvislé také jevy A, B (a téZ dvojice jevi
A,Ba A,B).
Dikaz:

P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) - P(B) =
— P(A) - (1 — P(B)) = P(A) - P(B).



Jsou-li jevy A, B nezdvislé, pak jsou nezdvislé také jevy A, B (a téZ dvojice jevi
A,Ba A,B).

Dikaz:
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Jsou-li jevy A, B nezdvislé, pak jsou nezdvislé také jevy A, B (a téZ dvojice jevi
A,Ba A,B).

Dikaz:
P(ANB)=P(A)— P(ANB)=P(A)— P(A) - P(B) =
= P(A)- (1 - P(B))=P(A)- P(B).
Jevy Aq,..., Ay se nazyvaji po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva z nich jsou
nezavislé.
To je malo.

MnozZina jevi M se nazyva nezavisla, jestlize

P( N A): ] P(A)

AeK Ael
pro vSechny kone¢né podmnoziny K C M.



3.2 Podminéna pravdépodobnost

Priklad: Fotbalova druZzstva mohla mit pred zapasem rovné Sance na vitézstvi. Je-li
v8ak stav zdpasu 5 minut pred koncem 3 : 0, pravdépodobnosti vyhry jsou jiné.
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Priklad: Fotbalova druzstva mohla mit pfed zdpasem rovné Sance na vitézstvi. Je-li
v8ak stav zapasu 5 minut pred koncem 3 : 0, pravdépodobnosti vyhry jsou jiné.
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nastal jev B, aktualizujeme nasi znalost o pravdépodobnosti jevu A na

P(AN B)

P(B)
coZ je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B. Je definovdna pouze
pro P(B) # 0. (To pfedpokladame i nadale.)

P(A|B) =
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3.2 Podminéna pravdépodobnost

Priklad: Fotbalova druzstva mohla mit pred zdpasem rovné Sance na vitézstvi. Je-li
v8ak stav zapasu 5 minut pred koncem 3 : 0, pravdépodobnosti vyhry jsou jiné.

Mame pravdépodobnostni popis systému. Dostaneme-li dodate¢nou informaci, zZe
nastal jev B, aktualizujeme nasi znalost o pravdépodobnosti jevu A na

P(AN B)

P(B)
coZ je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B. Je definovdna pouze
pro P(B) # 0. (To pfedpokladame i nadale.)

P(A|B) =

V novém modelu je P(B|B) = 0, coZ odrdzi nasi znalost, Ze jev B nenastal.

Podminéna pravdépodobnost je chdpana téz jako funkce

P(AN B)
- P(B)

P(|B): A— (0,1), A

a je to pravdépodobnost v pivodnim smyslu.



Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti:

e P(1|B) =1, P(0|B) = 0.
e Jsou-li jevy A1, Ao, ... jsou po dvou nesluditelné, pak
P( L An B) = ) _ P(Axn|B).
neN neN

e Je-li P(A|B) definovana, jsou jevy A, B nezavislé, pravé kdy? P(A|B) =
P(A).

e BC A= P(A|B) =1, P(ANnB)=0= P(A|B) =0.



Véta o uplné pravdépodobnosti: Necht B;, i € I, je (spo&etny) lplny systém jevi
aViel: P(B;) #0. Pak pro kazdy jev A plati

P(A) =) P(B;)P(A|B;).
icl



Véta o uplné pravdépodobnosti: Necht B;, i € I, je (spo&etny) lplny systém jevi
aViel: P(B;) #0. Pak pro kazdy jev A plati

P(A) =) P(B;) P(A|B;).

el

Dukaz:

P =r((U m)na) = r(U (04) -

— Y P(BinA) =Y P(B;) P(AlB;).
il el



Véta o uplné pravdépodobnosti: Necht B;, i € I, je (spo&etny) lplny systém jevi
aViel: P(B;) #0. Pak pro kazdy jev A plati

P(A) =) P(B;)P(A|B;).
icl

Dukaz:
P(A) = P((LEJIBj) mA) — P(U (B mA)) —

jeI

— Y P(BinA) =Y P(B;) P(AlB;).
il el

P¥iklad: Test nemoci je u 1% zdravych fale$né& pozitivni a u 10% nemocnych fale3né
negativni. Nemocnych je v populaci 0.001. Jaka je pravdépodobnost, Ze pacient s
pozitivnim testem je nemocny?



Bayesova véta: Necht B;, ¢ € I, je (spo&etny) dplny systém jevi a
Vi € I : P(B;) # 0. Pak pro kazdy jev A spliujici P(A) # 0 plati

P(B;) P(A|B;)

P(B;|A) = Ip(Bj) P(A|Bj)

JE
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Vyznam: Pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z pokusti nebo z modelu, po-
moci nich uréime pravdépodobnosti P(B;|A), které slouzi k , optimalnimu* od-
hadu, ktery z jevi B, nastal.



Bayesova véta: Necht B;, ¢ € I, je (spo&etny) dplny systém jevi a
Vi € I : P(B;) # 0. Pak pro kazdy jev A spliujici P(A) # 0 plati

P(B;) P(A|B;)

X P(Bj) P(A|Bj)
jel

P(B;|A) =

Diikaz (s vyuZitim véty o lUplné pravdépodobnosti):

P(BinA) _ P(B;) P(A|B;)

P(A) g P(B;) P(A|B;)
J

P(B;|A) =

Vyznam: Pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z pokusti nebo z modelu, po-
moci nich uréime pravdépodobnosti P(B;|A), které slouzi k , optimalnimu* od-
hadu, ktery z jevi B, nastal.

Problém: Ke stanoveni aposteriorni pravdépodobnosti P(B;|A) potfebujeme znat
i apriorni pravdépodobnost P(B;).



Priklad: Na vstupu informaéniho kandlu mohou byt znaky 1, ..., m, vyskyt znaku 3
oznacujeme jako jev Bj. Na vystupu mohou byt znaky 1,...,k, vyskyt znaku ¢
oznalujeme jako jev A;. (Obykle £ = m, ale neni to nutné.) Obvykle Ize odhadnout
podminéné pravdépodépodobnosti P (AZ-|B]->, Ze znak 5 bude p¥ijat jako ¢. Pokud
zname apriorni pravdépodobnosti (vyslani znaku j) P (Bj>, muZeme pravd&podobnosti
prijmu znakl vypocitat maticovym nasobenim:

P(A1) P(A2) -+ P(4y)] =
P (A1|B1) P (A3|By) --- P(Ag|B1)]
= [P(B1) P(By) --- P(Bm)| P(A1lB2) P (A2l B2) -+ P(Ag|B2)
P(A1Bm) P(AslBm) - P(AyBum),

V8echny matice v tomto vzorci maji jednotkové souéty ¥adki (takové matice nazyvame
stochastické). Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti, pokud byl p¥ijat znak i, je

)= (A,L-|Bj) )= (Bj)
P (A;) '

P (Bj|A;) =



Rozdé&leni pravdépodobnosti vyslanych znaki je

P(B1) P(Bp) -+ P(Bm)|=
P (A1|B1) P (A2(B1)
:[P(Al) P(Ay) --- p(Ak)]. P(A51|Bz) P(AE2|32)
P (A1|Bm) P (A2[Bm)

pokud kK = m a pf¥isludnd inverzni matice existuje.

P (Ag|B1) |
P(A{cle)

P (Ap|Bm).



Rozdé&leni pravdépodobnosti vyslanych znaki je

P(B1) P(By) - P(Bm)| =
| P(A1|B1) P (A2 B) P (Ag|By1) |
— [P(A) P(A3) - P(ay)]. | P UIBD PAdB) e P ARI)
P(A1|Brn) P(Ag|Bm) - P(Ay|Bm).

pokud kK = m a pf¥isludnd inverzni matice existuje.

3.2.1 Podminéna nezavislost

Nahodné jevy A, B jsou podminéné nezavislé za podminky C, jestlize

P(AN B|C) = P(A|C) P(B|C).

Podobné definujeme podminé&nou nezdvislost vice jevi.



4 Nahodné veli¢iny a vektory

4.1 Nahodna velic¢ina

na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je méfitelna funkce X: Q — R, tj.
takova, Ze pro kazdy interval I plati

XM )={weQ|X(w)ellec A



4 Nahodné veli¢iny a vektory

4.1 Nahodna veli¢ina

na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je méritelna funkce X: Q — R, tj.
takova, ze pro kazdy interval I plati

X ={weQ|Xw)elleA

Je popsana pravdépodobnostmi
Px(I)=P[Xe€ell=PHwe| X (w)el}),

definovanymi pro libovolny interval I (a tedy i pro libovolné sjednoceni spocetné
mnoha intervali a pro libovolnou borelovskou mnoZinu).

Py je pravdépodobnostni mira na Borelové o-algeb¥e urcujici rozdéleni nahodné
veliCiny X.

K tomu, aby stacila znalost Px na intervalech, se potfebujeme omezit na tzv.
perfektni miry; s jinymi se v praxi nesetkdme.



Pravdépodobnostni mira Px spliiuje podminky:
Px(R) =1,

PX( U In) = > Px(In), pokud jsou mnoZiny I, n € N, navzdjem disjunktni.
neN neN



Pravdépodobnostni mira Px spliiuje podminky:
Px(R) =1,

PX( U In) = > Px(In), pokud jsou mnoZiny I, n € N, navzdjem disjunktni.
neN neN

Z toho vyplyva:
Px(0) =0, Px(R\I)=1- Px(I),

jestlize I C J, pak Px(I) < Px(J) a Px(J\1I)= Px(J)—Px(I).



Usporngjsi reprezentace: omezime se na intervaly tvaru I = (—oo,t), t € R,
P[X € (=00, )] = PIX < t] = Px((—00,t)) = Fx(#).
Fx: R — {(0,1) je distribu&ni funkce ndhodné veli¢iny X. Ta sta&i, nebot

(a,b) = (=00,b) \ (—00,a), Px((a,b)) =Pla <X <b] =Fx(b) — Fx(a),
(CI,,OO):R\(—OO,CI,>, PX((CL7OO)):1_FX(G’)7
(-oeia)= U (o0 Px((-oea)) = PIX <al = lim Fx(b) = Fx(a—

{a} = (—00,a) \ (—00,a),  Px({a}) = P[X = a] = Fx(a) - Fx(a—),



Vlastnosti distribu¢ni funkce:
e neklesajici,
® zprava spojita,
° t_leoo Fx(t) =0, tl_|>ngo Fx(t) = 1.

Véta: Tyto podminky jsou nejen nutné, ale i postacujici.






0.5
0.b
0.4
0.2

P¥iklad: Redlnému &islu » odpovida ndhodna veli¢ina (zna&end téZ r) s Diracovym

rozdélenim v 7:

PA(I) = {

(Fr je posunutd Heavisideova funkce.)

0 pro r¢l1,
1 pro rel,

0O pro t<r,
1 pro t>1r.

Fr(t) = {



4.2 n-rozmérny nahodny vektor (n-rozmérna nahodna veli¢ina)

na pravdépodobnostnim prostoru (€2, A, P) je méritelna funkce X : Q — R", tj.
takova, Ze pro kazdy n-rozmérny interval I plati

XM N)={weQ|Xw)ellecA.
Lze psat
X(w):(Xl(w)o'“?Xn(w)) 3

kde zobrazeni X: Q2 — R, k=1,...,n, jsou nahodné veli&iny.

Nihodny vektor Ize povazovat za vektor ndhodnych veli¢in X = (X1,..., Xp).



Je popsany pravdépodobnostmi

Px(I1 X ...x1Ip)=P[X1 € 11,...,Xn € In]| =
=P({weQ|X1(w)€,..., Xn(w) € In}) ,

kde I, ..., Iy jsou intervaly v R.

Z téch vyplyvaji pravdépodobnosti
Px(I)=P[X e€l]l=P{H{weQ| X (w)el}),

definované pro libovolnou borelovskou mnoZinu I v R™ (specidlné pro libovolné sjed-
noceni spoletné mnoha n-rozmérnych intervall) a urlujici rozdéleni nahodného
vektoru X.



Usporn&jsi reprezentace: Sta&i intervaly tvaru I, = (—oo, t), t € R,

P[Xl S (—OO,t]_>,...,Xn S (—OO,tn>] — P[Xl S tl,...,Xn S tn] —
:FX(tl,...,tn).

Fx: R™ — (0,1) je distribu¢ni funkce ndhodného vektoru X. Je

e neklesajici (ve v8ech proménnych),

e zprava spojita (ve vSech proménnych),

. lim Fx(t1,...,tn) =1,

t1—00,...,tpn—00

o VEc {1,...,n} Vt1,.. .tk _1,tke1,.--stn: lim Fx(t1,...,tn) =0.

tk—>—oo



Usporn&jsi reprezentace: Sta&i intervaly tvaru I, = (—oo, t), t € R,

P[X1 € (—00,t1),...,Xn € (—o0,tn)] = P[X1 <t1,...,Xn <ty] =
= Px((—o00,t1) X ... X (—00,tn)) =
= Fx(t1,...,tn).
Fx:R"™ — (0,1) je distribuéni funkce ndhodného vektoru X. Je

e neklesajici (ve v8ech promé&nnych),

e zprava spojitda (ve vSech proménnych),

L ||m FX(tl,,tn) — ].7

t1—00,...,tpn—00

o Ve {1,...,n} th?"'atk—latk—i—la'”atn:t lim  Fx(t1,...,tn) = 0.
| —00

Véta: Tyto podminky jsou nutné, nikoli postacujici.



Usporn&jsi reprezentace: Sta&i intervaly tvaru I, = (—oo, t), t € R,

P[X1 € (—o0,t1), ..., Xn € (—oo,tn)] = P[X1 < t1,...,Xn <tn] =
= Px((—o00,t1) X ... X (—o0,tn)) =
= Fx(t1,...,tn).
Fx: R"™ — (0,1) je distribu¢ni funkce nahodného vektoru X. Je

e neklesajici (ve v8ech promé&nnych),
e zprava spojitd (ve vSech promé&nnych),

| J ||m FX(t]_,,tfn,) — ].7

t1—00,...,tpn—00

o Ve {1,...,n} Vt17"'7tk—17tk—|—17°°‘7tn:t lim  Fx(t1,...,tn) =0.
J——00

Véta: Tyto podminky jsou nutné, nikoli postacujici.

Nesta&i znat marginalni rozdéleni ndhodnych veli¢in X7, ..., Xy, nebot ta neob-
sahuji informace o zavislosti.



4.3 Nezavislost nahodnych velicin

Nahodné veli¢iny X7, X jsou nezavislé, pokud pro vSechny intervaly Iy, I» jsou
jevy X1 € I1, Xo € I» nezavislé, tj.

P[Xi1€1,Xoehl=P[X1€1]-P[Xs € I].
Stali se omezit na intervaly tvaru (—oo,t), tj.
P[Xy <t1,Xp <] = P[X; <t1]- P[X2 <],

neboli

Py, x,(t1,t2) = Fx,(t1) - Fx, (t2)

pro vSechna t1,t» € R.

Nahodné veli¢iny X1, ..., X} jsou nezavislé, pokud pro libovolné intevaly I, ..., In
plati

n
PXi€h,....,.Xnelnl=]] PIX;€1I].
i=1



Na rozdil od definice nezavislosti vice nez 2 jevii, zde neni tfeba poZadovat nezavislost
pro libovolnou podmnoZinu nahodnych veli¢in X1, ..., Xy. Ta vyplyva z toho, Ze
libovolnou nahodnou veli¢inu X; Ize ,vynechat” tak, Ze zvolime pFislusny interval

I, =R. Pak P[X,; € I;,] =1 a v soucinu se tento Cinitel neprojevi.

Ekvivalentné stadi poZzadovat

n
P[X1<t1,...,Xn <tn] = [[ P[X; < t]
=1

pro vsechna t1,...,tn € R, coz pro sdruzenou distribu¢ni funkci nezavislych

nahodnych veli¢in znamena

n
Fx(t1,...,tn) = 1] Fx,(tx) -
k=1

Nihodné veli¢iny X1,..., Xy jsou po dvou nezavislé, pokud kazdé dvé (r(izné) z
nich jsou nezdvislé. To je slabsi podminka nez nezavislost veli¢in X1,..., Xp.



4.4 Obecnéjsi nahodné veliciny

Komplexni nahodna veli¢ina je nahodny vektor se dvéma slozkami interpreto-
vanymi jako realnd a imaginarni &ast.

Nékdy pripoustime i ,,ndahodné veli¢iny”, jejichZ hodnoty jsou jiné nez numerické.
Mohou to byt nap¥. nahodné mnozZiny. Jindy nabyvaji kone¢né mnoha hodnot,

kterym ponechame jejich p¥irozené oznadeni, napt¥. ,,rub”, , lic”, , kdmen”, , nizky",
»papir” apod.

Na téchto hodnotach nemusi byt definovana Zadna aritmetika ani usporadani.

Mohli bychom v8echny hodnoty odislovat, ale neni Zadny divod, pro¢ bychom to
méli udélat pravé urcitym zpisobem (ktery by ovlivnil ndsledné numerické vypocty).
(P¥iklad: Cislovani politickych stran ve volbach.)



4.5 Smés nahodnych velicin

Priklad: Nahodné veliciny U,V jsou vysledky studenta p¥i odpovédich na dvé
zkouskové otazky. Ucitel vybere nahodné jednu z otazek a podle odpovédi na ni
udéli znamku. Jaké rozdéleni ma vyslednd zndmka?



4.5 Smés nahodnych velicin

Priklad: Nahodné veli¢iny U,V jsou vysledky studenta p¥i odpovédich na dvé
zkouskové otazky. Ucitel vybere nahodné jednu z otazek a podle odpovédi na ni
udéli znamku. Jaké rozdéleni ma vyslednd zndmka?

Necht U, resp. V je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (21, .41, Py),
resp. (2, Ao, P»), pFicemz Q1 # .

Necht ¢ € (0,1).

Definujeme novy pravdépodobnostni prostor (2, A, P), kde
Q = Q1 Uy, A={A1UAy | A1 € A1, Ay € Ay},
P(A1 U Ap) = cP1(A1) + (1 — ¢) Pa(Az) pro Ay € A, A € Ao.

Definujeme funkci X : Q2 — R:

| U(w) prow e Qq,
X(w)_{V(w) growGQ;.

X je ndhodna veli¢ina na (2, A, P); nazyvame ji smés nahodnych velicin U,V s
koeficientem ¢ (angl. mixture) a znaéime Mix.(U, V).



X = Mix¢c(U, V') ma pravdépodobnostni miru
PX :CPU—|—(1—C)PV
a distribu¢ni funkci

Fx =cFy+(1—c)Fy,

Fx(t) = ¢ Fiy(t) + (1 — o) Fys (1)



Podobné definujeme obecnéji smés nahodnych velicin Uq,...,U, s koeficienty

n
c1,..-,¢cn € (0,1), > ¢; =1, znadime Mix(¢, .. e )(Ul, ..., Un) = Mixe(Uq, ..., Un),
2 ey Cn

n
kde ¢ = (c1, ..., cn). M3 pravdé€podobnostni miru 3" c¢; Py, a distribu¢ni funkci
1=1

n
>_ ¢; Fyy,. (Lze zobecnit i na spotetn& mnoho nahodnych velicin.)
1=1

Podil jednotlivych sloZek je uréen vektorem koeficientld ¢ = (cq,..., cn). Jejich
n—1

pocet je stejny jako polet nahodnych veli¢in ve smési. Jelikoz ¢, = 1 — > ¢,
1=1

posledni koeficient nékdy vynechavame.

Specidln& pro dv& nahodné velitiny Mix(. 1_.)(U, V) = Mixc(U, V) (kde c je &islo,
nikoli vektor).



P¥iklad: Smési redlnych ¢&isel r1,...,rn s koeficienty ¢y, ..., cn je ndhodna velidina
X = MiX(Cl,..-7cn)(T1, c e ,Tn),
Px(I)=PXecIl= ) ¢, Fx(t)= ) ¢
v, €1 1<t
Lze ji popsat téZ pravdépodobnostni funkci px: R — (0, 1),
c;, prot=r;,
px(®) = Px(in =Pl =1 = { & P

(pokud jsou r1,...,7n navzajem riznd). MoZno zobecnit i na spoetné mnoho

redlnych disel.



4.6 Druhy nahodnych veli€in

1. Diskrétni: (z pfedchoziho p¥ikladu) Existuje spo¢etna mnoZina Oy, pro kterou
Px(R\ Ox) = P[X & Ox] = 0. Nejmensi takovd mnoZina (pokud existuje)
jeQx ={teR: Px({t}) #0} ={t e R: P[X =t] #0}.

Diskrétni nahodnou veli€inu lze popsat pravdépodobnostni funkci px(t) =
Px({t}) = P[X = 1.

Spliiuje > px(t) = 1.
teR

2. (Absolutné) spojita:

Fx(®) = [ fx(w)du

pro né&jakou nezdpornou funkci fx: R — (0,00), zvanou hustota ndhodné
veli¢iny X.

o
Spliiuje [ fx(u)du = 1.
—00



Neni uréena jednoznacné, ale dvé hustoty fx, gx téZe ndhodné veli¢iny spliiuji
I7 (fx(z) —gx(x)) dz = 0 pro v8echny intervaly I.

dFX(t)

Lze volit fx(t) = , pokud derivace existuje.

Px({t}) = 0 pro v8echna t.

. SmiSena: Smés predchozich dvou p¥ipadd;

Qx #0, Px(R\Qx)=P[X ¢ Qx] #0.

Nejde popsat ani pravdépodobnostni funkci (existuje, ale neuréuje celé rozdéleni)
ani hustotou (neexistuje, nebot nevychazi kone¢nd).

. Dalsi mozné p¥ipady: Napf. nahodnd veli¢ina se spojitou distribu¢ni funkci,
kterou nelze vyjadFit jako integral. Tyto p¥ipady dale neuvaZzujeme.



4.7 Popis smiSené nahodné veli€iny

Nahodnou veli¢inu X se smiSenym rozdélenim lze jednoznacné vyjadfit ve tvaru
X = Mixc(U, V), kde U je diskrétni, V je spojitd a ¢ € (0,1):

¢ = Px(Qx) = Px({t € R: Px({t}) #0}),
cPy({t}) + (1 —¢) Pv({t}) = c Py({t}) = Px({t}),
0
pu(t) = Py({t)) = XU
QU — QX>
cPy(I)+ (1 —c) Py(I) = Px(I),
Py = x4 )1—_ CCPU(I )
Fx(t) — e Fy(t)
1—c

Fy(t) =



Alternativa bez pouziti pravdépodobnostni miry:

c= ) P[X =1],
teR
¢P[U =] = P[X = 1],
po(t) = Pl =1 =" =1,

cP[U eI+ (1—c¢)P[V €l] = P[X € 1],
P[X € I] — cP[U € I]

PV e I] = — :
Fot) = FX(t)l—_ cCFUu) |

(Lze jes$t& pokralovat rozkladem diskrétni ¢asti na smés Diracovych rozdé&leni.)

4.8 Kvantilova funkce nahodné veliciny

Va e (0,1) It eR: PIX <t] <a< P[X <{].



Pokud je takovych ¢&isel vic, tvoFi omezeny interval a vezmeme z né&j (obvykle)
stfed, presnéji tedy

1x(0) = (sup {t €B| PIX <f] < o} +inf {t €R| P[X <1] > a}).



q(a)

Cislo gy () se nazyva a-kvantil ndhodné veli¢iny X a funkce gx: (0,1) — R je
kvantilova funkce ndhodné veli¢iny X. Specialné qX(%) je median, dalsi kvantily



maji také sva jména — tercil, kvartil (dolni qX(%), horni qX(%)) ... decil ... centil
neboli percentil .... Vlastnosti kvantilové funkce:

e neklesajici,

e gx(a) =3 (gx(a—) + gx(a+)).

Véta: Tyto podminky jsou nutné i postacujici.

MiZeme mluvit o vertikalni reprezentaci ndhodné veli¢iny pomoci distribuéni funkce
Fx: R — [0, 1] a horizontalni reprezentaci pomoci kvantilové funkce ¢x: (0,1) —
R.

Obraceny prevod:

Fx(t) = infla € (0,1) | gx(a) >t} = supia € (0,1) | gx(a) < t}.

Funkce F'x,qgx jsou navzdjem inverzni tam, kde jsou spojité a rostouci (tyto
podminky sta&i ovéfit pro jednu z nich).



4.9 Jak reprezentovat nahodnou veli€¢inu v pocitaci

1. Diskrétni: Nabyva-li pouze kone&ného poc¢tu hodnot t;., £ = 1,...,n, stadi
k reprezentaci tyto hodnoty a jejich pravdépodobnosti px(tr) = Px({tr}) =
P[X = t;], &mZ je plné popsana pravdépodobnostni funkce 2n &isly (aZ na
nepFesnost zobrazeni redlnych &isel v poditacdi).



Pokud diskrétni ndhodna veli¢ina nabyva (spoletné) nekoneéné mnoha hodnot,
musime nékteré vynechat, zejména ty, které jsou malo pravdépodobné. Pro
kazdé ¢ > 0 lze vybrat kone¢né& mnoho hodnot t;., £ = 1,...,n, tak, ze
Py (RN\A{t1, ...,tn}) = P[X &€ {t1, ...,tn}] < e. Zbyva v8ak problém, jakou
hodnotu pFifadit zbyvajicim (byt milo pravdépodobnym) p¥ipadim.

. (Absolutné) spojita: Hustotu miZeme pf¥iblizné popsat hodnotami f(t;) v
,dostate¢né mnoha” bodech t;., £k = 1,...,n, ale jen za pfedpokladu, zZe je
,dostateé¢né hladka”. Zajimaji nas z ni spiSe integraly typu

tet1

Fx(th1) = Fx(t) = | 7 fx(w)du.

z nichz lze p¥iblizné zkonstruovat distribuéni funkci. MizZeme pro reprezentaci
pouZzit pfimo hodnoty distribuéni funkce F'x(t;). Tam, kde je hustota velk3,

potfebujeme volit body husté.

MiZeme volit body tx, k = 1,...,n, tak, aby p¥iristky Fx(tx11) — Fix(tx)
mély zvolenou velikost. Zvolime tedy «y, € (0,1), £ = 1,...,n, a k nim
najdeme &isla t, = gx (o).



Pamé&tova narodnost je velkd, zavisi na jemnosti $kdly hodnot ndhodné veliiny,
resp. jeji distribuéni funkce.

Casto je rozdé&leni zndmého typu a sta&i doplnit n&kolik parametrd, aby bylo

plné urceno.

Mnohé obecnési pfipady se snazime vyjadrit alespoinl jako smési ndhodnych
veli¢in s rozdélenimi znamého typu, abychom vystacili s kone¢né& mnoha para-

metry.

. SmiSena: Jako u spojité nahodné veli¢iny. Tento popis je vSak pro diskrétni
¢ast zbytedné nepresny.
MuzZeme pouzit rozklad na diskrétni a spojitou &ast.



4.10 Operace s nahodnymi veli¢inami

Zde I,J C R jsou intervaly nebo spocetnda sjednoceni intervali.

Pri¢teni konstanty r» odpovidad posunuti ve sméru vodorovné osy:

Pxyr(I+7)=Px(I),  Pxi,(J)=Px(J—r),
FX—i—r(t""r):FX(t)a FX+r(u):FX(u_T)7
axr(@) = gx(a) +r.




Vynasobeni nenulovou konstantou r odpovida podobnost ve sméru vodorovné osy:

Bx(rl) = Px(I),  Pix(J) = Px (7).

Pro distribu¢ni funkci musime rozlisit p¥ipady:

o > 0: F,.x(rt) = Fx(t), F.x(u) = Fx (%) , arx (o) = rgx(a),



e r=-1  F_x(—t)=P_x((—o0,—1)) = Px((t,00)) = 1= Px((—00,1)),
v bodech spojitosti distribuéni funkce F_x(—t) =1— Px((—o0,t)) =
1-P[X<t]=1-P[X <t]=1- Px((—o0,t)) =1 — Fx(t),

F_x(u) = 1— Fx(—u), v bodech nespojitosti limita zprava (stfedova

symetrie grafu podle bodu (0, 1) s opravou na spojitost zprava),
2

—x(a) = —qx(1 — a),

]



o r < O0: kombinace pfedchozich p¥ipadu.

Zobrazeni spojitou rostouci funkci h:

Pyx)(h(I)) = Px(I),  Fpx)(h(t)) = Fx(t),  Fpx)(u) = Fx(h™(w)),
ap(x)(@) = h(gx(a)) v bodech spojitosti kvantilové funkce.



Zobrazeni neklesajici, zleva spojitou funkci h:
Fiugxy(u) = sup{Fx () | h(t) < u}.

Zobrazeni po castech monotonni, zleva spojitou funkci h:
Muazeme vyjadfit h = hy — h_, kde hy, h_ jsou neklesajici.
X vyjad¥ime jako smé&s X = Mix.(U, V), kde U nabyva pouze hodnot, v nichZ je
h neklesajici, V' pouze hodnot, v nichz je h nerostouci. Vysledek dostaneme jako

smés dvou ndhodnych veligin, vzniklych zobrazenim funkcemi h, h_. Funkci h lze
aplikovat na smés , po slozkach”, tj. h(Mixc(U, V')) = Mixc(h(U), h(V)).

Soucet nahodnych veli€in neni jednoznaéné urcen, jediné za predpokladu nezavislosti.
Ani pak neni vztah jednoduchy.

Smés nahodnych veli¢in viz vySe. Na rozdil od souctu je pIné& uréena (marginalnimi)
rozdélenimi vstupnich nahodnych veli¢in a koeficienty smési.



4.11 Jak realizovat nahodnou veli¢inu na pocitaci

1. Vytvofime ndhodny (nebo pseudonahodny) generator ndhodné velic¢iny X s
rovhomé&rnym rozdélenim na (0, 1).

2. Nahodna veli¢ina gy (X) ma stejné rozdéleni jako Y. (Sta&i tedy na kaZdou
realizaci nahodné veli¢iny X aplikovat funkci gy .)

V&echna rozdé&leni spojitych ndhodnych veliin jsou stejnd az na (nelinedrni) zménu
méritka.

4.12 St¥edni hodnota

Znaceni: E. nebo pu.

Je definovdna zvlast pro



e diskrétni ndhodnou veli¢inu U:

EU=puy=>Y t-pyt)= > t-py(t),
teR tEQU

e spojitou nahodnou veli¢inu V:

o

EV =py = [ t-fu(t)dt,

— 0

e smés ndhodnych veli¢in X = Mix.(U, V), kde U je diskrétni, V je spojita:

EX =cEU + (1 —¢)EV.

(To neni linearita stfedni hodnoty!)

Lze vyjit z definice pro diskrétni ndhodnou veli¢inu a ostatni pfipady dostat jako
limitu pro aproximaci jinych rozdéleni diskrétnim.



Vs8echny t¥i pFipady pokryva univerzadlni vzorec s pouzitim kvantilové funkce

1
EX = /qX(a) do .
0

Ten lze navic jednoduSe zobecnit na stfedni hodnotu jakékoli funkce nahodné
veliciny:

1
E(h(X)) = [ hax()) da.
0
Specialné pro diskrétni nahodnou veli¢inu
E(R(U)) = ) h(t) pu(t),

tEQU

pro spojitou ndhodnou veli¢inu by obdobny vzorec platil jen za omezujicich pfedpokladii,
protoze spojitost ndhodné veli¢iny se nemusi zachovavat.

Stfedni hodnota je vodorovnou sou¥adnici tézisté grafu distribu¢ni funkce, jsou-li
jeho elementy vazeny pf¥irtistkem distribuéni funkce:



e

Pokud pracujeme se stfedni hodnotou, automaticky predpokldddame, Ze existuje

(coZ neni vZdy spln&no).



4.12.1 Vlastnosti stfedni hodnoty

Er =1r, spec. E(EX) =EX,
E(X+Y)=EX+EY, spec. E(X+7r)=EX + 1,
E(X -Y)=EX — EY,
E(r X)=rEX, obecng;ji E(r X+sY)=rEX +sEY.
(To je linearita stfedni hodnoty.)
E (Mixc(U,V)) =cEU + (1 —c¢)EV.

(To neni linearita stfedni hodnoty.)

Pouze pro nezavislé nahodné veliciny

E(X -Y)=EX EY.



4.13 Rozptyl (disperze)

Znacdeni: 0_2, D., var.

DX =E ((X — EX)?) = E(X?) — (EX)?,

E (X?) = (EX)*+DX. (1)

Vlastnosti:

1
DX — /(qX(a) —EX)? da.
0

DX >0,
Dr =0,
D(X +r)=DX,
D(rX)=r’DX.



D (Mixe(U, V)) = E (Mixe(U, V)?) = (E (Mixe(U, V)))?
=cE (U?) + (1 - ¢)E(V?) = (cEU + (1 — ¢) EV)?
=c (DU + (EU)?) + (1 - ¢) (DV + (EV)?)
— (¢® (EU)® +2¢(1— ) EUEV + (1 — ¢)? (EV)?)
— c¢DU + (1 —¢)DV + ¢ (1 — ¢) (EU)?
—2¢(1—c¢)EUEV +¢(1 —¢) (EV)?
= c¢DU + (1 —¢)DV +¢(1—¢) (EU — EV)? .

Pouze pro nezavislé ndhodné velic¢iny

D(X4+Y)=DX+DY, D(X-Y)=DX+DY.

4.14 Smeérodatna odchylka

/naceni: o



ox = VDX = \/E (X —EX)?)

Na rozdil od rozptylu ma stejny fyzikalni rozmér jako pivodni ndhodna velidina.

Vlastnosti:

1
ox = | [(ax(a) - EX)? da.
0

ox 20,

or =0,
OX+r —0X,
orx =|r| ox.

Pouze pro nezavislé nadhodné velic¢iny

UX_FY:\/DX—FDY:\/O'%(—FO'}%.



4.15 Obecné momenty

keN

k-ty obecny moment (znaceni nezavadime): E (Xk) specialné:
pro k =1: EX,

pro k = 2: E (X?) = (EX)*+ DX.

. ’ v ’. /

Alternativni znaleni: my, pu.

k-ty centralni moment (znaceni nezavadime): E ((X — EX)k>, specialné:
pro k =1: 0,

pro k = 2: DX.



Alternativni znaceni: py..

Pomoci kvantilové funkce:

1
E(x*) = [ (ax(a))* da
0

1
E((X —EX)F) = /(qX(a) —EX)* da.
0



4.16 Normovana nahodna veli¢ina

je takovd, ktera ma nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl:
X —EX

D¢
(pokud ma vzorec smysl). Zpétna transformace je

norm X —

X =EX +o0ox norm X . (2)



4.17 Zakladni typy diskrétnich rozdéleni

4.17.1 Diracovo

Je jediny mozny vysledek r € R.

pX(T):]-v EX:T) DX =0.

Vsechna diskrétni rozdéleni jsou smési Diracovych rozdéleni.



4.17.2 Rovnomérné

Je m moznych vysledki stejné pravdépodobnych.

Specialné pro obor hodnot {1,2,...,m} dostdvame

1

px (k) = —, ke{l,2,...,m},
m 1 1
m —+

EX = DX = — 1 —1).
o 5 (m+1) (m — 1)




4.17.3 Alternativni (Bernoulliovo)

Jsou 2 mozné vysledky. (Smé&s dvou Diracovych rozdéleni.)

Pokud vysledky jsou 0,1, kde 1 ma pravdépodobnost p € (0,1), dostavame

px(1l) =p, px(0)=1-p,
EX =p, DX =p(1—p).



4.17.4 Binomické Bi(m, p)

Pocet uUspéchli z m nezavislych pokust, je-li v kazdém stejna pravdépodobnost
uspéchu p € (0,1). (Soulet m nezavislych alternativnich rozdé&leni.)

px(k) = (D) —p)™ %, ke{0,1,2,...,m},
EX =mp, DX =mp(1l—p).

Vypoletni sloZitost vypoltu px (k) je O(k), celého rozdéleni O(m?).



4.17.5 Poissonovo Po(\)

Limitni pfipad binomického rozdéleni pro m — oo p¥i konstantnim
mp = A > 0 (tedy p — 0).

px(k) = —~e 7, ke{0,1,2,...}.

Jednotlivé pravdépodobnosti se pocitaji snaze neZ u binomického rozdéleni (ovsem
vSechny nevypocitame, protoZe jich je nekone¢né& mnoho).

EX=)\, DX=)\.

,Stfedni hodnota se rovna rozptylu;” jedna se vidy o bezrozmérné celociselné
nahodné veli¢iny (polet vyskytii).



Poissonovo rozdéleni jako limitni pFipad binomického Pro m — oo p¥Fi kon-

stantnim mp = A, tj. p = %:

px(k) = (7)p"a - p)"F
m(m—1)...(m—(k—1)) ()\ (1__)m_k

k! m

B I

g 7 \\ >4

—1



4.17.6 Geometrické

Pocet tspéchi do prvniho nedspéchu, je-li v kazdém pokusu stejnd pravdépodobnost
uspéchu p € (0,1).

pX(k):pk(]_—p), k6{071727“'}7

EX=-_ DX P

1-p T 1-p)?




4.17.7 Hypergeometrické

Poclet vyskytli v m vzorcich, vybranych z M objektd, v nichZ je K vyskytl (1 <
m< K < M).

px(k) = (M)_ ; k € {0,1,2,...,m},
EX:@, DX:mK(M—K)(M—m).
M M2 (M —1)

Vypoletni sloZitost vypoltu px (k) je O(m), celého rozd&leni O(m?).



Binomické rozdéleni jako limitni p¥ipad hypergeometrického
Lemma: Pro m, M € N, m < M, je

ol )i =1

Dukaz:

(M>i!_M(M—1)---(M—(m—1)):1<1_$>”.(1_m—1) 1

m/) pfmo Mm M

Disledek: Pro M > m miZeme (M) pocitat pFiblizng jako %m

Hypergeometrické rozd&leni pro M — oo p¥i konstantnim K M K _ 1

=p, 1. —Pp

(s vyuZitim pfedchoziho lemmatu):

() (k) KO

m— kU - m—k)!
px(k) = (M) i > ﬁ k)
m m!
m! Kk (M — k)™

T kl(m—k) ME MMk T (%)p" (1 =p)



4.18 Zakladni typy spojitych rozdéleni

4.18.1 Rovnomérné R(a,b)

1
1 oot e (a,b)
N pro , b),
Ix () = {0 jinak,
1
ex =21t px_—Llp_a2
2 12



4.18.2 Normalni (Gaussovo) N(u, o?)

A. Normované N(O, 1):

1 —t?
fN(O,l)(t) — \/% exp (T)

Distribuéni funkce je transcendentni (Gaussiv integral) &,

v 1 —1?
o) = Fuon) = [ e () @t

kvantilova funkce @1 je inverzni k .

B. Obecné N(u, o2):

_ 1 —(t — p)? B Ry
fN(u,oz)(t)—a\/ﬂeXp< 52 ), EX =, DX — g2



4.18.3 Logaritmickonormalni LN(u, o2)

je rozd&leni ndhodné velitiny X = exp(Y), kde Y ma N(u, o?)

nu—pu)?
fx(t) = { ﬁﬂeXp <_(I 202#) ) prot > 0,

0 jinak,

EX = exp (u + %2> . DX =(exp(2u+0?)) (exp(0?) —1) .



4.18.4 Exponencialni Ex(7)

Nap¥. rozdé&leni €asu do prvni poruchy, jestlize (podminénd) pravdépodobnost po-

ruchy za &asovy interval (t,t + &) zavisi jen na &, nikoli na t:



4.19 Nahodné vektory 2

Nahodny vektor X = (X7q,..., Xn) je popsany sdruZenou distribuéni funkci F'x : R" —
(0,1)



4.19.1 Diskrétni nahodny vektor

ma vSechny slozky diskrétni. Lze jej popsat téz sdruZenou pravdépodobnostni
funkci px: R™ — (0, 1)

kterd je nenulova jen ve spocetné mnoha bodech.

Diskrétni nahodné veli¢iny X1, ..., Xy jsou nezavislé, pravé kdyz
n
P[X1=t1,...,Xn=tn] = || P[X; =t
1=1
pro vSechna tq,...,tn, € R. Ekvivalentni formulace:

n
px(ti,--..tn) = ]| px, (t:) -
i—1



4.19.2 Spojity nahodny vektor
ma v3echny slozky spojité. Lze jej popsat téz sdruZzenou hustotou pravdépodobnosti
coZ je (kazda) nezdpornd funkce fx: R™ — (0, 00) takova, Ze

t1 tn
Fx(ty, ..., tn) :/_OO.../_OOfX(ul,...,un)dul...dun,

pro vsechna t1,...,tyn € R.

Specidlné pro intervaly (a;, b;) dostavame

P[Xl c <a1,b1>, ..., Xnp € (an,bn>] = Px(<a1,b1> X ... X (an,bn>)

= fx(ut,...,up)duy...dun
al an,
Spojité ndhodné veli¢iny X7, ..., X, jsou nezavislé, pravé kdyz

fx (i, otn) = 1] fx; (t:) -
1=1

pro skoro vdechna t1,...,tn € R.



4.20 Ciselné charakteristiky nahodného vektoru

Stfedni hodnota
e nahodného vektoru X = (X7q,...,Xp): EX = (EXy,...,EXp)
e komplexni ndhodné veli¢iny: X = R(X)+i3(X): EX = ER(X)+i E3(X)

e nenumerické nahodné veli¢iny: nema smysl



Rozptyl ndhodného vektoru X = (Xq,..., Xn): DX = (DXq,...,DXp)

Je-li U nahodna veligina, a,b € R, pak aU + b ma charakteristiky
E(aU +b) = aEU + b, D(aU +b) =a’DU .

Na rozdil od jednorozmérné nahodné veliginy, stfedni hodnota a rozptyl nahodného
vektoru nedavaji dostate¢nou informaci pro vypocet rozptylu jeho linedrnich funkci.
Proto zavadime dalsi charakteristiky. Nap¥.

E(X+Y)=EX +EY,
D(X +Y)=E((X+Y)?) = (E(X+Y))?

=E(X*°+Y?+2XY) - (EX +EY)?
=E(X?)+E(Y?) +2E(XY) - ((EX)*+ (EY)* + 2EX EY)
=E(X?) - (EX)’+E(Y?) - (EY)*+2(E(X Y) — EX EY)

DX DY cov(X,Y)
= DX +DY +2cov(X,Y),

kde cov(X,Y) = E(XY) — EXEY je kovariance ndhodnych veli¢in X, Y. Ekvi-
valentné ji lze definovat

cov(X,Y)=E((X —EX) (Y —EY)),



nebot

E(X—EX)(Y —EY))=E(XY — XEY —YEX + EXEY)

—E(XY)-EXEY —EXEY +EXEY .
0

(Prvni vzorec je vhodné&jsi pro vypocet.)

Pro existenci kovariance je postacujici existence rozptyli DX, DY .



Vlastnosti kovariance:
cov(X, X)=DX, cov(Y, X) = cov(X,Y),

cov(a X +b,cY +d) =accov(X,Y) (a,b,c,d € R)
(srovnejte s vlastnostmi rozptylu jako specialniho p¥ipadu),
specialné cov(X,—X)=-DX.

Pro nezavislé nahodné veli¢iny X,Y je cov(X,Y) = 0.

PouZitim kovariance pro normované nahodné veli¢iny vyjde korelace:
cov(X,Y)

OX 0y
(pfedpokladame, Ze smérodatné odchylky ve jmenovateli jsou nenulové).

o(X,Y) = cov(norm X, normY') = = E(norm X - normY)

Specidlné o( X, X) = 1.



Vlastnosti korelace:

o(X, X) =1, o(X,—X) = -1, o(X,Y) e (—1,1),

o(Y, X) = o(X,Y),

o(aX 4+ b,cY + d) = sign (ac) o(X,Y) (a,b,c,d € R, a#0#c)

(aZ na znaménko nezdleZi na prosté linearni transformaci).

Dusledek: o(aX 4 b, X') = sign (a).

Jsou-li ndhodné veli¢iny X, Y nezavislé, je o(X,Y) = 0. Obracend implikace vSak

neplati (neni to postalujici podminka pro nezdvislost). Ndahodné veli¢iny XY
splfiujici o(X,Y) = 0 nazyvdme nekorelované.



Pro ndhodny vektor X = (Xq,..., Xy) je definovana kovarianéni matice

_COV(Xl,Xl) COV(Xl,XQ) Tt COV(Xl,Xn)_
T o — COV(XQ,Xl) COV(X2,X2) T COV(XQ,Xn)
X = : E E
lcov(Xn, X1) cov(Xpn,X2) -+ cov(Xn,Xn)
[ DXl COV(Xl, X2) Tt COV(Xl, Xn)_
. COV(Xl, XQ) DX2 s COV(XQ, Xn)
_COV(X]_, Xn) COV(XZ, Xn) R DXn ]

Je symetrickd pozitivné semidefinitni, na diagonale ma rozptyly.

Podobné je definovana korelacni matice

[ 1 Q(X17X2) Q(XLXn)

X1, X 1 o o X0, X

ox = o( ! 2) E o( 2 n)
_Q(Xla Xn) Q(X27 X’n) e 1 _

Je symetricka pozitivné semidefinitni.



4.20.1 Vicerozmérné normalni rozdéleni N(z, ¥)

popisuje specialni p¥ipad nahodného vektoru, jehoZ slozky maji normalni rozdéleni
a nemusi byt nekorelované. Ma hustotu

1 1, 1 (r o
0~ iz o (- 6-9).

kde t = (t1,...,tn) € R™,

= (u1,...,un) € R™ je vektor stfednich hodnot,

> € R™"*™ je symetrickd pozitivné definitni kovarian&ni matice a
> 1 je matice k nf inverzni.

Marginalni rozdéleni i-té slozky je N(u;, X;;).



4.21 Linearni prostor nahodnych velicin

Zvolme pevné pravdépodobnostni prostor (€2, A, P).

Ozna&me £ mnoZzinu viech ndhodnych veli¢in na (€2, A, P), tj. A-mé&Fitelnych funkci

Q — R.

Operacim sé&itani nahodnych veli¢in a jejich nasobeni redlnym ¢&islem odpovidaji
pFislugné operace s funkcemi (provadéné na Q2 bod po bodu).

Stejné jako funkce, tvoFi i ndhodné veli¢iny z L linedrni prostor.

Dale se omezime na prostor Lo vSech nahodnych veli¢in z L, které maji rozptyl
(L5 je linedrni podprostor prostoru L).

Na ném lze definovat binarni operaci ®: Lo X Lo — R

XeY =E(XY).



Ta je bilinearni (tj. linedrni v obou argumentech) a komutativni.

Pokud ztotoZnime ndhodné veliciny, které se li8i jen na mnoZiné nulové miry, pak
e je skalarni soucin.

(Po ztotoZnéni nahodnych veli¢in X,Y, pro které P[X # Y] = 0 povaZujeme za
prvky prostoru tFidy ekvivalence misto jednotlivych nahodnych veli&in.)

Skaldrni soucin e definuje normu

X[ = VX e X = [E(X?)

a metriku (vzdalenost)

d(X,Y) = [|X — Y] = \/E (X -Y)).

(Bez predchoziho ztotoZnéni by toto byla jen pseudometrika, mohla by vyjit nulova
ipro X #Y.)



V L5 rozlisime 2 dilezité podprostory:

e R = jednodimenziondlni prostor viech konstatnich nahodnych veli¢in (tj. s
Diracovym rozdélenim),

e N = prostor véech ndhodnych veli¢in s nulovou st¥edni hodnotou.

N je ortogondlni dopln&k podprostoru R, tj.
N=A{Xelor| (VY eER:XeY =0)}.

EX je kolmy primét X do R (pokud ztotoZiiujeme toto redlné Cislo s pFislusnou
konstantni nahodnou veli¢inou, jinak souFadnice ve sméru R ),

X — EX je kolmy prim&t X do N,

norm X = 2—EX je jednotkovy vektor ve smé&ru kolmého primétu X do N,

ox = || X — E},g(|| je vzdalenost X od R.

Z kolmosti vektorii X — EX € N, EX € R a Pythagorovy véty plyne

2 2 2
X e X = ||X]|]* = ||X — EX|[|” + [[EX]|7,
E(X?) =DX + (EX)?.



4.21.1 Linearni podprostor nahodnych veli¢in s nulovymi stfednimi hodnotami

Specidln& pro ndhodné veli¢iny z N vychazi

ok =XeX,
ox = [IX]],
cov(X,Y)=XeY,
cov(X,Y)  XeY
oxoy X[ Y]l
takze korelace o(X,Y") je kosinus thlu vektord X,Y € N.

o(X,Y) =

Dusledek: Nahodné veli¢iny X,Y s nulovymi stfednimi hodnotami jsou orto-
gonalni, pravé kdyz jsou nekorelované.



Obecné v L5
o(X,Y) je kosinus thlu primé&td XY do N,
cov(X,Y) =X ¢Y — EX EY je skaldrni sou&in primé&ti X,Y do V.

4.21.2 Linearni regrese

Uloha: Je d4n ndhodny vektor X = (X1,...,Xn) a ndhodna veli¢ina Y.
(Predpokladame, Ze vSechny nahodné veliéiny jsou z L5). Mame najit takové ko-

eficienty cy,...,cn, aby linedrni kombinace ) c; X; byla co nejlepsi aproximaci
)
nahodné veli¢iny Y ve smyslu kritéria

HZC’“X’“_YH'
k



Reseni: K vektoru Y hleddme nejbliz& bod v linedrnim podprostoru, ktery je
linearnim obalem vektord X7i,..., Xp; feSenim je kolmy primét. Ten je charak-
terizovdn tim, Ze vektor > ¢; X; — Y je kolmy na X, 3 =1,...,n,

1

(ZCka—Y> OXj :O,
k

e (XieX;) =Y eXj.
1

To je soustava linedrnich rovnic pro neznamé koeficienty cq,...,cn (soustava
normalnich rovnic).

Specialné pro ndhodné veli¢iny s nulovymi stfednimi hodnotami:
Y ¢j cov (Xi,Xj) — cov (Y, Xj) ,
)

takZe matice soustavy je 2 x.



4.22 Reprezentace nahodnych vektort v pocitaci

Obdobn3 jako u ndhodnych veli¢in, avdak s rostouci dimenzi rychle roste pamé&tova
naroénost.

To by se nestalo, kdyby ndhodné veli¢iny byly nezavislé; pak by stacilo znat mar-
ginalni rozdéleni.

Proto velkou dsporu muZe pFinést i podminéna nezavislost.
Pokud najdeme Uplny systém jevil, které zajistuji podmin&nou nezavislost dvou

nahodnych veli¢in, pak mizZeme jejich rozdéleni popsat jako smés rozdéleni nezavislych
ndhodnych veli¢in (a tedy lsporné&ji).



4.23 Cebysevova nerovnost

Véta:
1
V§ > 0: P[|norm X| < 4] > 1—5—,

kde norm X = X;}EX (pokud ma vyraz smysl).

Diikaz pomoci kvantilové funkce:

D (no‘rrm X)=E ((norm X)2> —(E (norE1 X))%,
1 0

1=E ((norm X)2) = EY,

kde Y = (norm X)?. Odhad pravdépodobnosti 3 = P [|norm X| < §] = P[Y <
6%] = Fy (6%-):

1 B 1
_ _ _ B 2
1=EY = [ay(a)da = [ gy(a) da+ [gr(a) da>(1-B) &,
0 0 >0 B >62

1

f21- .



Ditkaz pomoci smési: Vyjadiime Y = (norm X)? = Mixg(L,U), kde
L nabyva pouze hodnot z (0, §2),
U nabyva pouze hodnot z (62, 00), takze EU > §2,

B = Fy(82).

1:EY=/3E>%+(1—5)5%2(1—@ 5%

Rovnost nastava pro U = 62 [ =0, tj. pro diskrétni rozdéleni
1— 1—
{(EX - 5JX7 Tﬁ)a (EX7 6)7 (EX + 5JX> TB)}

Ekvivalentni tvary (¢ = dox):

X —EX
V5>O:P[| ‘

ox
2. DX

Ve >0: P[IX —EX|>¢] < X =22
g g
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b Zakladni pojmy statistiky

5.1 K &emu potfFebujeme statistiku

Zkoumani spolecnych vlastnosti velkého poétu obdobnych jevi.

P¥itom nezkoumdame v3echny, ale jen vybrany vzorek (kvili cené test, jejich de-
struktivnosti apod.).

e Odhady parametrii pravdépodobnostniho modelu
e Testovdni hypotéz

PotiZe statistického vyzkumu — viz [Rogalewicz].



5.2 Pojem nahodného vybéru, odhady

Soubor

e zakladni (=populace)

e vybérovy

Nihodny vybér jednoho prvku zakladniho souboru (s rovhomérnym rozdélenim) a
stanoveni urlitého parametru tohoto prvku urcéuje rozdéleni nahodné veliciny.

Opakovanym vybé&rem dostaneme ndhodny vektor, jehoZ slozky maji stejné rozdéleni
a jsou nezavislé.

Takto vytvofime vybérovy soubor rozsahu n, obvykle vSak vylou¢ime vicenasobny
vybér stejného prvku (vybér bez vraceni). Jeho rozdé&leni se miiZe pon&kud lisit od
ptivodniho. Tento rozdil se obvykle zanedb3va, nebot



1. pro velky rozsah zdkladniho souboru to neni podstatné,

2. rozsah zakladniho souboru nékdy neni znam,

3. vypocty se znacné zjednodusi.

PYesnost odhadu je ddna velikosti vybé&rového souboru, nikoli populace.

Nahodny vybér X = (X1q,..., Xn) je vektor ndhodnych veli¢in, které jsou nezavislé
a maji stejné rozdéleni.

(Vynechdvame indexy, nap¥. F'x misto Fx, .)
Provedenim pokusu dostaneme realizaci nahodného vybéru,

x = (x1,...,zn) € R,
kde n je rozsah vybéru.



Statistika je (kazdd) méritelnd funkce G, definovanid na nahodném vybéru li-
bovolného rozsahu. (Po&itd se z nahodnych veli¢in vybéru, nikoli z parametri
rozdéleni.)

»MEéritelna” znamena, Ze pro kazdé t € R je definovana pravdépodobnost

vV Vv

Statistika jako funkce ndhodnych veliéin je rovnéz ndhodna velidina.
Obvykle se pouziva jako odhad parametrii rozdéleni (které nam zdstavaji skryté).

Znaceni:

Y ... skuteény parametr (redlné &islo),

©, O, ... jeho odhad zaloZeny na nihodném vyb&ru rozsahu n (ndhodn3 veli¢ina)
9, U, ... realizace odhadu (obvykle redlné &islo)



Z3douci vlastnosti odhadii:

EO,, = ¥ nestranny (opak: vychyleny)

nli_)moo EQ,, =¥ asymptoticky nestranny
eficientni = s malym rozptylem, coZ posuzujeme podle E(((:)n—f})z) =

. . 2 ~
DO, + (E(@n — 19)) , pro nestranny odhad se redukuje na DO,

nejlepsi nestranny odhad je ze vSech nestrannych ten, ktery je nejvice eficientni
(mohou v&ak existovat vice eficientni vychylené odhady)

im E©,, =9, lim o~ = 0 konzistentn{
n—00 n—oo ©Onp
robustni, tj. odolny vi&i Sumu (,,i p¥i zaSuménych datech dostdvame dobry

vysledek") — zde uz p¥esné kritérium chybi, zato je to velmi prakticka vlastnost



5.3 Vybérovy priumér

z ndhodného vybéru X = (X1q,...,Xp) je

Alternativni zna&eni: X, (pokud potFebujeme zdiiraznit rozsah vybéru)

Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

1 mn
T 2



J=1
_ 1 1
DXn:—zzDX:—DX,
(e n
]_
1 1
v =/—DX =—7—o0ox,
7 Xn n no

pokud existuji. (Zde EX = EX; atd.)

Dusledek: Vybérovy primér je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty.
(Nezavisle na typu rozdé&leni.)

CebySevova nerovnost pro X, dava

PHXn—EX|2€}§D§n::‘; 0 pro n — o0.

To plati i za obecngjsich predpokladii (X; nemusi mit stejné rozdé&leni) — slaby

zakon velkych disel.



Lidov& se hovoti o ,, pfesném sou&tu nepresnych &isel", coZ je chyba, nebot soutet
;‘:1 X; ma rozptyl nDX — oo. Relativni chyba souctu klesa, absolutni roste.

Rozdéleni vybé&rového priméru miize byt podstatné sloZitéj$i nez plvodni, jen ve
specidlnich p¥ipadech je jednoduchd odpovéd.

Véta: Vyb&rovy prim&r z normalniho rozd&leni N(u, 02) ma normalni rozd&leni
N (,u, %02) a je nejlepsim nestrannym odhadem stfedni hodnoty.

Podobna véta plati i pro jind rozdéleni alesponn asymptoticky:

Centrdlni limitni véta: Necht X, 7 € N, jsou nezdvislé stejn& rozdélené nahodné
veli¢iny se stfedni hodnotou EX a smérodatnou odchylkou o x # 0. Pak normované
nahodné veliciny

Vo <
—(Xn
D¢
konverguji k normovanému normalnimu rozdéleni v nasledujicim smyslu:

Y,, = norm X ,, = — EX)

vteR: lim Fy (t)= lim F_ < (t)=(t).

n—oo n—oo norm



5.4 Vybérovy rozptyl

ndhodného vyb&ru X = (X7q,..., Xn) je statistika

2 Y )2
Alternativni zna&eni: S? (Dvojka v hornim indexu zde neznamend kvadrat!)

Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

Véta:



Dikaz: Z jednopriichodového vzorce pro ng dostavame

n n -9 n

— — \2
EX?— EX: = (DX +(EX)> - DX, — (EXn) ) —

n—1 n—1 n—1

_n 2 1 2\ _
_ 1<DX—|—(EX) _EDX—(EX))_DX.

ES% =

n_

Véta: Vybé&rovy rozptyl je nestranny konzistentni odhad rozptylu (pokud pivodni
rozdéleni ma rozptyl a 4. centralni moment).

Vi, Vv iv/

Specialné pro rozdéleni N(0,1) a n = 2:
X1+ X
2 Y

- - X1—Xo\2 (X1 -X5\?
52 — (X; — X)? X—X2:2( 1 2) — (2L 22} _p2
5 = (X1 )” + (X2 ) 5 7

_ X1—X
X — 1 2

X1 - X =—(Xy-X) = mé rozdéleni N (0,3) ,

XXy .
kde U = 50 ma rozdé&leni N (0, 1).

Tomu ¥ikdme rozd&leni 2 s 1 stupn&m volnosti.



5.4.1 Rozdéleni y?

. : , L ey Ul
s 1 stupni volnosti je definovano jako rozdéleni nahodné veli¢iny ¥ = > UJZ, kde
J=1
U; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim N(O, 1).

Znateni: x2(n).

Jeho hustota je pro x > 0

n_1 =¥
fy(y) =14 cmy? e proy >0,
0 jinak,
1
0(77) — 7 3
23T (g)
O
M(z) = /tz_le_tdt,
0

specidln& I'(m + 1) = m! pro v8echna m € N.

Speciadlné& pro n = 2 je ¢(n) = 1/2 a dostavame exponencidlni rozdéleni.



........................



XX
g
X

%%
?l\
stup:li volnosti a jeho odmocniny (, vzdalenost
stfedu terée").

| /'o,,'
f

1
Hustoty rozd&leni x2 s 1,2, .




Véta: Necht X,Y jsou nezavislé ndhodné veliginy s rozd&lenim x2(&), resp. x2(7).
Pak X + Y ma rozd&leni x(¢ + 7).
Véta: Pro ndhodnou veli¢inu Y s rozdélenim X2 s m stupni volnosti plati

EY =n, DY =2n.

(Toto rozdéleni neni zvykem normovat.)

5.4.2 Vybérovy rozptyl

z normalniho rozdé&leni N(EX, DX) spliiuje:

(n —1) ng

ma rozdéleni v2(n — 1).
DX X ( )







2.8

(T

0.5

Rozdéleni odhadu rozptylu pomoci vybérového rozptylu S‘%( pro rozsah vybéru
2,3,...,10a3=2 4+12241,...,27T+1=129.

Dusledek: Rozptyl vyb&rového rozptylu z normalniho rozdéleni N(EX, DX) je

2
DS% = —— (DX)? .
n—1



Véta: Pro ndhodny vybér X = (X1q,...,Xy) z normalniho rozdé&leni je X nej-
lepsSi nestranny odhad stfedni hodnoty, S§< je nejlepsi nestranny odhad rozptylu a
statistiky X, S% jsou konzistentni a nezavislé.

Existuje vS8ak vychyleny odhad rozptylu, ktery je eficientnéjsi:

5.4.3 Alternativni odhad rozptylu

Véta: DX je vychyleny konzistentni odhad rozptylu.

Dukaz:




— 1\ 2
DX ma rozptyl mensi nez ng, a to v pomé&ru (”Tl) :

Eficienci nemizeme porovnat obecng; aspon pro normalni rozdéleni:

1. eficience odhadu ng:

2

gjimxﬁ.

DS% =

2. eficience odhadu DX (DX je konstanta):
E(DX — DX)? =D (DX — DX) + (E(DX - Dx))” =

=D (DX) + (lDX)z —

n
_ ”_wz_i_mxf+3;mXV:2”_l
n n—1 n?2 n?2
a protoze
2n—1 2 2
n? <g<n—1’

je odhad DX vice eficientni ne? ng (ktery je nejlepsi nestranny!).




5.5 Vybérova smérodatna odchylka

ndhodného vybéru X = (X7q,..., Xn) je statistika

n—1

Sx = \/g:\ 1 f:(Xj——’_fn)z-
j=1

Alternativni znaéeni: S

Jeji realizaci zna¢ime malym pismenem:

1

\n—l

S —

Z (CC] — in)2 .
j=1

ESx < ox.

Rovnost obecné nenastavd, takze to neni nestranny odhad smérodatné odchylky!



Dukaz:

_ 2 2 2
DX = ES% = (ESx)“ + DSy > (ESx)*,
>0
ox > ESx.

Véta: Vybérova smérodatna odchylka je konzistentni odhad smérodatné odchylky
(pokud ptvodni rozdéleni ma rozptyl a 4. centralni moment).

5.6 Vybérovy k-ty obecny moment

nahodného vybé&ru X = (X1q,..., Xp) je statistika

Alternativni znaceni: M,



Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

n

1 k
j=1
Véta:
EMy, = EX¥.

(Tj. je to nestranny odhad k-tého obecného momentu.)

Véta: Vybérovy k-ty obecny moment je konzistentni odhad k-tého obecného mo-
mentu (pokud X ma k-ty a 2 k-ty obecny moment).

Dukaz:

1 1 1 1
DMyr = —nDX"==Dx" == (E(X¥)* - (Ex¥)?) = = (EX?F — (EX¥)?) .
n n n n



5.7 Histogram a empirické rozdéleni

V (nendhodném) vektoru ® = (z1,...,zn) € R" (ziskaném nap¥. jako reali-
zace nahodného vybéru) nezileZi na poradi sloZzek (ale zaleZi na jejich opakovani).
Usporn&ji je popsan mnoZinou hodnot H = {x1,...,zn} (ta ma nejvyse n prvkd,
obvykle méné) a jejich €etnostmi n;, t € H. Tato data obvykle znazorfiujeme
tabulkou ¢etnosti nebo grafem zvanym histogram.

Normovanim dostaneme relativni éetnosti r; = % t € H. JelikoZz > jcgre = 1, de-
finuji relativni Eetnosti pravdépodobnostni funkci pgmp(4)(t) = 7t tzv. empirického
rozdéleni Emp(x). Je to diskrétni rozdéleni s nejvySe n hodnotami charakterizujici
vektor .

5.7.1 Vlastnosti empirického rozdéleni

(Indexem Emp(x) oznalujeme parametry jakékoli nahodné veli¢iny, ktera ma toto
rozdéleni.)



1 1 2
EEmp(z)= ) tri==— > tmy==) z; =2,
teH " tcH " =1

1 1 2
E(Emp(;c))l~C = > thpp == > thpy == Za:,lf
teH " teH =1

1
DEmp(z) = Y (t—EEmp(z))?re=— > (t—x)°m
teH " teH
1
5% .

1 —
= (xz-—a_:)2:n
n = n
1=1

Obecné momenty empirického rozdéleni se rovnaji vybérovym momentim plivodniho
rozdéleni.

Vypolet z histogramu (z empirického rozdéleni) muize byt jednodu$si nez z pivodni
realizace ndhodného vyb&ru (pokud se opakuji stejné hodnoty).

Rozptyl empirického rozdéleni odpovida odhadu DX =21 Sg( rozptylu pivodniho

n
rozdéleni, odlisnému od S%.



5.8 Vybérovy median

) .. e, o , 1 ... i o o ,
je median empirického rozdélent, qup(:L')(Z)' Poskytuje jinou informaci neZ vybérovy
primé&r, mnohdy uZite¢néjsi (mj. robustnéjsi — odoln&jsi vici vlivu vychylenych hod-
not, outliers). Navic vime, jak se zmé&ni monotonni funkci.

Ve AV Ve

Proc se pouziva méné nez vybérovy priumér:

N4

e Vypocetni naro€nost je vyssi; sefazeni hodnot ma pracnost umérnou n Inn,
zatimco vybérovy primér n.

v/

e Pamé&tovd niro¢nost je vysdi — potfebujeme zapamatovat viechna data, u
vybérového priméru stadi 2 registry.

e MozZnosti decentralizace a paralelizace vypoltu vybérového medianu jsou velmi
omezené.



5.9 Intervalové odhady

Dosud jsme skute¢nou hodnotu parametru ¥ nahrazovali bodovym odhadem e
(coZ je ndhodna veli¢ina). Nyni misto toho hledame intervalovy odhad, tzv. interval
spolehlivosti I, coz je minimalni interval takovy, Ze

PWell>1-a,

kde o € (0, %) je pravdépodobnost, Ze meze intervalu I budou prekroéeny; 1 — « je
koeficient spolehlivosti. Obvykle hleddme horni, resp. dolni jednostranny odhad,
kdy

I = (—o00,qg(1 — a)), resp. I = (gg(a),0),

nebo (symetricky) oboustranny odhad,
o o
1= (9 (3) % (1-3))

K tomu potfebujeme znat rozdéleni odhadu o.



5.10 Intervalové odhady parametrii normalniho rozdéleni N(u, o)

5.10.1 Odhad stiedni hodnoty p¥i znamém rozptylu o2

g

_ 2
1 odhadneme vybérovym priimérem X s rozdélenim N (,u, W)

Normovand nahodnd veli¢ina norm X = \/75 (X — p) ma rozdéleni N(0, 1);

j= [\/7% (X — ) € (—o0,d 11 - a)>]

=1—«
ZP-\/—E(X—M)§¢_1(1—O¢)]

=P ,ug)_(—k\/iﬁcb_l(l—a)]

=P |u € —OO,X+\/LE¢_1(1—O‘)>]



Obdobné dostaneme i dalsi intervalové odhady
o
Vvn

X -2 o1 — ), 00
(X Jpetas )

N )

kde X — \%d)‘l(l —a)=X + %¢—1(a)
(¢~ 1(a) = —d71(1 — a) oviem nebyva v tabulkich).

(—oo,)_( + o 1(1 — a)> ,

P¥i vypocltu nahradime vybérovy primér X jeho realizaci Z.

5.10.2 Odhad stfedni hodnoty p¥i neznamém rozptylu

p odhadneme vyb&rovym priimé&rem X s rozd&lenim N (,u, —)



2
(n—12) S%

~ ma rozdg&leni x?(n — 1).

o2 odhadneme vyb&rovym rozptylem ng;
Testujeme analogicky ndhodnou veli¢inu g—j()_( — ), jeji rozdéleni vsak neni

normalni, ackoli X, Sy jsou nezavislé.

5.10.3 Studentovo t-rozdéleni (autor: Gossett)

s 1 stupni volnosti je rozdéleni nahodné veliciny

U

T
n
kde U ma rozdéleni N(0, 1),

V' ma rozd&leni x?(n),
U,V jsou nezavislé.



Znaceni: t(n).
Hustota:
Ln
fe(n) (@) = c(n) ( )
ﬂ

)

C(n):\/n_ﬂ' ()

Symetrie kolem nuly = g;(,)(1 — @) = —gy()(@).

Pro velky pocet stupni volnosti se nahrazuje normalnim rozdélenim.



0.51

—



i, 1
ngtrlfn :It(Ej

Hustota normovaného normalniho rozdéleni a Studentova rozdéleni s 5 stupni

volnosti (ptvodniho a normovaného).



5.10.4 Odhad stfedni hodnoty p¥i neznamém rozptylu Il

V nasem pripadé:

U:\/?ﬁ()_(—u) ma N(0,1),
(n—l)S%

V =

;2 L .
X max(n—1), n=n-1,

Vi (% _
e X2l V% ) ma e —1).

U —_—
Vo s2 Sy
n o2

Z toho vyplyvaji intervalové odhady

Sx
( 00, X+\th(n 1)(1_04)>

< Qt(n 1)(1 )7OO> 3

_ S - S
<X 2 = y(n—1)(1 — 2)7X+\/—)%Qt(n—1)(1__)>

><|
%\Sf

S\



P¥i vypoétu nahradime vyb&rovy primé&r X jeho realizaci # a vyb&rovou smé&rodatnou
odchylku Sx jeji realizaci sx.

5.10.5 Odhad rozptylu

2
(n—lz)SX

~ ma rozdé&leni X2(n —1);

o2 odhadneme vybérovym rozptylem S%;

—1) 5%
(’I’L 0-2) X c (_OO7qX2(n—1)(1 — O{)>]
=1—«
— 1) 5%
— (n 0-2) X < qxz(n_l)(]. — Oé)]

| -1 Sk <,
B2(n-1)(1 — @)

B 2 (n—1) S% -
7 <qx2(n1>(10‘)’ )] |

Dostali jsme dolni odhad.



Obdobné dostaneme i dalsi intervalové odhady
—1) 5%
— 00, (n ) X> )
92(n-1)(%)

< (n—1) S% -

qX2(n_1)(1 - O‘), 7

< (n—l)S% (n—l)S%>
o) (1-3) Gem-1) (3)

P¥i vypoltu nahradime vybérovy rozptyl S%( jeho realizaci s§<.



5.10.6 Intervalové odhady spojitych rozdéleni, ktera nejsou normalni

prevddime obvykle na normalni rozdéleni nelinedrni transformaci

h(t) = &7 H(Fx(t))

(Fx(X) ma rovhomérné rozdéleni na (0, 1)).

PouZijeme intervalovy odhad pro normalni rozdéleni a transformujeme jej zpét podle
vzorce

Bl () = gxH(©(u)).



5.11 Obecné odhady parametri

Rozdé&leni ndhodné veli¢iny X zavisi na vektoru parametrid ¥ = (94,...,%;) €
M, kde M C R’ je parametricky prostor, tj. mnoZina viech p¥ipustnych hodnot
parametri; pravdépodobnostni funkci znatime px(t;9) = pX(t I, ...,0;) atd.
Hled4me odhad © = (©1,...,0;), resp. realizaci odhadu 9 = (Y1, ...,0;) pomoci
realizace * = (z1, ... ,a:n).



5.11.1 Metoda momenti

Pro k=1,2,... je k-ty obecny moment funkci 1,
EXF(9) = EXF(94,...,9)

(zavislost na parametrech Ize stanovit dle pravdépodobnostniho modelu).
Lze jej téZ odhadnout pomoci vybé&rového k-tého obecného momentu m .

Metoda momentl doporu&uje realizaci odhadu 9 = (31, . ,32) takovou, Ze
k(3 o 1 & ok
EX Ogl,,ﬁZ)Zka:E Z:lajj, k:1,2,
]:

K jednozna&nému urleni i proménnych obvykle potfebujeme (prvnich) i rovnic pro
kEk=1,2,...,1.



Pouzitelnost metody momentu
Mozné problémy:

1. ReZeni neexistuje = zkusme ubrat rovnice.

2. Je nekonedné mnoho feSeni = zkusme pr¥ibrat dalsi rovnice.

3. Je vice neZ jedno FeSeni (nap¥. soustavy kvadratickych rovnic).

4. Je jediné FeSeni, ale je obtizné je nalézt.

5. Soustava je $patné podmin&na (typicky pro velky polet parametri).

6. Nasli jsme jediné FeSeni, které v3ak nespliuje predpoklady, 9 ¢ I (napt.
parametry nemohou byt libovolna &isla) = NELZE! VZdy kontrolujte Feseni!



7. V8em rovnicim je p¥ikladana stejna dileZitost, coz byva nezadouci (typicky pro
velky polet parametrii).

8. Nelze pouZit pro nenumerickd data (pokud je nelze smysluplné o&islovat).

Vyhoda:

1. Lze pouzit pro diskrétni, spojité i smisené rozdéleni beze zmén.



5.11.2 Metoda maximalni vérohodnosti (likelihood)

Pro diskrétni rozdéleni Pravdépodobnost realizace,
px(x; V) =P[X1 =21 N ...\ Xpn = xp; V]

— ﬁ P [Xj = :Uj;lﬂ — ﬁ px(zj;9) = L(¥9),
j=1 J=1

je funkce L: M — (0,1), N C R?, parametrii 9 = (¥4, . ..,1;), zvana vérohodnost
realizace diskrétniho rozdéleni.

Reenim jsou takové hodnoty 9 = (51, e ,52) které maximalizuji vérohodnost.
Maximalizujeme bud v&rohodnost, nebo jeji logaritmus (log-likelihood),

((¥) =InL(Y) = zn: Inpx(x;;9).
j=1

(Nutno vyloutit pfipad px(z;;9¥) = 0, ktery viak nevede na maximum.)



P¥iklad: Empirické rozdéleni je maximalné vérohodny odhad diskrétniho rozdéleni
(pokud na rozdéleni nejsou kladeny dal3i podminky).

Poznamka: Odhad na zakladé maxima vérohodnosti odpovidda Bayesovskému od-
hadu ve specidlnim p¥ipadé, kdy vSechny hodnoty parametri maji stejnou apri-
orni pravdépodobnost (resp. hustotu pravdépodobnosti). PouZiva se, pokud apriorni
pravdépodobnosti parametrii nezname.



Pro spojité rozdéleni
Kazda realizace ma nulovou pravdépodobnost, proto misto ni pouzijeme hustotu
pravdépodobnosti, coZ ale vede na zcela jiny pojem

mn
fx(x:9) =[] fx(z;;9) =A9).
j=1
Nicméné i tato funkce A: I — (0, 00), N C R?, se nazyva vérohodnost spojitého
rozdéleni.

j=1

(Nutno vyloutit p¥ipad fx(zj;9) = 0, ktery vdak nevede na maximum.)

Pro smisené rozdéleni
neni vérohodnost definovana!



Pouzitelnost metody maximalni vérohodnosti
Mozné problémy:

1. Je vice neZ jedno ¥eeni. (MiZe se stat, Ze rizné hodnoty parametr(i popisuji
totéz rozdéleni — vadi to?)

2. Regeni neexistuje (to se miZe stat jediné kdyZ v&rohodnostni funkce je nespojita
nebo parametricky prostor neuzav¥eny).

3. Je jediné Yeseni, ale je obtizné je nalézt. (Lokalni extrémy nemusi byt globalni.)
4. Soustava je Spatné& podminéna.
5. Hodnoty vérohodnosti mohou byt velmi malé.

6. Nelze pouzit pro smisené rozdéleni!



Vyhody:
1. Hledani optima je o néco snazsi nez feSeni soustavy rovnic.

2. Raznym datim je dan spoleény (srovnatelny) vyznam.

3. Lze pouzit i na nenumericka data.



6 Testovani hypotéz

6.1 Zakladni pojmy a principy testovani hypotéz

(doporucena literatura: [Jaros a kol.|)
Mame posoudit hypotézu o hodnoté néjakého parametru rozdé&leni 9 (pomoci
kritéria &ili testovaci statistiky T, resp. jeji realizace t).

Priklad: Parametr ¥ nabyvd pouze 2 hodnot, 0 pro , normalni“ populaci, 1 pro
»,anomalni” prvky. Obé& skupiny maji zndma rozdé&leni se stfednimi hodnotami pg,
w1, kde pug < p1. Nahodny vybér X je proveden z jedné z téchto skupin, mame
uhodnout, z které. K tomu pouZijeme (ne nutng) T' = X jako odhad st¥edni
hodnoty. Zvolime k € (ug, 1) a vybér klasifikujeme 0 pro T' < k, 1 pro T > k.
Mizeme se dopustit dvou druht chyb:

1. skupina 0 je klasifikovana jako 1, s pravdépodobnosti a(k) (nerostouci funkce k),

2. skupina 1 je klasifikovana jako 0, s pravdépodobnosti G(k) (neklesajici funkci k).



Mozna kritéria pro volbu meze k:
o afk) = B(k),

o min(a(k) + B(k)).
) mkin e(a(k), B(k)), nap¥. mkin(aa(k)—l—bﬁ(k)), tj. minimalizace vyplatni funkce,

e a(k) = predem zvolend mald hodnota.

VétsSinou se pouziva posledni mozZnost, a to z divodi
e technickych (snazsi dloha),
e nepotfebujeme znat rozdéleni anomalni skupiny,

e obvykle mame vice nez dvé mozné hodnoty parametru, coz situaci komplikuje.



Priklad: Mame zastavit pouzivani léku pro podezreni z nezadoucich a¢inka?
Nulova hypotéza Hp: Vyrobce je nevinen, riziko se nezvysuje.

Alternativni hypotéza Hi: Vyrobce je vinen, riziko se zvysuje.

Kromé spravnych rozhodnuti hrozi:
Chyba 1. druhu: Zamitneme nulovou hypotézu, ktera plati (obvinime nevinného).

Chyba 2. druhu: Nezamitneme nulovou hypotézu, kterd neplati (osvobodime vinného).

Volbou pf¥isnosti kritéria snizujeme riziko jedné chyby na udkor zvyseni rizika druhé
chyby.

Dohodnuté vychodisko: Kritickou hodnotu testu, k, uréime tak, aby chyba 1. druhu
nastavala se stanovenou pravdépodobnosti @ € R zvanou hladina vyznamnosti
(nebo s mensi pravdépodobnosti, nelze-li dosdhnout rovnost).



Podle tradice v oboru se nejéastéji uzivaji hodnoty 1% nebo 5% (rozhodné a < %)

Hodnoty kritéria, kterd presahuji kritickou hodnotu (odpovidaji vysledkiim malo
pravdépodobnym p¥Fi platnosti nulové hypotézy) povaZzujeme za statisticky vyznamné

a v tom pfipadé nulovou hypotézu zamitame.

V opa&ném p¥ipad& nulovou hypotézu nezamitame, ale ani nepotvrzujeme, nebot
tim bychom se mohli dopustit chyby 2. druhu s blize neuréenou pravdépodobnosti 3.

Silu testu posuzujeme podle 1—3, tj. podle rizika chyby 2. druhu p¥i daném riziku o
chyby 1. druhu.

V literature se rozlisuje
e jednoducha hypotéza: nulové hypotéze odpovida jedind hodnota parametru,

e sloZzena hypotéza: nulové hypotéze odpovidd vice hodnot parametru,



a dale

e jednoducha alternativa: alternativni hypotéze odpovida jedina hodnota para-

metru,

e slozena alternativa: alternativni hypotéze odpovida vice hodnot parametru.

Casto se formuluje nulové a alternativni hypotéza tak, ¥e nejsou navzdjem svymi
negacemi a nepokryvaji prostor véech moznych hodnot parametru. Vznika tim jen
chaos (viz vétSina ostatni literatury). Snadno se mu vyhneme, kdyZ? budeme for-
mulovat nulovou hypotézu jako negaci alternativni hypotézy.

Je-li nap¥. Hy : 9 > ¢, pak nevolime Hq : ¥ = ¢, ale Hy : ¥ < c. (Nejvétsi riziko
chyby 1. druhu obykle odpovida p¥ipadu ¥ = ¢, takZe postup je stejny.)

U sloZzené hypotézy pozadujeme, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu byla nejvyse
a pro vSechny hodnoty parametru vyhovujici nulové hypotéze.



(Statisticka vyznamnost neznamena vyznamnost praktickou.)

Reseni: Nulovou hypotézu zamitneme, pravé kdy# hodnota kritéria ziskana z reali-
zace nepadne do intervalu spolehlivosti pro koeficient spolehlivosti 1 —«, tj. kriticka
hodnota je mezi intervalového odhadu.

Obracené se miizeme ptat, pfi jaké mezni hladiné vyznamnosti by pozorovana hod-
nota byla kritickd; tomu ¥ikdme dosazena vyznamnost; stadi ji porovnat s pfedem
Témé&F viechny programy davaji za vysledek dosaZenou vyznamnost (obvykle se
znali P a ¥ikd se ji pouze significance), takZe hladinu vyznamnosti neni tfeba
predem zadat; navic se dovime, jak daleko jsme byli od této hladiny.

Typicky tvar testu: Testovaci statistiku T" se zndmym rozdé&lenim (p¥esnéji jeji rea-
lizaci t) porovnavame s kvantily p¥isluiného rozdéleni a zamitneme p¥i extrémnich
hodnotich (nepravdépodobnych p¥i platnosti nulové hypotézy):

Hy H4 zamitame pro dosazena vyznamnost
9<cl|d>c t > qr(l — ) 1 — Fp(t)
VI>c|¥<c t < qr(a) Fp(t)
V=c|V#c|t>qr(l—75)nebot<qp(5) |2 min(Fp(t),1— Fp(t))




v v/

V literatufe se setkdme i s nasledujicimi pfipady hypotéz, které se vSak ¥esi stejné
jako prvni dva vysSe uvedené:

9 >c
v <c

S|
I

Ol0




6.2 Testy stfedni hodnoty normalniho rozdéleni

6.2.1 P¥ znamém rozptylu o2

porovhdavdme s kvantily normovaného normalniho rozdéleni:

Hy zamitame pro dosazena vyznamnost
u<c t> o 1(1 - a) 1 — P(t)
p>clt< -0 H1l—a)=o"1(a) d(t)
n=-c t] > e (1 %) 2 min (®(t),1 — d(¢))

6.2.2 P¥i neznamém rozptylu




porovnavame s kvantily Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

Hy zamitame pro dosaZzend vyznamnost
psc| t> qt(n—l)(1 —a) 1 — Ft(n—l)(t)
p=c|t< _qt(n—l)(l —a) Ft(n—l)(t)
p=c| [t|>aqu-n1—%) | 2min(Fy_1t),1 - Fyp-n))




6.3 Testy rozptylu normalniho rozdéleni

(=15

C

porovnavame s kvantily y2-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

Hy zamitame pro dosazena vyznamnost
2

0'2 S C t > qXQ(n_l)(]. — Oé) 1 — sz(n—l)(t)

o° > c t < qxz(n_l)(oz) sz(n_l)(t)

0% = c| t < q20, 1y(5) nebo | 2 min (F,2(, 1y(t),1 = Fy2(,_1)(t))
t> qx2(n—1)(1 o %)




6.4 Porovnani dvou normalnich rozdéleni

Pfedpoklad: Nezavislé vybéry

(X1,...,Xm) z rozdéleni N(EX,DX),
(Y1,...,Yn) z rozdéleni N(EY,DY).

6.4.1 Testy rozptylu dvou normalnich rozdéleni [Fisher]

Je-li DX = DY, pak ng = S%. Testovaci statistikou je

_ 5%

T = —.
2
SY



F-rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni) s £ a n stupni volnosti je rozdé&leni
nahodné veliciny

kde U,V jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozd&lenim x2(&), resp. x%(n).
Znaceni: F(&,n)

Hustota pro = > O:

fF(f,n) (x) — C(g,’l’]) X

Nl
I
[}
VR
=
_l_

3 |
8
\/

|
5

_ 2 £)\?
c(§,n) = - %) I_(g> (ﬁ)

Je-li DX = DY = o2, pak dosadime



U : 5 ma x°(m — 1),
n —1)S2
V:—( 2) Y ms x%(n—1),
o
{=m—-1,n:=n-1,
o i (m—1) o2
F Vv (n—1) 532/
" (n—1) o2
Testujeme realizaci
,_
=
Yy

na rozdéleni F(m —1,n — 1):



Hy zamitame pro dosaZzend vyznamnost

DX <DY | t>qrm-10-1)(1 =) | 1— Frun_1,n-1)()

DX >DY | t<grm—1n-1)(2) Fe(m-1,n-1)()

DX =DY | t < qr(m—1,n-1)(3) nebo | 2 min(Fg(,,_1 ,—1)(%);
t > gr(m—1,0-1)(1 —3) | 1= Frn_1n-1)(%))




Pro kazdou hladinu vyznamnosti potfebujeme dvoudimenzionalni tabulku kvantili
indexovanou &,m; obvykle je tabelovana jen polovina, druhou je tfeba dopocitat

podle vzorce
1

9F(n,e)(1 = 5)

N § Sy oy 53
(opa&né potadi indexil!) nebo uvaZovat S—%/ misto S—%(
X %

aF(e,n)(B) =



6.4.2 Testy stfednich hodnost dvou normdlnich rozdéleni se znamym rozptylem o2

— 0'2
X, ma N(EX,-),

m

2
Y, ms N(EK9;>,

n

_ _ 1 1
X@rsynméN(EX—Exa2C—+—)).

m n

Za predpokladu EX = EY:

XY

- 1, 1
"V Th

Testujeme realizaci t na N (0, 1) (viz kapitola [6.2.1]).

T : ma N(0,1) .

-



6.4.3 Testy stfednich hodnost dvou normalnich rozdéleni se (stejnym) neznamym
rozptylem

Pfedpoklad: DX = DY = o2

Nejprve ovéfime tento predpoklad (viz kapitola 6.4.1)).

(Ve skuteCnosti nemiiZeme pFedpoklad ovéFit, jediné vyvratit; pokusime se o to, a
pokud se to nepodali, pokracujeme. Bez tohoto predpokladu by byl dalsi postup

/" vV "\ 7/

2

Mame dva odhady 52 ,552/ stejné hodnoty o<; pouZijeme jejich primér vazeny

rozsahy vybé&rli (—1 kvili vypoltu vyb&rového priméru):

(m—1) S%

) méxz(m_1)7
o2 max(n—l),
(m —1)S% + (n—1)S2

ma x2(m +n — 2)

o2



se stfedni hodnotou m + n — 2,

(m-1)S%+(n—-1)5% 52
(m +n —2)0? - 02

ma stfedni hodnotu 1 a
(m— 1)S§(+(n— 1)532/

S2 .
m-+n—2

je nestranny odhad o2,

o . (m—l)Sg(—l—(n—l)S%.
m—+n— 2

_ 0‘2
Xm ma N (EX,—) :

m

2
Y, mi N (EY, U—> ,

n

_ _ 1 1
Xm—Yn mé N(EX—EY,az (—+—>) .

m n



Za predpokladu EX = EY:
Xm—-Yn
1 |, 1
Nom T o
(m+n-2)S%> (m—-1)S%+(n—1)S%

o2 o2

ma N(0,1) ,

ma X2(m+n—2),
Xn—Y,

X~ Vo oyhtd
T := ml IL: - ma t(m+n —2).
Sy o+ ‘/%

Testujeme realizaci t na rozdéleni t(m + n — 2) (viz kapitola 6.2.2).




6.5 Testy stfednich hodnost dvou normalnich rozdéleni - parovy

pokus

(dle [SHIO])

Priklad: Mame porovnat priimérnou teplotu na dvou mistech.

Standardni test stfednich hodnot dvou normalnich rozdé&leni je slaby kviili velkému
rozptylu, ktery v8ak ma spoleé¢nou p¥i¢inu a projevuje se proto synchronné v obou
vybérech; proto vybéry nejsou navzajem nezavislé. Mé¥ime vzdy obé veli¢iny soucasné.

Pfedpoklad: Ndhodné veli¢iny X;,Y; (7 = 1,...,n) maji normalni rozdé&leni N(u, o2)
se stalym rozptylem o2 a prom&nnymi stfednimi hodnotami p; = EX; = EYj.

MiZeme pouZit ndhodné veliciny U; := X, — u;,V; ==Y, —pu; (j = 1,...,n),
které jsou nezavislé a maji rozd&leni N(0, o2).

Ndhodné veliciny A; := X; —Y; = U; —V; (j = 1,...,n) jsou nezdvislé a maji
rozd&leni N(0, 202).

SlLx S Y c 202
Vybérovy primér A ma N <O, T)



6.5.1 Pro znamy rozptyl o2

Neznamé parametry sdruZzeného rozdéleni jsou w1, ..., un, ale nepotfebujeme je.
Dle kapitoly 6.2.1| (pro ¢ = 0) testujeme

Z\/ﬁ X’—Yf\/ﬁ
T =—,/— =" - /=
oV 2 o 2

na N(0,1).

6.5.2 Pro neznamy rozptyl

Neznamé parametry sdruZeného rozdéleni jsou ® = (02, ju1, . . ., iin), potfebujeme
z nich pouze 02 = DX.

MiZeme pracovat p¥imo s vyb&rem (A1, ..., An) z normalniho rozdé&leni.

Dle kapitoly 6.2.2| (pro ¢ = 0) testujeme

T:=—/n

na t(n — 1).



Cviceni: Maximalné vérohodny odhad parametri:

n (. — \2 n . L \2
1) = 1T o ew (L) T e (Z 0

Loy ) s (g )’ o
L(@):—Z 32023 —Z ‘7202‘7 —2nlnoc—-2nInVv2m,
1=1 71=1
J_OL®) _ 0 (_(xj—w_(yj—@ﬂ)
o O 202 2072
1 _ _ 1 -
:§<($j—uj)+(yj—uj)>—;(iﬂj+yj—2uj>,
Tt Yy .
i = ‘72 ], 17=1,...,n.

Odhady p;, (j = 1,...,n) nejsou konzistentni.
Po jejich dosazeni:



~ "N (i — )2 —
L(fﬁ):—z( J /iyj) —nlnoc?—-2nInV2m,

j=1 4 o2
_OLW) X () - yj)2 2n
o) Z ‘(@)
. 1 n
= 2n 25

o2
2 2
y]) 2 Z 5] y

kde 0, je realizace A ;. Odhad o2 je konzistentni.



6.6 x°-test dobré shody

SlouZi k testovani hypotézy, Ze ndahodna veli¢ina ma predpokladané rozdéleni.
ProtoZe umime hypotézy jen zamitat, nikdy nepotvrdime, Ze takové rozdéleni
opravdu ma.

Testujeme diskrétni rozdéleni (mohlo vzniknout diskretizaci spojitého).

Hg : Nahodna veli¢ina ma diskrétni rozdéleni do k t¥id s nenulovymi pravdépodobnostmi
pi,-..,Pk-

Testujeme pomoci realizace ndhodného vybéru rozsahu n. Neni dilezité poradi
vysledkil, pouze jejich €etnosti n;, resp. relativni ¢etnosti % (¢ =1,...,k). Po-

rovndvame Cetnost n; s teoretickou cetnosti n p;. Testovaci statistikou je

k
i=1 " Pi
Jeji rozdéleni se pro n — oo blizi x?(k — 1).
DosaZend vyznamnost: 1 — Fx2(k—1)(t)' Nulovou hypotézu zamitame pro t >
qX2(k_1)(1 — Oé), tj- 1-— sz(k—l)(t) < Q.



Cviceni. Tabulka uddva rozdéleni (podminéné) pravdépodobnosti, Ze voli¢ strany
zastoupené v parlamentu volil danou stranu. Posud'te na 5% hladin& vyznamnosti
hypotézu, Ze stejné rozdéleni maji i poslanci.

0.077 | 0.067
13 6

0.344
74

0.136
26

0.376
31l

relativni preference
pocet poslancii

Reseni. Doplnime tabulku (posledni sloupec uvadi celkovy tdaj):

relativni preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067 1
pocet poslancii 81 74 26 13 6 200
teor. Cetnost 75.2 | 68.8 | 27.2 | 154 | 13.4 200
pFispévek k x* 0.447 | 0.393 | 0.052 | 0.374 | 4.086 | 5.353

Hodnotu kritéria 5.353 porovname s kvantilem qX2(4)(O.95) = 0.4877 a hypotézu
nezamitame (ponékud pFekvapivy zavér vzhledem k tomu, Ze posledni dvé& strany

maji téméF stejnou podporu u voli&i, ale posledni ma vice neZ 2xX méné poslancii).



6.6.1 Modifikace

Problém: Testujeme na rozdéleni, kterému se skuteé¢né jen limitné blizi. Tim se
dopoustime blize neurcené dodatedné chyby. Teoretické Cetnosti tfid nesmi byt
pFili§ malé (Feknéme aspofi 5), aby nas predpoklad byl opravnény.

Modifikace: Vychazi-li teoretickd &etnost nékterych t¥id pf¥ilis mald, slou¢ime je s
jinymi tfidami (pokud moZno , blizkymi*).

Problém: Zkoumané rozdéleni miize zaviset na nezndmych parametrech.

Modifikace 1: Parametry odhadneme na zakladé jiného ndhodného vybéru.

Modifikace 2: Parametry odhadneme na zakladé stejného nahodného vybéru, ktery
pouzivame k testu dobré shody. Tim jsme vSak snizili podet stupint volnosti, takze
musime testovat na rozd&leni x?(k—1—gq), kde g je potet odhadnutych parametr.

Problém: Chceme testovat shodu se spojitym nebo smiSsenym rozdélenim.



Modifikace: Rozdéleni nap¥ed diskretizujeme, tj. v8echny mozné vysledky rozdélime
do k disjunktnich t¥id. Prvky v jedné t¥idé si maji byt , blizké", jinak sniZujeme
silu testu. VSechny teoretické €etnosti musi byt dostate¢né velké a nejlépe zhruba

stejné.

Poznamka: Z3sadn& musime pracovat s jednotkami (objekty), z nichZ kazda zvlast
(a nezdvisle) je zaFazena do né&jaké t¥idy. Nelze poditat s tisici, procenty, spojitym

mnoZstvim atd.

6.6.2 y2-test dobré shody dvou rozdéleni

(dle [Mood a kol])

Hq : Dvé diskrétni ndhodné veli¢iny maji stejné diskrétni rozdéleni.



Rozsahy vybé&ri jsou m, n a &etnosti vysledkli m;,n; (i = 1, ..., k). Pfedpokladame
rozdéleni s neznamymi teoretickymi pravdépodobnostmi p; (i = 1,...,k).

k(0 o2
3 (mi = mPi)" o bt x2(k — 1),
i=1 m pi

k(N2
3 (i =P o pist 2k — 1),

i=1 npi
k 2 k 2
m; — mp; n; — N p;
T:Z( : Pi) —|—Z( ! i) se blizi x%(2(k — 1)).
i—1 mp; i—1 np;
Neznamé parametry p;, odhadneme pomoci maxima vérohodnosti,
D = m; + n;
7 m 4+ n 9

k
z nich je jen k — 1 nezavislych (nebot ) p; = 1), takZe vysledny potet stupifiil

1=1

volnosti je 2(k — 1) — (k — 1) = k — 1 a testujeme T na x?(k — 1). Nulovou
hypotézu zamitame pro t > qx2(k—1)(1 —a), tj. 1— FX2(k—1)(t) < a.



vV 'v/

Prakti¢téjsi (ekvivalentni) vzorec:

r— (14} é(mi—wf

m n D;

6.6.3 °-test nezavislosti dvou rozdé&leni

(dle [Like$, Machek])

Hg : Dv& nahodné veliciny (jejichZ rozdéleni nezndme) jsou nezavislé.

X nabyva k hodnot s pravdépodobnostmi pq, ..., p,
Y nabyva m hodnot s pravdépodobnostmi q1, ..., gm.
Realizace dvojrozmé&rného nahodného vybéru ((x1,v1),- -, (Tn, yn)) obsahuje dvo-

jice realizaci nahodnych veli¢in X,Y'; z vysledkli nas zajimaji opét pouze Cetnosti
ni; (¢ = 1,...,k; j = 1,...,m). Ty byvaji uspofddany do tzv. kontingencni
tabulky. Polet tfid je km.



Za ptedpokladu nezavislosti jsou pravdépodobnosti vysledki p; g; (i = 1,...,k; j =

1,...,m),

K s a)?
7= 3 S VT PG e 2 — 1y,
i=1 j=1 nPidj

Neznamé parametry p;, qg; odhadneme pomoci maxima vérohodnosti,

2. Mig 2. M
VS o 1=1
P; = ’ QJ — ;
n n

k m
z nich je jen (k — 1) 4+ (m — 1) nezavislych (nebot > p; = 1, > q; = 1),
. 1

1=1
takZe vysledny podet stupfiti volnosti je km — 1 —(k—1) —(m —1) = (k —
1) (m —1) a testujeme T na x?((k — 1) (m —1)). Nulovou hypotézu zamitdme pro

> G2 ((k-1) (m-1)(1 = @) U 1= Fya(e1) m-1y)(t) <



6.7 Korelace, jeji odhad a testovani

(dle [LikesS, Machek])

Korelace px y nahodnych veli¢in X, Y (s nenulovym rozptylem) je stfedni hodnota
X-EX Y-EY
ox !

soucinu odpovidajicich normovanych velicin oy

oy — E (X —EX) (Y —EY)) _ 11y,
oOxY oy

Je nulova pro nezavislé nahodné veli¢iny, ale i pro nékteré jiné, tzv. nekorelované.

Extrémni hodnoty £1 odpovidaji linedrni zavislosti mezi X,Y .

Na zadkladé dvojrozmé&rného nahodného vybéru ((X1,Y71),...,(Xn, Yn)) miZeme
korelaci odhadnout pomoci vybérového koeficientu korelace



Jeho realizace

S (2 — %) (y; — 7)
7=1

Te,y =
J (fi (z; — 31—)2> (fi (y; — 37)2>
1=1 7=1

nebot je to kosinus thlu vektori

e (—1,1),

(371—j,...,$n—j),(y1—’g,...,yn—g)GRn.

Pro vypodet se pouziva jednoprichodovy vzorec:



2 () (£0)
J J

j=1

6.7.1 Test nekorelovanosti dvou normalnich rozdéleni

Pfedpoklad: Dvojrozmérna nahodna veli¢ina (X,Y) ma (dvojrozmérné) normalni
rozdéleni, n > 3.

Hp: ox,y =0 (X,Y jsou nekorelované).

Testovaci statistikou je

. RX,Y vV — 2
— ; ,
za predpokladu nekorelovanosti ma rozdéleni t(n — 2), dale postupujeme dle kapi-

toly 6.2.2,

T




6.8 Neparametrické testy

Jsou pouzitelné bez ohledu na typ rozdéleni, jsou vSak slabsi.

6.8.1 Znaménkovy test

RozliSujeme pouze znaménko odchylky od zvolené hodnoty c. Tim ztrdcime kvanta-
tivni informaci a tedy i moznost testovat nap¥. stfedni hodnotu. Misto ni testujeme

medidn gx(3).
e gu(l) —
0 : QX(Q) = C
P¥i platnosti nulové hypotézy by kladné i zaporné odchylky mély byt stejné& prav-

dépodobné.

Nulové odchylky z vybéru predem vylou¢ime. Testovaci statistikou T’ je pocet



kladnych odchylek, ktery testujeme na binomické rozdéleni Bin (n,%) Nulovou

hypotézu zamitame pro

Q Q
t — bo t 1——.
= gin(n.}) (2) "€ gin (1) ( 2)
(Podobné pro jednostranné testy.) Vypocet kvantill je pracny, ale kritické hodnoty

jsou tabelovany (v zavislosti na n a hlading vyznamnosti).
DosaZzena vyznamnost se pocita o trochu snaze.

Pro velkd n pouzivame centralni limitni vétu a testujeme
2T —n

1o = NG
na N(O,1).

Lze pouzit i k porovnani dvou medidnt u parového pokusu.
Priklad pouziti: Odhad smrtelné davky latky.
Na rozdil od stfedni hodnoty median vZdy existuje (je vSak problém, jak ho defi-

novat, aby byl jednoznaény).
Jeho vypocetni sloZitost je vétsi, Fadu n Inn.



6.8.2 Wilcoxoniiv test (jednovybérovy)

Hp 1 X ma rozdéleni symetrické kolem hodnoty c
(V tom p¥ipadé je ¢ medidnem i st¥fedni hodnotou.)

Z realizace (z1,...,%n) vypotteme posloupnost (21,...,2n), kde z; = z; — c.
Sefadime ji vzestupné podle absolutnich hodnot |z]| = |xj —c

, ¢imz j7-tému prvku
pfifadime pofadi r;. Je-li vice stejnych rozdili, p¥ifadime jim stejné po¥adi rovne
aritmetickému priameéru. Testovaci statistikou je

Tyi= > 7y

J:2;>0
nebo
T5 := min Z T, Z ri |
J:2;>0 7:2<0

porovhame s tabulkou kritickych hodnot pro tento test.






7 Co zde nebylo

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

Vice o zobrazeni nahodné veli€iny funkci a o sou¢tu nahodnych

veli¢in

Diskretizace

Smés pravdépodobnosti

Charakteristicka funkce nahodné veliciny

Dukaz centralni limitni véty
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