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1 O ¢em to je a o ¢em ne?

Co maji nasledujici vyroky spole¢ného?

1. V loterii pravdépodobné nevyhraji.
2. DAlnici pravdépodobné projedu bez nehody.

Snéhové podminky umozni pfisti mistrovstvi svéta v lyzovani.

- W

Snéhové podminky pii pfistim mistrovstvi svéta v lyzovani budou dobré.

5. Na 50. km délnice pojedu rychlosti nejvyse 110 km/hod.

V ¢em se toto vyroky lisi?

1. V loterii pravdépodobné nevyhraji.Jasnd pravidla. Lidé se ic¢astni v nadéji, Ze budou jednim z milionu®.
Visledek nelze ovlivnit.

2. Dalnici pravdépodobné projedu bez nehody. Nejasnd pravidla. Lidé se icastni v nadéji, Ze nebudou ,jednim
z milionu“. Visledek lze ovlivnit.

3. Snéhové podminky umozni pfisti mistrovstvi svéta v lyzovani. Nejasnd pravidla. Visledek nelze ovlivnit.

4. Snéhové podminky pii pristim mistrovstvi svéta v lyzovani budou dobré. Nejasnd pravidla i vysledek, ktery
nelze ovlivnit.

5. Na 50. km délnice pojedu rychlosti nejvyse 110 km/hod.Jasnd pravidla, vysledek lze ovlivnit, ale nelze jej
teoreticky ovérit.



1.1 Teorie pravdépodobnosti

je nastroj pro ucelné rozhodovani v systémech, kde budouci pravdivost jeva zavisi na okolnostech, které zcela
nezname.

Poskytuje model takovych systému a kvantifikaci vysledku.

Pravdépodobnostni popis = chovani systému

1.2 Statistika

je nastroj pro hledani a ovéfovani pravdépodobnostniho popisu redlnych systému na zékladé jejich pozorovéni.
Chovani systému = pravdépodobnostni popis
Poskytuje daleko vic: néstroj pro zkouméni svéta, pro hledani a ovérovani zavislosti, které nejsou zjevné.

2 Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

2.1 Laplaceova (klasickd) definice pravdépodobnosti

Piedpoklad: Nahodny pokus s n € N ruznymi, vzajemné se vylucujicimi vysledky, které jsou stejné mozné.
Pravdépodobnost jevu, ktery nastdvéd pravé pii k z téchto vysledku, je k/n.

1. problém: ,stejné mozné“=,stejné pravdépodobné,“ ale co to znamend? (definice kruhem!)

Elementarni jevy jsou vsechny ,stejné mozné“ vysledky.

Mnozina v8ech elementarnich jevi: €

Jev: ACQ

Umluva. Nadédle budeme jevy ztotoznovat s prislusnymi mnozinami elementarnich jevi a pouzivat pro né
mnozinové operace (misto vyrokovych).

2.1.1 Zakladni pojmy

Jev jisty: 2, 1
Jev nemozny: (), 0
Konjunkce jevu (,and“): AN B
Disjunkce jevu (,or“): AUB
Jev opaény k A: A=0Q\ A
A= B: ACB
Jevy neslucitelné (=vzajemné se vyluéujici): Ay,..., A, : [ 4; =0
i<n
Jevy po dvou neslucitelné: A;,..., A, :Vi,j€{1,...,n}, i#j: AiNA; =0
Jevové pole: viechny jevy pozorovatelné v ndhodném pokusu, zde exp € (=mnozina viech podmnozin mnoziny §2)

2.1.2 Pravdépodobnost

jevu A:

kde | .| znac¢i pocet prvki mnoziny

2.1.3 Na&ahodna veli¢ina

je libovolnd funkce X: Q2 — R
Stiredni hodnota: .
EX =— X
Ly xw).
weN
kde n = (9.
Interpretace: Je-li hodnota nahodné veli¢iny hodnotou vyhry ve hie, pak stfedni hodnota je spravedliva cena
za Ucast ve hre.



2.2 Vlastnosti pravdépodobnosti

P(A) € (0,1)
P(0) =0, PQ1)=1
P(4) =1~ P(4)

ACB= P(A) < P(B

(4)
ACB= P(B\A) =
ANB=0= P(AUB
P(AUB)=P(A)+ P(B

)
P(B) — P(4)
z 2 P(B) (aditivita)

2.2.1 I]'plny systém jeva

tvoii jevy B;, i € I, jestlize jsou po dvou neslucitelné a |J B; = 1.
i€l

Speciéln{ pifpad pro 2 jevy: {C,C}

Je-li {By,...,By,} dplny systém jeviu, pak

a pro libovolny jev A
n
P(A)=> P(ANB).
i=1

Specidlné: B
P(A)=P(ANC)+P(ANC) .

2.3 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekoneéné mnoziny jevi, geometrickou pravdépodobnost...

Priklad: Podil plochy pevniny k povrchu Zemé je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrany bod na Zemi lezi na
pevniné (je-li vybér bodu provddén ,,rovnomérné®).

Piiklad: Na linkovany papir hodime jehlu, jejiz délka je rovna vzdalenosti mezi linkami. Jaka je pravdépodobnost,
ze jehla protne néjakou linku?

3. problém: Nedovoluje iracionalni hodnoty pravdépodobnosti.

2.3.1 Rozs8ifeni Laplaceova modelu pravdépodobnosti

Priklad: Misto hraci kostky hazime krabickou od zapalek, jejiz strany jsou nestejné dlouhé. Jaka je pravdépodobnost
moznych vysledka?

Pripustime, Ze elementarni jevy nemusi byt stejné pravdépodobné.

Ztracime ndvod, jak pravdépodobnost stanovit. Je to funkce, kterd jevim pfifazuje ¢isla z intervalu (0,1) a
splnuje jisté podminky. Nemame navod, jak z nich vybrat tu pravou.

Tato nevyhoda je neodstranitelnd a je duvodem pro vznik statistiky, ktera k danému opakovatelnému pokusu
hleda pravdépodobnostni model.

2.4 Kombinatorické pojmy a vzorce

(Dle [Zvdra, Stépdn).)
V urné je n rozlisitelnych objektu, postupné vytdhneme k.

vybér s vracenim bez vraceni
y , variace s opakovanim variace bez opakovani
uspotradany L nl
n (n—k)!
» , kombinace s opakovanim kombinace bez opakovani
neusporadany k1 o (n)
( k ) B (n—k)! — \k

Z této tabulky pouze kombinace s opakovanim nejsou vechny stejné pravdépodobné (odpovidaji riznému
poctu variaci s opakovanim) a nedovoluji proto pouziti Laplaceova modelu pravdépodobnosti.



Permutace (potfadi) bez opakovani: Tvoifme posloupnost z n hodnot, pficemz kazdéd se vyskytne prave
jednou. Pocet permutaci je n! (je to specidlni pfipad variaci bez opakovani pro n = k).
Permutace s opakovanim: Tvoifime posloupnost délky k z n hodnot, pficemz j-t4 hodnota se opakuje k;-krat,
2?21 k;j = k. Pocet rtiznych posloupnosti je
k!
kyl-oo-kp!

Ko 3] [k
kil kol kil (k—k)! \ki )’

coz je pocet kombinaci bez opakovani (ovsem ki-prvkovych z k prvka).

Specidlné pro n = 2 dostavame

Theorem 1 Pro dané k € N a pro n — oo se pomér poétu variaci (resp. kombinaci) bez opakovdni a s opa-
kovdnim bliZi jedné, tj.

n ()
lim —— =1 lim —& =1,
o (n—k)Ink ’ i (n+11:_1)
Proof.
n! :n(n—1)~--(n—(k—1)):
(n —k)!nk nk

=1 (1—711> (1—]“;1) —1,

() _nm=1)--(n—-(k-1))

("t (it (k=1) - (nt1)n

L-4) -k
(L+55) - (1+3)1

(pocet ¢initelu k je konstantni). m

Corollary 2 Pro n > k je pocet variaci (resp. kombinaci) s opakovdnim priblizné

n! n nk
— =k, = .
(n—k)! k k!

Jednodussi byva neusporadany vybér bez vraceni nebo usporadany vybér s vracenim.

2.5 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Elementarnich jevii (=prvku mnoziny ) muze byt nekoneéné mnoho, nemusi byt stejné pravdépodobné.
Jevy jsou podmnoziny mnoziny (2, ale ne nutné vsechny; tvofi podmnozinu A C exp(), kterd spliuje
nésledujici podminky:

(A1) D e A.
(A2) Ac A= Ae A

(A3) (VneN: A, e )= |J A, e A
neN

Systém A podmnozin néjaké mnoziny €, ktery spliiuje podminky (A1-3), se nazyva o-algebra.
Dusledky: Q=0e A,

(VneN:A,e A= (A, =] 4 A

neN neN

Ptirozeny nédpad A = exp 2 vede k nezddoucim paradoxum.

(A1) je uzavfenost na spocetna sjednoceni.

Uzavienost na jakakoli sjednoceni se ukazuje jako pfilis silny pozadavek.

Uzavienost na konecna sjednoceni se ukazuje jako ptilis slaby pozadavek; nedovoluje napf. vyjadfit kruh jako
sjednoceni obdélniki.

A nemusi ani obsahovat vSechny jednobodové mnoziny, v tom piipadé elementarni jevy nemusi byt jevy!



2.5.1 Borelova g-algebra

je nejmensi o-algebra podmnozin R, ktera obsahuje vSechny intervaly.

Obsahuje vsechny intervaly oteviené, uzaviené i polouzaviené, i jejich spoCetnd sjednoceni, a nékteré dalsi
mnoziny, ale je mensi nez exp R. Jeji prvky nazyvame borelovské mnoziny.

2.5.2 Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira)

je funkce P: A — (0, 1), spliujici podminky

(P1) P(1) =1,
(P2) P( U An) = > P(A,), pokud jsou mnoziny (=jevy) A,, n € N, po dvou neslucitelné. (spocetna
neN neN
aditivita)

Pravdépodobnostni prostor je trojice (2,4, P), kde © je neprazdnd mnozina, A je o-algebra podmnozin
mnoziny Q a P: A — (0,1) je pravdépodobnost.

Diive uvedené vlastnosti pravdépodobnosti jsou dusledkem (P1), (P2).

(Konecn4d) aditivita by byla pfilis slabd, nedovoluje napf. prechod od obsahu obdélnika k obsahu kruhu.
Uplna aditivita (pro jakékoli soubory po dvou neslué¢itelnych jevii) by byla pfilis silngm pozadavkem. Pak
bychom nepfipoustéli ani rovnomérné rozdéleni na intervalu nebo na plose.

Pravdépodobnost zachovdvé limity monoténnich posloupnosti jeva (mnozin):

Necht (An), ey je posloupnost jevil.

A A= P(JAn) = Tim P4,

n—oo
neN

AlgAgg...;»P(ﬂ An> = lim P(4,).

] Laplacetiv model \ Kolmogoroviiv model \
koneéné mnoho jevi i nekoneéné mnoho jevu
p-sti jen racionalni p-sti i iracionalni

P(A)=0=A=0 mozné jevy s nulovou p-sti
p-sti urceny strukturou jevu | p-sti neurceny strukturou jevu

3 Nezavislost a podminéna pravdépodobnost

3.1 Nezavislé jevy

Motivace: Dva jevy spolu ,nesouvisi“
Definice: P(ANB) = P(A) - P(B).
To je ovSsem jen ndhrazka, kterd k4 mnohem méné, nez jsme chtéli!
(Podobné jako P(A N B) = 0 neznamend, ze jevy A, B jsou neslucitelné.)
Pro nezavislé jevy A, B

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A)- P(B).

Diikaz:
P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A) N P(B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B).

Jsou-li jevy A, B nezéavislé, pak jsou nezavislé také jevy A, B (a téz dvojice jevii A, B a A, B).
Dukaz:

P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) - P(B) =
= P(A)- (1 - P(B)) = P(A)- P(B).

Jevy Ay, ..., A, se nazyvaji po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva z nich jsou nezavislé.
To je maélo.



Mnozina jeva M se nazyva nezavisla, jestlize

P(ﬂ A) - I[ P

Aek Aek

pro vSechny koneéné podmnoziny K C M.

3.2 Podminéna pravdépodobnost

Piiklad: Fotbalova druzstva mohla mit pfed zdpasem rovné Sance na vitézstvi. Je-li v8ak stav zdpasu 5 minut
ptred koncem 3 : 0, pravdépodobnosti vyhry jsou jiné.

Méme pravdépodobnostni popis systému. Dostaneme-li dodate¢nou informaci, ze nastal jev B, aktualizujeme
nadi znalost o pravdépodobnosti jevu A na

P(AN B)

P(AIB) = =i

coz je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B. Je definovana pouze pro P(B) # 0. (To
predpokldddme i nadale.)

V novém modelu je P(B|B) = 0, coz odraZ{ nasi znalost, Ze jev B nenastal.

Podminéna pravdépodobnost je chdpana téz jako funkce

P(AN B)

P(|B): A—(0,1), A )

a je to pravdépodobnost v puvodnim smyslu.
Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti:

e P(1|B)=1,  P(0|B)=0.

Jsou-li jevy A1, Ag, ... jsou po dvou nesluéitelné, pak

P(U A, B) =" P(A,lB).

neN neN

Je-li P(A|B) definovéna, jsou jevy A, B nezavislé, pravé kdyz P(A|B) = P(A).
e BC A= P(AB)=1, P(ANnB)=0= P(A|B) =0.

Véta o tiplné pravdépodobnosti: Necht B;, i € I, je (spocetny) tplny systém jevii a Vi € I : P(B;) # 0.
Pak pro kazdy jev A plati
P(A) =Y P(B;) P(AlB;).
icl
Dukaz:

P(A) = P((U B;)nA) = P(U (B;n4)) =
=Y P(BinA)=> P(B)P(AlB;).

icl el

Priklad: Test nemoci je u 1% zdravych falesné pozitivni a u 10% nemocnych falesné negativni. Nemocnych je
v populaci 0.001. Jaké je pravdépodobnost, ze pacient s pozitivnim testem je nemocny?

Bayesova véta: Necht By, i € I, je (spofetny) tplny systém jevi a

Vi € I: P(B;) # 0. Pak pro kazdy jev A spliujici P(A) # 0 plati

_ P(B;) P(A|B))
P(B;|A) = > P(B;) P(A|B;) '



Dukaz (s vyuzitim véty o tiplné pravdépodobnosti):

_ P(BinA) _ P(B)P(A|B)
P(Bi|A) = P4 > P(B;) P(A|B))

Jjel

Vyznam: Pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z pokust nebo z modelu, pomoci nich uréime pravdépodobnosti
P(B;|A), které slouzi k ,,optimédlnimu* odhadu, ktery z jevu B; nastal.

Problém: Ke stanoven{ aposteriorni pravdépodobnosti P(B;|A) potfebujeme znét i apriorni pravdépodobnost
P(B)).

Piiklad: Na vstupu informacniho kandlu mohou byt znaky 1,...,m, vyskyt znaku j oznacujeme jako jev Bj.

Na vystupu mohou byt znaky 1,...,k, vyskyt znaku ¢ oznacujeme jako jev A;. (Obykle k = m, ale neni to
nutné.) Obvykle 1ze odhadnout podminéné pravdépodépodobnosti P (A;|B;), ze znak j bude pfijat jako i. Pokud
zndme apriorni pravdépodobnosti (vysldni znaku j) P (Bj), muzeme pravdépodobnosti pf{jmu znaku vypocitat
maticovym nasobenim:

[P (A1) P(Ay) -+ P(Ap)] =
P(A1|B1) P(A3|By) -+ P(AxlB1)
P(A1|Bs) P (A2|Bs) - P (Ag|B2)
=[P(B) P(By) -+ P(Bp)] : S :

Vsechny matice v tomto vzorci maji jednotkové soucty rédku (takové matice nazgvame stochastické). Podminéné
rozdéleni pravdépodobnosti, pokud byl pfijat znak i, je

P (Ai|B;) P (B;)

P(Bj|Ai): P (4)
Rozdéleni pravdépodobnosti vyslanych znaku je
[P(Bl) P(By) --- P(Bm)]:
P(A|B) P (AofBr) - P(A|B)]
P(A1|By)  P(A2|Bz) - P (AxlBe)
=[P(A1) P(A3) --- P(Ay)]- : : , : ’
P(A1[By) P(A2|Bm) -+ P(Ax|Bp)

pokud k£ = m a piislusna inverzni matice existuje.

3.2.1 Podminéna nezavislost
Nédhodné jevy A, B jsou podminéné nezavislé za podminky C, jestlize
P(AnN B|C) = P(A|C) P(B|C).

Podobné definujeme podminénou nezdvislost vice jevu.

4 Nahodné veliciny a vektory

4.1 Nahodna veli¢ina

na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P) je méritelnd funkce X : Q — R, tj. takové, ze pro kazdy interval I
plati
XM ={weQ|XwellcA

Je popsand pravdépodobnostmi
Px()=PXell=P{we| X (w)el}),

definovanymi pro libovolny interval I (a tedy i pro libovolné sjednoceni spoc¢etné mnoha intervalu a pro libo-
volnou borelovskou mnozinu).



Px je pravdépodobnostni mira na Borelové g-algebfe urcujici rozdéleni nahodné veliciny X.

K tomu, aby stacila znalost Px na intervalech, se potfebujeme omezit na tzv. perfektni miry; s jinymi se v praxi
nesetkame.

Pravdépodobnostni mira Px spliuje podminky:

Px(R) =1,
PX( U I.) = > Px(I,), pokud jsou mnoziny I, n € N, navzdjem disjunktni.
neN neN

Z toho vyplyva:

Px(0)=0,  Px(R\I)=1-Px(I),

jestlize I C J, pak Px(I) < Px(J) a Px(J\I) = Px(J)—Px(I).

Uspornéjsi reprezentace: omezime se na intervaly tvaru I = (—oo,t), t € R,

P[X € (—o0,t)] = P[X <t] = Px((—o0,t)) = Fx(t).
Fx: R — (0,1) je distribuéni funkce ndhodné veli¢iny X. Ta staci, nebot

)
Ea7b> (O§7b>\(—007a>7 Px((a,b)) = Pla < X <b] = Fx(b) — Fx(a),
(=

Vlastnosti distribu¢ni funkce:
o neklesajici,
e zprava spojita,

L[] thr_n Fx(t)zo, lim Fx(t):]..

t—oo

Veéta: Tyto podminky jsou nejen nutné, ale i postacujici.

0z 1
06 08
g . 08
FO gy
02

7 0 T
T

E T
— t

Piiklad: Redlnému ¢islu r odpovidd ndhodnd velicina (znacend téz r) s Diracovym rozdélenim v r:

0 pro ré&l, 0 pro t<r,
P Ro-
1 pro rel, 1 pro t>r.

nn -
(F, je posunutd Heavisideova funkce.)

4.2 n-rozmérny ndhodny vektor (n-rozmérni ndhodna veli¢ina)

na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) je méritelnd funkece X: Q — R", tj. takovd, ze pro kazdy n-
rozmérny interval I plati
X 'NH={weQ|Xw)el}cA.

Lze psét
X (w)=(X1 (w),...,Xn W),

kde zobrazeni Xj: Q2 — R, k =1,...,n, jsou ndhodné veli¢iny.
Néhodny vektor lze povazovat za vektor ndhodnych velicin X = (X1,..., X,).
Je popsany pravdépodobnostmi

Px(Ii x...xI,)=P[X, € I,...,Xn € I,] =
=P{weQ|Xi(w)elh,..  X,w)el,}),

kde I1,..., I, jsou intervaly v R.
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7 téch vyplyvaji pravdépodobnosti
Px(N=P[Xe€ll=PH{weQ| X (w)el}),

definované pro libovolnou borelovskou mnozinu I v R™ (specidlné pro libovolné sjednoceni spoc¢etné mnoha
n-rozmérnych intervalll) a uréujici rozdéleni ndhodného vektoru X.
Uspornéjsi reprezentace: Staci intervaly tvaru I, = (—oo, tx), tp € R,

PIX1 € (=00, 1), X € (=00, )] = P[X1 < b1, .. X <t
= Px((—00,t1) X ... X (—00,tp)) =
=Fx(t1,...,tn).

Fx:R"™ — (0,1) je distribuéni funkce ndhodného vektoru X. Je

e neklesajici (ve vSech proménnych),
e zprava spojitd (ve vSech proménnych),

° lim Fx(t1,...,t,) =1,

t1—00,...,t, —00

o Vk € {1,...,77,} Vi1, . oytk—1,tkt1y- - tn 0 lim Fx(tl,...,tn) =0.

t——00

Veéta: Tyto podminky jsou nutné, nikoli postacujici.
Nestaé znat marginalni rozdéleni ndhodnych veliéin X1, ..., X,,, nebot ta neobsahuji informace o zévislosti.

4.3 Nezavislost ndhodnych veli¢in
Nahodné veliciny X7, X5 jsou nezavislé, pokud pro vSechny intervaly I, I jsou jevy X1 € I1, Xo € I5 nezavislé,
tj.

PXie€h,Xoeh)=P[X,€1]-PlXs€Is].

Staci se omezit na intervaly tvaru (—oo,t), tj.
P[X; <t1,Xy <to] =P[X; <t1]- P[Xy < to] ,

neboli
Fx, x, (t1,t2) = Fx, (t1) - Fx, (t2)

pro vSechna tq,ts € R.
Nahodné veli¢iny X1, ..., X, jsou nezavislé, pokud pro libovolné intevaly I1,..., I, plati

n
P[X1e[l,...,XneIn]:HP[XieIi].

i=1

Na rozdil od definice nezdvislosti vice nez 2 jevu, zde neni treba poZadovat nezdvislost pro libovolnou podmmnoZinu
ndahodnych velicin Xq,...,X,. Ta vyplyvd z toho, Ze libovolnou ndhodnou velic¢inu X; lze ,vynechat® tak, Ze
zvolime prislusny interval I; = R. Pak P[X; € I;] = 1 a v soudinu se tento dinitel neprojevi.

Ekvivalentné sta¢i pozadovat
n

P[Xy <ty,.... X, <t,] =[] P[X; <ti]
=1

pro v8echna t1,...,t, € R, coz pro sdruzenou distribuéni funkci nezavislych nahodnych veli¢in znamena
n
Fx(ty,... tn) =[] Fx.(tx)-
k=1

Ndhodné veliciny Xy, ..., X, jsou po dvou nezavislé, pokud kazdé dvé (ruzné) z nich jsou nezdvislé. To je
slabsi podminka nez nezavislost veli¢in Xy, ..., X,,.

11



4.4 Obecnéjsi nahodné veliciny

Komplexni nahodna velicina je ndhodny vektor se dvéma slozkami interpretovanymi jako redlna a imaginarni
cast.

Nékdy pripoustime i ,ndhodné veli¢iny“, jejichz hodnoty jsou jiné nez numerické. Mohou to byt napt. ndhodné
mnoziny. Jindy nabyvaj{ koneéné mnoha hodnot, kterym ponechame jejich pfirozené oznaceni, napft. ,rub,
Hlick,  kdmen®,  nuzky“, , papir“ apod.

Na téchto hodnotdch nemusi byt definovand zddna aritmetika ani usporadani.

Mohli bychom vsechny hodnoty ocislovat, ale neni zadny duvod, pro¢ bychom to méli udélat pravé urcitym
zpusobem (ktery by ovlivnil ndsledné numerické vypocty).

(Piiklad: Cislovéani politickych stran ve volbach.)

4.5 Smés ndhodnych veli¢in

Priiklad: Ndhodné veliciny U, V jsou vysledky studenta pfi odpovédich na dvé zkouskové otazky. Ucitel vybere
nihodné jednu z otdzek a podle odpovédi na ni udéli znamku. Jaké rozdéleni ma vysledna zndmka?

Necht U, resp. V je ndhodn4 veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (1, Ay, Py), resp. (2, Az, P»), pFicemz
Q1 # Qs.
Necht ¢ € (0, 1).
Definujeme novy pravdépodobnostni prostor (2, 4, P), kde
Q=0 UQ,, AZ{A1UA2|A1€.A1, AQGAQ},
P(A1 @] Ag) = CPl(Al) + (1 — C) PQ(AQ) pro A1 S Al, A2 S ./42.
Definujeme funkci X: Q — R:
[ U(w) proweQy,
X () _{ V(w) prowe€ Q.

X je ndhodnd veli¢ina na (2,4, P); nazgvdme ji smés nahodnych velicin U,V s koeficientem c¢ (angl.
mizture) a znacime Mix. (U, V).
X = Mix.(U, V) méa pravdépodobnostni miru

PX:CPU+(1—C)PV
a distribuéni funkeci
FX:CFU+(1—C)Fv,
Fx(t)=cFy(t)+ (1 —c)Fv(t).

n
Podobné definujeme obecnéji smés nahodnych velicin Uy, ..., U, s koeficienty cy,...,¢, € (0,1), Y ¢; =
i=1
1, znacime Mix(, ¢.)(U1,...,Un) = Mixc(Uy,...,Uy,), kde ¢ = (c1,..., ¢,). Ma pravdépodobnostni miru
n n
> ¢; Py, a distribuéni funkei Y ¢; Fy,. (Lize zobecnit i na spo¢etné mnoho nghodnych veli¢in.)
i=1 i=1

Podil jednotlivych slozek je uréen vektorem koeficienti ¢ = (ci,..., ¢,). Jejich pocet je stejny jako pocet

n—1
ndhodnych veli¢in ve smési. Jelikoz ¢, =1 — Y ¢;, posledni koeficient nékdy vynechdvéme.

i=1
Specidlné pro dvé ndhodné veliciny Mix (. 1_¢) (U, V) = Mix.(U, V) (kde c je ¢islo, nikoli vektor).
Piiklad: Smési redlnych cisel rq, ..., 7, s koeficienty cy, . .., ¢, je ndhodna velicina X = Mix(¢, .. ¢)(r1, -+, 7n),

Px(N=PXell= > a Fxt)= > a.

wr, €1 i, <t
Lze ji popsat téz pravdépodobnostni funkcei px: R — (0,1),

c; prot=r;,

px(t) = Px({t}) = P[X =] = { 0 jinak

(pokud jsou 1, ..., 7, navzijem ruznd). Mozno zobecnit i na spocetné mnoho redlnych ¢isel.
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4.6 Druhy nahodnych veli¢in
1. Diskrétni: (z pfedchoziho pitkladu) Existuje spocetnd mnozina Ox, pro kterou Px (R\Ox) = P[X ¢ Ox] =
0. Nejmensi takova mnozina (pokud existuje) je Qx = {t e R: Px({t}) # 0} = {t e R: P[X =1t] # 0}.
Diskrétni ndhodnou veli¢inu lze popsat pravdépodobnostni funkef px(t) = Px({t}) = P[X =t].

Splauje > px(t) = 1.
teR

2. (Absolutné) spojita:
¢
Fx()= [ fxtw)du

pro né&jakou nezapornou funkei fx: R — (0,00), zvanou hustota ndhodné velic¢iny X.
o0
Spliuje [ fx(u)du=1.
— 00

Neni urc¢ena jednoznac¢né, ale dvé hustoty fx, gx téze ndhodné velic¢iny spliiuji fI (fx(x) —gx(z)) dz =0
pro vSechny intervaly I.
Lze volit fx (t) = %t(t), pokud derivace existuje.
Px({t}) = 0 pro vSechna t.
3. SmiSena: Smés piedchozich dvou piipadu;
Qx #0, Px(R\Qx) = P[X ¢ Qx] #0.
Nejde popsat ani pravdépodobnostni funkei (existuje, ale neurcuje celé rozdéleni) ani hustotou (neexistuje,
nebot nevychazi koneénd).

4. Dalsi mozné piipady: Napi. ndhodna veli¢ina se spojitou distribu¢ni funkci, kterou nelze vyjadfit jako
integral. Tyto pripady dale neuvazujeme.

4.7 Popis smiSené nahodné veliciny
Néhodnou veli¢inu X se smiSenym rozdélenim lze jednoznaéné vyjadiit ve tvaru X = Mix.(U,V), kde U je
diskrétni, V' je spojitd a ¢ € (0,1):
c=Px(Qx) =Px({t e R: Px({t}) #0}),
cPy({t}) + (1 —c) Pv({t}) = cPu({t}) = Px({t}),
———

0

pu(t) = Py({ty) = XU

Oy = Qx . ‘
cPy(I)+(1—¢c)Py(I)= Px(I),
_ Px(I) —cPy(I)

Py(I) = — 1-.
Fult) = X =<t

Alternativa bez pouziti pravdépodobnostni miry:

c=)» PIX=t,

cPlU =1 = P[X =1,
po(t) = PU=1) = == =1,

cPUell+(1—-c¢)P[V el =PXel,
P[X € I]—¢P|U €1

PV el = e ,
Fv(t) _ FX(t)l__CcFU(t) )
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(Lze jesté pokracovat rozkladem diskrétni ¢dsti na smés Diracovych rozdéleni.)

4.8 Kvantilova funkce nahodné veliciny
Vae(0,1) HeR: PX <t]<a<P[X<t].

Pokud je takovych &isel vie, tvoff omezeny interval a vezmeme z néj (obvykle) stied, presnéji tedy

qx(a):%(sup{t€R|P[X<t]ga}+inf{teR|P[X§t]za}).

Cislo gx (a) se nazyvé a-kvantil ndhodné veli¢iny X a funkce gx: (0,1) — R je kvantilova funkce ndhodné
veli¢iny X. Specidlné gx (1) je medidn, dalsf kvantily majf také svd jména — tercil, kvartil (dolni gx(3),
horni gx(2)) ... decil ... centil neboli percentil .... Vlastnosti kvantilové funkce:

e neklesajici,
e gx(a) = % (gx (=) + gx (a+)).

Veéta: Tyto podminky jsou nutné i postacujici.

Muzeme mluvit o vertikdlni reprezentaci ndhodné veliciny pomoci distribuéni funkce Fx: R — [0,1] a
horizontalni reprezentaci pomoci kvantilové funkce ¢x: (0,1) — R.

Obraceny pirevod:

Fx(t) = inf{a € (0,1) | ¢gx(a) >t} =sup{a € (0,1) | gx(a) < t}.

Funkce Fx,gx jsou navzdjem inverzni tam, kde jsou spojité a rostouci (tyto podminky staci ovérit pro jednu z
nich).

4.9 Jak reprezentovat ndhodnou veli¢inu v pocitaci

1. Diskrétni: Nabyva-li pouze konetného poctu hodnot ¢, k =1,...,n, staci k reprezentaci tyto hodnoty

a jejich pravdépodobnosti px (tx) = Px({tx}) = P[X = tx], ¢imz je plné popsdna pravdépodobnostni
funkce 2n ¢isly (az na nepfesnost zobrazeni redlnych ¢isel v poéitaci).
Pokud diskrétni ndhodn4 veli¢ina nabyva (spocetné) nekoneéné mnoha hodnot, musime nékteré vynechat,
zejména ty, které jsou malo pravdépodobné. Pro kazdé € > 0 1ze vybrat koneéné mnoho hodnot tx, k =
1,...,n, tak, ze Px(R\{t1, ...,tn}) = P[X ¢ {t1, ...,tn}] < e. Zbyvé vsak problém, jakou hodnotu
ptifadit zbyvajicim (byt mélo pravdépodobnym) pifpadim.

2. (Absolutné) spojita: Hustotu muzeme piiblizné popsat hodnotami f(t) v ,,dostate¢né mnoha“ bodech
ty, k=1,...,n, ale jen za pfedpokladu, ze je ,dostatecné hladkd“. Zajimaji nas z ni spiSe integraly typu

tht1
Fx(tk1) — Fx(tr) = / fx(u)du,

z nichz lze piiblizné zkonstruovat distribu¢ni funkci. Muzeme pro reprezentaci pouzit piimo hodnoty
distribuén{ funkce Fx(t;). Tam, kde je hustota velkd, potfebujeme volit body husté.

Muzeme volit body tx, k = 1,...,n, tak, aby piirustky Fx (tg+1)— Fx (tr) mély zvolenou velikost. Zvolime
tedy ar € (0,1), k=1,...,n, a k nim najdeme ¢isla ¢, = gx (o).

Pamétova naroénost je velkd, zévisi na jemnosti §kdly hodnot ndhodné veliginy, resp. jeji distribuéni
funkce.
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Casto je rozdéleni znamého typu a staci doplnit nékolik parametrii, aby bylo plné urceno.
Mnohé obecnéjsi pripady se snazime vyjadrit alespon jako smési ndhodnych veli¢in s rozdélenimi zndmého
typu, abychom vystacili s koneéné mnoha parametry.

3. SmiSena: Jako u spojité ndhodné veliciny. Tento popis je v8ak pro diskrétni ¢ast zbytecné nepfesny.
Muzeme pouzit rozklad na diskrétni a spojitou ¢ast.

4.10 Operace s nahodnymi velicinami

Zde I,J C R jsou intervaly nebo spocetna sjednoceni intervali.
Pri¢teni konstanty r odpovida posunuti ve sméru vodorovné osy:

Pxir(I+71)=Px(I),  Px4r(J)=Px(J—r),
Fxy-(t+71)=Fx(t), Fxir(u)=Fx(u—r),
ax+r(a) = gx(a) + 7.

Vyndasobeni nenulovou konstantou r odpovidd podobnost ve sméru vodorovné osy:
Px(rl)=Px(I), Px(J)=Px(Z).
Pro distribuéni funkci musime rozlisit ptripady:

o >0 F.x(rt) = Fx(t), F.x(u)=Fx (%), grx (@) =rgx(a),

E 1
08 gz
06
o GON
0,
2 1 U 1 2
4] 1 t

¥ " %
. 5 X2

o r = —1: F_x(—t) = P_x((—o00,—t)) = Px({t,o0)) = 1 — Px((—o0,t)), v bodech spojitosti dis-
tribuéni funkce F_x(—t) =1—Px((—o00,t)) =1 —-P[X <t]=1—-P[X <t] =1— Px((—o0,t)) =
1— Fx(t),

F_x(u)=1-Fx(—u), v bodech nespojitosti limita zprava (stfedova symetrie grafu podle bodu (0, 1)
S opravou na spojitost zprava),

q¢-x(a) = —qx(1 - a),

1
0z
ry—F%
T v T
'

X
° pm

e r <O kombinace ptedchozich piipadu.

Zobrazeni spojitou rostouci funkei h:

Pacy (1)) = Px(I),  Fixy(h()) = Fx(8), ) (w) = Fx (b~ (w),

qn(x)(a) = h(gx(c)) v bodech spojitosti kvantilové funkce.

Zobrazeni neklesajici, zleva spojitou funkci h:

Fy(x)(u) = sup{Fx (t) | h(t) < u}.

Zobrazeni po castech monotonni, zleva spojitou funkci h:

Muzeme vyjadiit h = hy — h_, kde h4,h_ jsou neklesajici.

X vyjadifme jako smés X = Mix.(U, V), kde U nabyvé pouze hodnot, v nichz je h neklesajici, V' pouze hodnot,
v nichz je h nerostouci. Vysledek dostaneme jako smés dvou ndhodnych veli¢in, vzniklych zobrazenim funkcemi
hy,h_. Funkei h lze aplikovat na smés ,po slozkach®, tj. h(Mix.(U,V)) = Mix.(h(U), h(V)).

Soucet ndhodnych velié¢in neni jednozna¢né uréen, jediné za predpokladu nezavislosti. Ani pak neni vztah
jednoduchy.

Smés ndhodnych veliéin viz vyse. Na rozdil od souctu je plné urcena (margindlnimi) rozdélenimi vstupnich
ndhodngch velidin a koeficienty smési.
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4.11 Jak realizovat ndhodnou velic¢inu na pocéitaci

1. Vytvoifme ndhodny (nebo pseudondhodny) generdtor ndhodné veliciny X s rovnomérnym rozdélenim
na (0, 1).

2. Ndhodn4 veli¢ina gy (X) m4 stejné rozdéleni jako Y. (Staci tedy na kazdou realizaci ndhodné veliciny X
aplikovat funkci gy .)

Vsechna rozdéleni spojitych ndhodnych veli¢in jsou stejnd az na (nelinedrn{) zménu meéfitka.

4.12 Stfedni hodnota

Zmaceni: E. nebo pu,
Je definovéna zvlast pro

o diskrétni nahodnou veli¢inu U:

BU =pp =Y t-pu(t)= Y t pult),

teR teQu
e spojitou ndhodnou veli¢inu V:
oo
BV —pyv = [ ¢ it dr,
— 00

e smés ndhodnych velicin X = Mix.(U, V), kde U je diskrétni, V je spojita:
EX = c¢EU + (1—-¢)EV.
(To nent linearita stredni hodnoty!)

Lze vyjit z definice pro diskrétni ndhodnou veli¢inu a ostatni pripady dostat jako limitu pro aproximaci jinych
rozdéleni diskrétnim.
Vsechny tii piipady pokryva univerzalni vzorec s pouzitim kvantilové funkce

1

Exzo/qx(a>da-

Ten 1ze navic jednoduse zobecnit na stfedni hodnotu jakékoli funkce ndhodné veli¢iny:

E (h(X)) = / h(gx (@) da.

Specialné pro diskrétni ndhodnou veli¢inu
E(h(U) =Y h(t)-pu(t),
teQy

pro spojitou ndhodnou veli¢inu by obdobny vzorec platil jen za omezujicich predpokladi, protoze spojitost
nédhodné veli¢iny se nemusi zachovavat.

distribué¢ni funkce:

£

Pokud pracujeme se sttedni hodnotou, automaticky predpokldddme, ze existuje (coz neni vzdy splnéno).
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4.12.1 Vlastnosti stfedni hodnoty

Er=r, spec. E(EX)=EX,
E(X+Y)=EX+EY, spec. E(X+r)=EX +r,
E(X —Y)=EX - EY,
E(rX)=rEX, obecnéji E(rX+sY)=rEX +sEY.
(To je linearita stredni hodnoty.)
E (Mix.(U,V)) = ¢cEU + (1 — ¢)EV'.

(To nend linearita stredni hodnoty.)
Pouze pro nezavislé nahodné veli¢iny
E(X Y)=EX - -EY.

4.13 Rozptyl (disperze)
Znaceni: 02, D., var.

DX =FE ((X - EX)2) =B (X?) - (EX)?,

E (X?) = (EX)’ + DX. (1)

Vlastnosti: .

DX = [ (gx(e) —EX)* da.
/

DX >0,
Dr=0,
D(X +r)=DX,
D(rX)=r*DX.
D (Mix.(U, V)) = E (Mix.(U, V)?) — (E (Mix.(U, V)))*
=cE(U*) +(1-c)E(V?) — (cEU + (1 - ¢)EV)?
c (DU + (EU)Q) +(1-0) (DV + (EV)2)

~ (¢ (BUY +2¢(1 = ) BUEV + (1 - ¢)? (EV)?)
=¢DU+ (1—¢)DV +¢(1—¢) (BU)?
—2¢(1—¢)EUEV 4¢(1 —¢) (EV)?

—¢DU + (1 —¢)DV +¢(1 —¢) (EU —EV)? .

Pouze pro nezavislé nahodné velic¢iny

D(X+Y)=DX+DY, D(X-Y)=DX+DY.

4.14 Smérodatna odchylka

Znaceni: o

ox = VDX = E((X—EX)Q)

Na rozdil od rozptylu mé stejny fyzikalni rozmér jako puvodni ndhodnd veli¢ina.
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Vlastnosti:

ox = (gx(a) —EX)? da.

o _

ox 207
o-=0,
0X+T:UX)

orx =|rl ox.

Pouze pro nezavislé nahodné veli¢iny
ox+y = VDX +DY = 1/U§( —1—0%.

4.15 Obecné momenty

keN
k-ty obecny moment (znaceni nezavddime): E (X*), specialné:
pro k=1: EX,

prok=2:  E(X?)=(EX)’+DX.
Alternativni znaceni: my, pj,.

k-ty centralni moment (znacéend nezavddime): E ((X - EX)k>7 specidlné:
prok=1: 0,
pro k= 2: DX.

Alternativni znaceni: pi.

Pomoci kvantilové funkce:

4.16 Normovana nahodna velic¢ina
je takova, kterd ma nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl:

X —-EX

(2D

norm X =

(pokud ma vzorec smysl). Zpétnd transformace je

X =EX +0x norm X .

4.17 Zakladni typy diskrétnich rozdéleni
4.17.1 Diracovo
Je jediny mozny vysledek r € R.
px(r)=1, EX=r, DX=0.

Vsechna diskrétni rozdéleni jsou smési Diracovych rozdéleni.
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4.17.2 Rovnomérné

Je m moznych vysledku stejné pravdépodobnych.

Specidlné pro obor hodnot {1,2,...,m} dostdvdme
(k) = 1 ke{1,2 m}
bx - m ) s Ly ey )
1 1
EX:%, DX = — (m+1)(m—1).

4.17.3 Alternativni (Bernoulliovo)

Jsou 2 mozné vysledky. (Smés dvou Diracovych rozdéleni.)
Pokud vysledky jsou 0, 1, kde 1 mé pravdépodobnost p € (0,1), dostavdme

px(1)=p, px(0)=1-p,
EX=p, DX=pl-p).

4.17.4 Binomické Bi(m, p)

Pocet tspéchu z m nezdvislych pokusu, je-li v kazdém stejnd pravdépodobnost tdspéchu p € (0,1). (Soucet m
nezdvislych alternativnich rozdéleni.)

px(k)= (PP =p)" " ke{0,1,2,...,m},
EX =mp, DX =mp(1—p).

Vijpocetni sloZitost vypoctu px (k) je O(k), celého rozdéleni O(m?).

4.17.5 Poissonovo Po()\)

Limitni pfipad binomického rozdéleni pro m — oo pii konstantnim
mp=A>0 (tedy p— 0).

)\k
px (k) = ﬁe**, ke{0,1,2,...}.
Jednotlivé pravdépodobnosti se pocitaji sndze nez u binomického rozdéleni (ovSem viechny nevypocitdme, protoze
jich je nekonecné mnoho).
EX =), DX =\.

LStredni hodnota se rovnd rozptylu;“ jednd se vZdy o bezrozmérné celociselné ndhodné veliciny (pocet
vyskyti).

AL

m’

Poissonovo rozdéleni jako limitni pfipad binomického Prom — oo pii konstantnim mp = A, tj. p =

px (k)= (P)p*a—p)m*
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4.17.6 Geometrické

Pocet tispéchu do prvniho netispéchu, je-li v kazdém pokusu stejnd pravdépodobnost uspéchu p € (0, 1).

px(k)=p"(1-p), ke{0,1,2,..},

1-p

)

4.17.7 Hypergeometrické
Pocet vyskytt v m vzorcich, vybranych z M objektu, v nichz je K vyskytu (1 <m < K < M).

(2) %)

px (k) = (M) , ke {0,1,2,...,m},
_ mK ~ mK (M —K)(M —m)
Y=g PEs M2 (M —1)

Vijpocetni sloZitost vypoctu px (k) je O(m), celého rozdéleni O(m?).

Binomické rozdéleni jako limitni pfipad hypergeometrického
Lemma: Pro m,M € N, m < M, je

. m!

(M) m MM-1)-- (M~ (m—-1) :1(1_1)_“(1_771—1) 1

Dukaz:

m/ pfm Mm M
Dusledek: Pro M > m muzeme (%)

Hypergeometrické rozdéleni pro M — oo pii konstantnim % = p, tj. —MA}K = 1—p (s vyuzitim ptredchoziho
lemmatu):
K\ (M-K K* (M-K)"*
k) = (k)(m—k) k! (m—k)!
pX( ) - M - Mm™
(m) m!
m! K* (M - K)™F k
= g = (WPt =p)"

T R(m—k) MF T MmF

4.18 Zakladni typy spojitych rozdéleni
4.18.1 Rovnomérné R(a,b)

7 prot € (a,b),
0 jinak,
Jr

1 2
- DX =—(b—a)?.
D p-a

4.18.2 Norméalni (Gaussovo) N(u,0?)

A. Normované N(0, 1):
f (t) 1 (_t2>
= exX —_—
N(0,1) 5 P

Distribu¢ni funkce je transcendentn{ (Gaussuv integrdl) @,




kvantilova funkce ®~! je inverzni k ®.
B. Obecné N(p, 0?):

IN(uo2)(t) =

oV2r

4.18.3 Logaritmickonormalni LN(u,o?)
je rozdéleni ndhodné veliciny X = exp(Y'), kde Y mé N(u, 02)

fX (t) = wo f/ﬂ exp (* (1n2u;2p,)2> prot > 0,
0 jinak,
2
EX =exp (M + 2) ) DX = (exp (2 + 0-2)) (exp (02) 1.

4.18.4 Exponenciilni Ex(7)

Napft. rozdéleni ¢asu do prvni poruchy, jestlize (podminénd) pravdépodobnost poruchy za asovy interval (¢, t-+0)
zavisi jen na §, nikoli na t:

REES

) prot >0,
jinak,
EX =71, DX = 2.

4.19 N&ahodné vektory 2
Néhodny vektor X = (X1,...,X,) je popsany sdruzenou distribuéni funke{ Fx : R™ — (0,1)

Fx(t1,...,tn) = P[X1 <t1,..., X, <t].

4.19.1 Diskrétni ndhodny vektor

mé vSechny slozky diskrétni. Lze jej popsat téz sdruzenou pravdépodobnostni funkcei px: R™ — (0, 1)
px(tl,...,tn) :P[Xl :tl,...,Xn :tn] ;

ktera je nenulova jen ve spo¢etné mnoha bodech.

Diskrétni ndhodné veliciny X, ..., X, jsou nezavislé, pravé kdyz
PIXi=t1,..., Xy =t,] = ]:[P[Xi = t;]

pro v8echna t1,...,t, € R. Ekvivalentni formulace:

n
px(ty,.. . ta) = [[ px. (t:) -
=1

4.19.2 Spojity nahodny vektor

mé vsechny slozky spojité. Lze jej popsat téz sdruzenou hustotou pravdépodobnosti coz je (kazdd)
nezépornd funkce fx: R™ — (0, 00) takovéd, ze
th tn
Fx(fl,...7tn):/ fX(ul,...,un)dul...dun,

—00 — 00

pro vS8echna tq,...,t, € R.
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Speciélné pro intervaly (a;,b;) dostdvame

P[X1€<a1,b1>,...,Xn€<an,bn>} PX al,bl ...x(an,bn>)
b1
/ / fx(ui,...,up)duy ... du,
Spojité ndhodné veli¢iny X, ..., X,, jsou nezavislé, pravé kdyz

Pt fo

pro skoro vSechna ¢1,...,t, € R.

4.20 Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru
Stiedni hodnota
e nihodného vektoru X = (X1,...,X,): EX = (EXy,...,EX,)
e komplexni ndhodné veliciny: X = R(X) +13(X): EX = ER(X) +iES(X)

e nenumerické ndhodné veli¢iny: nema smysl

Rozptyl ndhodného vektoru X = (X3,...,X,): DX = (DXy,...,DX,,)
Je-li U ndhodna veli¢ina, a,b € R, pak a U + b m& charakteristiky

E(aU +0b) =aEU +b, D(aU +b) =a’DU.

Na rozdil od jednorozmérné ndhodné veli¢iny, stfedni hodnota a rozptyl ndhodného vektoru nedavaji dostatecnou
informaci pro vypocet rozptylu jeho linearnich funkci. Proto zavaddime dalsi charakteristiky. Napf.

E(X +Y)=EX +EY,
D(X+Y):E((X+Y)2)_(E(X+Y))2
E(X*+Y?+2XY)— (EX +EY)’
- (X2)+E(Y2)+2E(XY) ((EX)2+(EY)2+2EXEY)
E(

X?) - +E(Y?) - (EY)’+2(E(XY) — EXEY)

DX DY cov(X,Y)
— DX + DY +2 cov(X,Y),

kde cov(X,Y) =E (XY) — EXEY je kovariance ndhodnych veli¢in X,Y. Ekvivalentné ji lze definovat

cov(X,Y) = E((X — EX) (Y —EY)),
nebot

E((X -EX) (Y -EY))=E(XY - XEY - YEX + EXEY)
—E(XY)-EXEY —EXEY +EXEY .
0

(Prvnf vzorec je vhodnéjsi pro vypocet.)

Pro existenci kovariance je postacujici existence rozptylu DX, DY .
Vlastnosti kovariance:

cov(X, X) =DX, cov(Y, X) = cov(X,Y),

cov(a X +b,cY +d)=accov(X,Y) (a,b,c,d € R)

(srovnejte s vlastnostmi rozptylu jako specidlniho ptipadu),
specidlné cov(X,—X)=-DX.
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Pro nezavislé ndhodné veliciny X,Y je cov(X,Y) = 0.
Pouzitim kovariance pro normované nahodné veli¢iny vyjde korelace:

cov(X,Y)

o(X,Y) = cov(norm X, normY) =
Ox 0Oy

= E (norm X - normY’)
(pfedpokldddme, ze smérodatné odchylky ve jmenovateli jsou nenulové).

Specidlné o(X, X) = 1.

Vlastnosti korelace:

Q(X,X):l, Q(X7 _X):_17 Q(X7Y) € <_171>7

oY, X) = o(X,Y),

o(aX +b,¢Y +d) = sign (ac) o(X,Y) (a,b,c,deR, a#0+#¢)

(az na znaménko nezdlez{ na prosté linedrni transformaci).

Dusledek: o(aX + b, X) = sign (a).

Jsou-li ndhodné veli¢iny X,Y nezavislé, je o(X,Y) = 0. Obracend implikace vSak neplat{ (neni to postacujici
podminka pro nezdvislost). Ndhodné veliciny X,Y spliujici o(X,Y) = 0 nazyvdme nekorelované.

Pro nédhodny vektor X = (Xy,...,X,) je definovidna kovarianéni matice
[cov(X1, X1) cov(Xy1,Xa) -+ cov(Xy,X,)
cov(Xg, X1) cov(Xe,X3) -+ cov(Xa, X))
Yx = : ) )
Lcov (X, X1) cov(Xy, Xa) oo cov(X,,X,)
i DX1 COV(Xl,Xg) COV(Xl,Xn)
cov(Xy, Xo) DX, o cov(Xa, Xp)
lcov(X1, X)) cov(Xp, X)) - DX,

Je symetricka pozitivné semidefinitni, na diagonale ma rozptyly.
Podobné je definovana korelaéni matice

1 o(X1,X2) - o(X1,Xy)

Q(X17X2) 1 Q(XQaXn)
ox = : : . :
o(X1,Xn) o(X2, Xn) - 1

Je symetricka pozitivné semidefinitni.

4.20.1 Vicerozmérné normadlni rozdéleni N(ji, X)

popisuje specialni piipad ndhodného vektoru, jehoz slozky maji normalni rozdéleni a nemusi byt nekorelované.

M4 hustotu )
- T -
Ity () = ——e— exp(— f—p) s (- )
(t17' e 7tn) € an
..y lin) € R™ je vektor stfednich hodnot,
3 € R™*™ je symetrickd pozitivné definitni kovarianéni matice a
¥ ~! je matice k nf inverzni.

Margindln{ rozdélen{ i-té slozky je N(p;, X4;).

kde t =
ﬁ:(,ufl,

4.21 Linearni prostor nahodnych velicin

Zvolme pevné pravdépodobnostni prostor (€2, .4, P).

Oznaéme £ mnozinu vSech ndhodnych velicin na (2, A, P), tj. A-méfitelnych funke{ Q — R.

Operacim séitani ndhodnych veli¢in a jejich nasobeni redlnym ¢islem odpovidaji piislusné operace s funkcemi
(provédéné na 2 bod po bodu).

Stejné jako funkce, tvoii i ndhodné veli¢iny z £ linedrni prostor.
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Dale se omezime na prostor Lo vSech ndhodnych velicin z £, které maji rozptyl (Lo je linedrni podprostor
prostoru L).
Na ném lze definovat bindrni operaci ®: Lo X Lo — R

XeY=E(XY).

Ta je bilinedrn{ (tj. linedrni v obou argumentech) a komutativni.

Pokud ztotoznime ndhodné velic¢iny, které se lisi jen na mnoziné nulové miry, pak e je skalarni soucin.

(Po ztotoznéni ndhodnyjch velicin X,Y , pro které P[X # Y] = 0 povaZujeme za pruky prostoru tridy ekvivalence
misto jednotlivgch nahodnyjch velicin.)

Skalarni souc¢in e definuje normu

1XIl = VX e X = VE(X?)

d(X,Y)=||X - Y] =/E ((X—Y)Q).

(Bez predchoziho ztotoinéni by toto byla jen pseudometrika, mohla by vyjit nulovd i pro X #Y.)
V L5 rozlisime 2 dulezité podprostory:

a metriku (vzdalenost)

e R = jednodimenzionélni prostor vsech konstatnich ndhodnych veli¢in (tj. s Diracovym rozdélenim),

e N = prostor viech ndhodnych veli¢in s nulovou stiedni hodnotou.
N je ortogondlni doplnék podprostoru R, tj.

N={XeLly|(WWeER: XeY =0)}.

EX je kolmy prumeét X do R (pokud ztotoZriujeme toto redlné éislo s prislusnou konstantni ndhodnou velicinou,
jinak souradnice ve sméru R ),

X — EX je kolmy primét X do N,

norm X = % je jednotkovy vektor ve sméru kolmého prumétu X do N,

ox =||X — EX|| je vzdélenost X od R.

Z kolmosti vektort X — EX € N, EX € R a Pythagorovy véty plyne

X o X =||X[[* = ||X —EX| + |[EX|],
E(X?) =DX + (EX)*.

4.21.1 Linearni podprostor nahodnych veli¢in s nulovymi stfrednimi hodnotami

Specidlné pro ndhodné veliciny z N vychédzi

cx=XeX,

ox = [IXII,

cov(X,Y)=XeY,
cov(X,Y) XeY

Q(XaY): = ’
ox oy X[ 1Y

takze korelace o(X,Y) je kosinus thlu vektoru X,Y € N.

Disledek: Nahodné veliciny X,Y s nulovymi stfednimi hodnotami jsou ortogonalni, pravé kdyz jsou
nekorelované.

Obecné v Lo

o(X,Y) je kosinus thlu pruméti X,Y do N,

cov(X,Y) =X oY — EX EY je skaldrn{ soucin prumétu X,Y do N.
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4.21.2 Linearni regrese

Uloha: Je dan nghodny vektor X = (X1, ..., X,) a ndhodn4 veli¢ina Y.
(Predpokliddme, Ze vsechny ndhodné veliciny jsou z L4). Mame najit takové koeficienty ¢y, . .., ¢,, aby linedrn{
kombinace Y’ ¢; X; byla co nejlepsi aproximaci ndhodné veli¢iny Y ve smyslu kritéria

i

HZC’“X’“_YH'
k

Reseni: K vektoru Y hleddme nejblizsi bod v linedrnim podprostoru, ktery je linedrnim obalem vektoru

Xi,...,Xp; feSenim je kolmy prumét. Ten je charakterizovan tim, ze vektor ) ¢;X; — Y je kolmy na X,
i

j=1,...,n,
(e Xi—v)ex; =0,
k
ZC@ (XZOXJ) :Y.Xj.
i
To je soustava linedrnich rovnic pro nezndmé koeficienty cy,. .., ¢, (soustava normélnich rovnic).

Specialné pro ndhodné veliciny s nulovymi stfednimi hodnotami:

Zci cov (X;, X;) = cov (Y, Xj) ,
i
takze matice soustavy je Yx.

4.22 Reprezentace nahodnych vektorta v pocitaci

Obdobn4 jako u ndhodnych veli¢in, aviak s rostouci dimenzi rychle roste pamétova naroénost.

To by se nestalo, kdyby ndhodné veli¢iny byly nezavislé; pak by stacilo znat marginalni rozdéleni.

Proto velkou dsporu muze prinést i podminéna nezavislost.

Pokud najdeme tplny systém jevii, které zajistuji podminénou nezdvislost dvou ndhodnych veli¢in, pak mtzeme
jejich rozdéleni popsat jako smés rozdéleni nezdvislych ndhodnych velicin (a tedy dspornéji).

4.23 Cebyéevova nerovnost

Veéta:

1
V6>0:P[\normX|<5]2175—2,

kde norm X = % (pokud m4 vyraz smysl).
Dukaz pomoci kvantilové funkce:

D(norm X)=E ((normX)Q) — (E (norm X))?,
i — v

1=E ((normX)2) =EY,

kde Y = (norm X)?. Odhad pravdépodobnosti 3 = P [jnorm X| < 6] = P[Y < 62] = Fy (62—):

S—— S~——
>0 >52

3 1
1:EY:/qy(a)doz=/qY(Oé) da+/QY(Oé) da > (1- )6,
0 B

1
B21-5.

Ditkaz pomoci smési: Vyjadifme ¥ = (norm X)? = Mixg(L,U), kde
L nabyvé pouze hodnot z (0,42),
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U nabyva pouze hodnot z (02, c0), takze EU > §2,

B = Fy(82).
1=EY =8 EL+(1-5) EU > (1-5) 0.
>0 >62

Rovnost nastava pro U = 62, L = 0, tj. pro diskrétni rozdéleni
{(EX —dox,15%), (EX, 8), (EX + §ox, :57)}.

Ekvivalentni tvary (¢ = dox):
w0 P (|22 s < L
ox 52
DX

2
Ve>0: P[|X —EX|>e] < 2X = =2
13 €

5 Zakladni pojmy statistiky

5.1 K ¢emu potiebujeme statistiku

Zkoumani spolecnych vlastnosti velkého poc¢tu obdobnych jevi.
Pfitom nezkoumdme vSechny, ale jen vybrany vzorek (kvuli cené testu, jejich destruktivnosti apod.).

e Odhady parametru pravdépodobnostniho modelu

e Testovani hypotéz

Potize statistického vyzkumu — viz [Rogalewicz|.

5.2 Pojem nahodného vybéru, odhady

Soubor
e zikladni (=populace)
e vybérovy
Ndhodny vybér jednoho prvku zakladniho souboru (s rovnomérnym rozdélenim) a stanoven{ uréitého para-
metru tohoto prvku uréuje rozdéleni ndhodné veliciny.
Opakovanym vybérem dostaneme nadhodny vektor, jehoz slozky maji stejné rozdéleni a jsou nezdvislé.
Takto vytvofime vybérovy soubor rozsahu n, obvykle vSak vylou¢ime vicenasobny vybér stejného prvku

(vybér bez vracent). Jeho rozdéleni se muze ponékud lisit od puvodniho. Tento rozdil se obvykle zanedbavé,
nebot

1. pro velky rozsah zakladniho souboru to neni podstatné,
2. rozsah zékladniho souboru nékdy neni znam,
3. vypocty se znacné zjednodusi.
Presnost odhadu je déna velikosti vybérového souboru, nikoli populace.

Nahodny vybér X = (X1,...,X,) je vektor ndhodnych veli¢in, které jsou nezavislé a maji stejné rozdéleni.
(Vynechavame indexy, napf. Fx misto F, .)

Provedenim pokusu dostaneme realizaci nahodného vybéru,

= (x1,...,2,) € R?,

kde n je rozsah vybéru.
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Statistika je (kazd4) méritelnd funkce G, definovand na ndhodném vybéru libovolného rozsahu. (Pocita se z
ndhodnych veli¢in vybéru, nikoli z parametru rozdéleni.)

,Meéritelna“ znamend, ze pro kazdé ¢t € R je definovéna pravdépodobnost
P[G(X1,...,Xy) <t] = Fox,,.. x,)().

Statistika jako funkce ndhodnych veli¢in je rovnéz ndhodna veli¢ina.

Obvykle se pouzivé jako odhad parametru rozdéleni (které ndm zustévaji skryté).
Znaceni:

... skute¢ny parametr (redlné ¢islo),

,(:)n ... jeho odhad zalozeny na ndhodném vybéru rozsahu n (ndhodnd veli¢ina)

9

D) >

,Up ... realizace odhadu (obvykle redlné ¢islo)
idouci vlastnosti odhadu:

N« )

e EO, =9 nestranny (opak: vychyleny)

e lim E(:)n = ¢ asymptoticky nestranny

n—oo

~ ~ 2
e eficientni = s malym rozptylem, coz posuzujeme podle E ((@n — 19)2> = DO, + (E(@n — 19)) , pro
nestranny odhad se redukuje na D@n

e nejlepsi nestranny odhad je ze vSech nestrannych ten, ktery je nejvice eficientni (mohou vsak existovat
vice eficientn{ vychylené odhady)

e lim E@n =4, lim o5 =0 konzistentni

n—oo n—oo

e robustni, tj. odolny vuéi Sumu (,,i pii zasumeénych datech dostdvame dobry vysledek®) — zde uz presné
kritérium chybi, zato je to velmi prakticka vlastnost

5.3 Vybérovy pramér
z ndhodného vybéru X = (X1,...,X,) je

Alternativn{ znaceni: X,, (pokud potrebujeme zdiraznit rozsah vybéru)
Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

Véta:

pokud existuji. (Zde EX = EX; atd.)

Disledek: Vybérovy prumér je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty.
(Nezavisle na typu rozdéleni.)

Cebysevova nerovnost pro X ,, davé

P[|X,-EX|>¢] <



To plati i za obecnéjsich predpokladu (X; nemusi mit stejné rozdéleni) — slaby zakon velkych &isel.
Lidové se hovoii o ,,pfesném souétu nepfesnych éisel“, coz je chyba, nebot soudet Z?zl X; mé rozptyl nDX —
0. Relativni chyba souc¢tu klesa, absolutni roste.

vvvvvv

jednoduchd odpoveéd.

Véta: Vybérovy primér z normalniho rozdéleni N(p,0?) ma normdalni rozdéleni N (p, %02) a je nejlepsim
nestrannym odhadem stfedni hodnoty.

Podobn4d véta plati i pro jina rozdéleni alespon asymptoticky:

Centralni limitni véta: Necht X;, j € N, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny se stiedn{ hodnotou
EX a smérodatnou odchylkou ox # 0. Pak normované ndhodné veli¢iny

Y, =norm X,, = @ (X, — EX)

2P¢

konverguji k normovanému norméalnimu rozdéleni v nasledujicim smyslu:

vteR: lim Fy, (1) = lim F % (t)=®().

n—oo

5.4 Vybérovy rozptyl
ndhodného vybéru X = (X,...,X,,) je statistika

1

52 =
X n—1

i(Xj - X,)%

Alternativn{ znaceni: S? (Dvogka v hornim indexu zde neznamend kvadrdt!)
Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

1
5% = Z(xj —Z,)%.

n—1

j=1

Praktictéjsi jednoprichodovy vzorec:

=1 7j=1 =1
Veéta:
ES% = DX.
Dikaz: Z jednopriichodového vzorce pro S% dostdvame
n n <2 n 2 < < \2
ES2 = EX? - EX? = (DX EX)’ - DX, - (EX ):
Sk n—1 n—1 "oon—1 +(BX) " ( ")

S - (DX+(EX)2—711DX—(EX)2> - DX.

n —

Véta: Vybérovy rozptyl je nestranny konzistentni odhad rozptylu (pokud puvodni rozdéleni mé rozptyl a 4.
centrdlni moment).

Specidlné pro rozdéleni N(0,1) a n = 2:
X1+ Xo
2 )

_ _ X, — X5\ 2 X, - X5\2
2 (X - X2 (Xy—X)2 =9 (2L 22) (2L 22) _ 2
SX (1 )+(2 ) ( 2 \/§ Ua

_ - X-X
Xi—X =—(X;— X)="—-"2 md rozdéleni N (0,1),

X - ; L

kde U = % m4 rozdéleni N (0, 1).

Tomu i{kdme rozdéleni x2 s 1 stupném volnosti.
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5.4.1 Rozdéleni x?

n

s n stupni volnosti je definovéno jako rozdéleni ndhodné veliciny ¥ = 3 Uj2, kde Uj jsou nezavislé ndhodné
j=1
veli¢iny s normovanym normalnim rozdélenim N(0, 1).
Znacent: x2(n).
Jeho hustota je pro z > 0
n_1 -y
_J cmy>"te= proy>0,
fr) { 0 jinak,
1
0(77) = 37 )
221 (3)
o0
I'(z) = /tz_1 e tdt,
0
specidlné I'(m + 1) = m! pro vSechna m € N.
Specidlné pro n = 2 je ¢(n) = 1/2 a dostdvame exponencidlni rozdéleni.
Hustoty rozdélen{ x? s 1,2, ...,10 stupni volnosti a jeho odmocniny (,,vzdélenost od stiedu terée“).

Véta: Necht X,Y jsou nezavislé nahodné veliciny s rozdélenim x2(€), resp. x?(n). Pak X + Y m4 rozdéleni

X2 (& +n).
Véta: Pro ndhodnou veli¢inu Y s rozdélenim x? s 7 stupni volnosti plati

EY =1, DY =2n.
(Toto rozdéleni nent zvykem normovat.)

5.4.2 Vybérovy rozptyl
z normalniho rozdéleni N(EX, DX) spliiuje:

—1) 52
% mé rozdéleni x%(n — 1).
. "3
Rozdéleni odhadu rozptylu pomoci vybérového rozptylu S% pro rozsah vybéru 2,3,...,10 a

3=2141,2241,...,2T+1=129.
Dusledek: Rozptyl vybérového rozptylu z normélniho rozdéleni N(EX, DX) je

2
2 2
DS% = —— (DX)*.

Véta: Pro ndhodny vybér X = (Xy,...,X,) z normélniho rozdélen{ je X nejlepsi nestranny odhad stiedn{
hodnoty, S% je nejlepsi nestranny odhad rozptylu a statistiky X, S% jsou konzistentn{ a nezavislé.

Existuje v8ak vychyleny odhad rozptylu, ktery je eficientnéjsi:
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5.4.3 Alternativni odhad rozptylu

Véta: DX je vychyleny konzistentni odhad rozptylu.

Dukaz: )
EDX =

DX — DX,

DX mé rozptyl mensf nez %, a to v poméru (”T’I)Q

Eficienci nemuzeme porovnat obecné; aspoil pro normalni rozdéleni:

1. eficience odhadu S%:

DS% = 2 (DX) .

n—1
2. eficience odhadu DX (DX je konstanta):
_— _ _ 2
E(DX - DX)?2 =D (DX - DX) + (E (DX - DX)) -
_ 1 2
(bX) + ( DX) -
n
1

D
<n1>2nil(DX)2+nQ(DX)2 —— (DX)°,

a protoze
2n —1 2 2

n2 n n-—1"

je odhad DX vice eficientni nez S% (ktery je nejlepsf nestranny!).

5.5 Vybérova smérodatni odchylka
ndhodného vybéru X = (X,...,X,,) je statistika

SXZ@: nil

(X — Xn)2
1

n

<

Alternativni znaceni: S
Jeji realizaci zna¢ime malym pismenem:

n—1 4%

1< _
sx = Z(:z:] —&,)?.
j=1

Véta:
ESX S gx .
Rovnost obecné nenastavé, takze to neni nestranny odhad smérodatné odchylky!
Dukaz:
DX = ES% = (ESx)®> + DSy > (ESx)? ,
——
>0

O'XzESX.

Véta: Vybérovd smérodatnd odchylka je konzistentn{ odhad smérodatné odchylky (pokud puvodni rozdéleni
ma rozptyl a 4. centralni moment).
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5.6 Vybérovy k-ty obecny moment
ndhodného vybéru X = (X3,...,X,) je statistika

1 & ok
]:

Alternativni znaceni: M
Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

n
1 E k
J=1

Véta:
EMy: = EXF.

(Tj. je to nestranny odhad k-tého obecného momentu.)
Véta: Vybérovy k-ty obecny moment je konzistentni odhad k-tého obecného momentu (pokud X mé k-ty a
2 k-ty obecny moment).

Dikaz: 1 1 1 1
DMxr = —nDX" = - DX* = — (E(X")? - (EX")?) = — (EX?" — (EX")?) .
5.7 Histogram a empirické rozdéleni
V (nendhodném) vektoru @ = (z1,...,7,) € R" (ziskaném napf. jako realizace ndhodného vybéru) nezédlezi
na poradi slozek (ale zdlez{ na jejich opakovani{). Uspornéji je popsén mnozinou hodnot H = {z1,...,z,} (ta

ma nejvyse n prvku, obvykle méné) a jejich éetnostmi n;, ¢t € H. Tato data obvykle zndzornujeme tabulkou
Cetnosti nebo grafem zvanym histogram.

Normovéanim dostaneme relativni ¢etnosti r, = 2+, t € H. Jelikoz Zte g Tt = 1, definuji relativni ¢etnosti
pravdépodobnostni funkci pgmp(z)(t) = 7+ tzv. empirického rozdéleni Emp(x). Je to diskrétni rozdéleni s
nejvyse n hodnotami charakterizujici vektor .

5.7.1 Vlastnosti empirického rozdéleni

(Indezem Emp(x) oznacujeme parametry jakékoli ndhodné veliciny, kterd md toto rozdélent.)

EEmp(w):Ztn:% Ztntz%zn:xi::i,

teH teH i=1
1 1
E (Emp(z))* = Ztkrt =— Ztknt =— me
teH ey e
1
DEmp(x) = (t — EEmp(z))® r, = — Z (t—x)* n
teH " lem
1 $ o m—1,
== Z (x; —x)" = —Sx -

=1

Obecné momenty empirického rozdéleni se rovnaji vybérovym momentim puvodniho rozdéleni.

Vypocet z histogramu (z empirického rozdéleni) muze byt jednodussi nez z puvodn{ realizace ndhodného vybéru
(pokud se opakujf stejné hodnoty).

Rozptyl empirického rozdéleni odpovida odhadu DX = "T_l S% rozptylu pivodniho rozdéleni, odlisnému od S%.
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5.8 Vybérovy median

vevs

je median empirického rozdéleni, Ggmp (a) (%) Poskytuje jinou informaci nez vybérovy prumeér, mnohdy uzitecnéjsi
(mj. robustnéjsi — odolnéjsi vudi vlivu vychylenych hodnot, outliers). Navic vime, jak se zméni monotonni
funkei.
Pro¢ se pouzivd méné nez vybérovy prumér:

e Vypocetni ndro¢nost je vyssi; sefazeni hodnot méa pracnost imérnou n Inn, zatimco vybérovy prumér n.

e Pamétova ndrocnost je vyssi — potfebujeme zapamatovat vSechna data, u vybérového priiméru staci 2
registry.

e Moznosti decentralizace a paralelizace vypoctu vybérového medidnu jsou velmi omezené.

5.9 Intervalové odhady

Dosud jsme skuteénou hodnotu parametru 9 nahrazovali bodovym odhadem 5) (coz je ndhodnd velic¢ina).
Nyni misto toho hleddme intervalovy odhad, tzv. interval spolehlivosti I, coz je minimélni interval takovy,
zZe

Pwell>1-a,

kde o € (0, 3) je pravdépodobnost, Ze meze intervalu I budou prekroceny; 1 — a je koeficient spolehlivosti.
Obvykle hleddme horni, resp. dolni jednostranny odhad, kdy

I = (—00,qg(1 — )), resp. I = (qg(a),00),

nebo (symetricky) oboustranny odhad,

= a (5) 1)

K tomu potfebujeme znéat rozdéleni odhadu

5.10 Intervalové odhady parametrt normdlniho rozdéleni N(u, 0?)
5.10.1 Odhad stiedni hodnoty pfi znimém rozptylu o>

i odhadneme vybérovym primérem X s rozdélenim N (,u, %2)

Normovana nadhodné veli¢ina norm X = 4 (X — p) mé rozdéleni N(0,1);

plvn

P (X - e (a1 a)
=1—-«
=P \éﬁ(X,u)<‘I>1(loz)}
=P :ng—i—\jﬁfb—l(l—a)}

=Plue —oo,X—l—\;ﬁ(I)_l(l—a)ﬂ.

Obdobné dostaneme i dalsi intervalové odhady

(_oo,x + %@*1(1 —a)> :

<X—\;ﬁ¢>_1(1—a),oo) :
<X_;ﬁq>—1 (1-5) X+ Jmo (1_g)>,
kde X — =07 '(1-a)=X + £ 27 '(a)

(@ '(a) = =@ (1 — @) oviem nebyvé v tabulkéch).
Pti vypoctu nahradime vybérovy prumér X jeho realizaci &.
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5.10.2 Odhad stiedni hodnoty pfi neznamém rozptylu

7 ~ 7 o ~ N ~ z 2
1 odhadneme vybérovym prumérem X s rozdélenim N (u, %),

n—1) S%

0% odhadneme vybérovym rozptylem S%; ( —=% m4 rozdéleni x?(n — 1).

Testujeme analogicky ndhodnou veli¢inu g—j (X — p), jeji rozdéleni viak neni normélni, ackoli X,Sx jsou
nezavislé.

5.10.3 Studentovo t-rozdéleni (autor: Gossett)

s 1 stupni volnosti je rozdéleni ndhodné velic¢iny

kde U mé rozdéleni N(0, 1),
V mé rozdéleni x?(n),

U,V jsou nezavislé.
Znageni: t(n).

Hustota:
22 1
ﬂmm%wW)l+n> 7
G
= ()

Symetrie kolem nuly = g (1 — a) = =gy (@).
Pro velky pocet stupnu volnosti se nahrazuje normalnim rozdélenim.

\V,

s

Hustota normovaného normélnfho rozdéleni a Studentova rozdélen{ s 5 stupni volnosti (puvodniho a
normovaného).

5.10.4 Odhad stfedni hodnoty pfi neznamém rozptylu II

V nasem piipadé:

U=""(X —p) mi N(0,1),
o
-1)52
V:(n 2) X mi x*(n—1), n=n-1,
o

3|<
195
bato

7 toho vyplyvaji intervalové odhady

— Sx
<_OO7X + ﬁ Qt(nfl)(l - O{)> )

- Sy
<X - ﬁ qt(nfl)(l - a),oo) )

Y SX a) Y SX a
<X ~n Gin-1(1—35), X + NG Ge(n—1)(1 — 2)> -

Pii vypoétu nahradime vybérovy primér X jeho realizaci Z a vybérovou smérodatnou odchylku Sy jejf realizaci
Sx.
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5.10.5 Odhad rozptylu

2
0? odhadneme vybérovym rozptylem S%; (”7012) 5% 4 rozdélenf x2(n — 1);

(n—1)5%

P D) S (_OO7qX2(n71)(1 - O[)>:|

g
=1—-«
[(n—1)52%

( o2 X < qXQ(nfl)(l - a>:|
r . 2

=P M < 0.2:|

_qu(n—l)(l 70‘)

-l e )l

=P

Dostali jsme dolni odhad.
Obdobné dostaneme i dalsi intervalové odhady

(= £25)
2 (n-1)\&

< (n-1)8%  (n—-1)8% >
-1 (1-%5) ¢em-1) ($)

Pii vypoctu nahradime vybérovy rozptyl S% jeho realizaci s%.

5.10.6 Intervalové odhady spojitych rozdéleni, ktera nejsou normalni
prevadime obvykle na normélni rozdéleni nelinearni transformaci
h(t) = @~ (Fx(t))

(Fx(X) ma rovnomeérné rozdéleni na (0, 1)).
Pouzijeme intervalovy odhad pro normadlni rozdéleni a transformujeme jej zpét podle vzorce

B () = g5 (B(w))

5.11 Obecné odhady parametri
Rozdéleni ndhodné veliciny X zavisi na vektoru parametrit 9 = (91,...,9;) € II, kde I C R? je parametricky
prostor, tj. mnozina vSech piipustnych hodnot parametru; pravdépodobnostni funkeci znacime px (t;9) =
px(tﬂgh e ,191‘) atd.
Hleddme odhad ©® = (©4,...,0;), resp. realizaci odhadu ¥ = (¥4, ...,9;) pomoci realizace * = (x1,...,x,).
5.11.1 Metoda momenti
Pro k=1,2,... je k-ty obecny moment funkci 99,

EX*(9) = EX*(91,...,7;)

(zavislost na parametrech lze stanovit dle pravdépodobnostniho modelu).
Lze jej téz odhadnout pomoci vybérového k-tého obecného momentu mx«.

o~

Metoda momentu doporucuje realizaci odhadu 9 = (51, ..., ;) takovou, zZe
EX’“(@l...@):kazlzn:x’? k=1,2,....
yeees n & I y 4
K jednozna¢nému urceni ¢ proménnych obvykle potiebujeme (prvnich) ¢ rovnic pro k =1,2,... 1.
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Pouzitelnost metody momentt
Mozné problémy:
1. ReSeni neexistuje = zkusme ubrat rovnice.
2. Je nekonetné mnoho feSeni = zkusme pfibrat dalsi rovnice.
Je vice nez jedno Fesen{ (napft. soustavy kvadratickych rovnic).
Je jediné Teseni, ale je obtizné je nalézt.
5. Soustava je Spatné podminénd (typicky pro velky pocet parametri).

6. Nasli jsme jediné feSeni, které vSsak nesplinuje predpoklady, 9 ¢ I (napf. parametry nemohou byt
libovoln4 ¢isla) = NELZE! Vzdy kontrolujte feseni!

7. VSem rovnicim je priklddédna stejnd dulezitost, coz byva nezddouci (typicky pro velky pocet parametri).
8. Nelze pouzit pro nenumerickd data (pokud je nelze smysluplné ocislovat).

Vyhoda:
1. Lze pouzit pro diskrétni, spojité i smiSené rozdéleni beze zmén.

5.11.2 Metoda maximadlni vérohodnosti (likelihood)

Pro diskrétni rozdéleni Pravdépodobnost realizace,

px(x;9)=P[X1=x1A... AN X, = 239

= HP[Xj =z;;0] = pr(mjﬂ-()) = L(9),

je funkce L: II — (0,1), IT C R, parametri ¥ = (Y1,...,9;), zvand vérohodnost realizace diskrétniho
rozdéleni. R R R
Resenim jsou takové hodnoty ¥ = (1, ..,9;), které maximalizuji vérohodnost.

Maximalizujeme bud’ vérohodnost, nebo jeji logaritmus (log-likelihood),
((9)=InL(Y) = Zlnpx(acj; 7).
j=1

Nutno vylou¢it piipad px(z;;1) = 0, ktery vSak nevede na maximum.
j

Priklad: Empirické rozdéleni je maximdlné vérohodny odhad diskrétniho rozdéleni (pokud na rozdélenf nejsou
kladeny dalsi podminky).

Poznamka: Odhad na zdkladé maxima vérohodnosti odpovida Bayesovskému odhadu ve specidlnim pfipadé,
kdy vSechny hodnoty parametri maji stejnou apriorni pravdépodobnost (resp. hustotu pravdépodobnosti).
Pouzivé se, pokud apriorni pravdépodobnosti parametriu nezname.

Pro spojité rozdéleni

Kazda realizace ma nulovou pravdépodobnost, proto misto ni pouzijeme hustotu pravdépodobnosti, coz ale
vede na zcela jiny pojem

fx(@;9) =[] fx(@539) = A®).
j=1
Nicméné i tato funkce A: I — (0, 00), I C R, se nazyva vérohodnost spojitého rozdéleni.
A®) =InA@®) =) Infx(z;;9).
j=1
(Nutno vylou¢it piipad fx(z;;9) = 0, ktery vsak nevede na maximum.)
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Pro smiSené rozdéleni
neni vérohodnost definovana!

Pouzitelnost metody maximalni vérohodnosti
Mozné problémy:
1. Je vice nez jedno feseni. (Muze se stat, ze ruzné hodnoty parametri popisuji totéz rozdéleni — vadi to?)

2. Reseni neexistuje (to se muze stat jediné kdyz vérohodnostni funkce je nespojitd nebo parametricky prostor
neuzavieny).

3. Je jediné feseni, ale je obt{zné je nalézt. (Lokéln{ extrémy nemus{ byt globdlni.)
4. Soustava je $patné podminéna.
5. Hodnoty vérohodnosti mohou byt velmi malé.

6. Nelze pouzit pro smiSené rozdéleni!

Vyhody:
1. Hledani optima je o néco snazsi nez feseni soustavy rovnic.
2. Ruznym datum je dén spoleény (srovnatelny) vyznam.

3. Lze pouzit i na nenumericka data.

6 Testovani hypotéz

6.1 Zakladni pojmy a principy testovani hypotéz

(doporucend literatura: [Jaros a koll])
Méme posoudit hypotézu o hodnoté n¢jakého parametru rozdélen{ ¥ (pomoci kritéria ¢ili testovaci statis-
tiky T, resp. jeji realizace t).

Piiklad: Parametr ¢ nabyva pouze 2 hodnot, 0 pro ,normalni“ populaci, 1 pro ,anomalni“ prvky. Obé skupiny
maji znama rozdéleni se stiednimi hodnotami g, w1, kde po < p1. Ndhodny vybér X je proveden z jedné z
téchto skupin, mame uhodnout, z které. K tomu pouzijeme (ne nutné) T' = X jako odhad stfedn{ hodnoty.
Zvolime k € (pg, p1) a vybér klasifikujeme 0 pro T < k, 1 pro T > k. Muzeme se dopustit dvou druhu chyb:

1. skupina 0 je klasifikovéna jako 1, s pravdépodobnosti (k) (nerostouci funkce k),

2. skupina 1 je klasifikovdna jako 0, s pravdépodobnosti 3(k) (neklesajici funkef k).

Mozné kritéria pro volbu meze k:

o min(a(k) + B(K)),
. mkin e(a(k), B(k)), napt. mkin(aa(k) + bB(k)), tj. minimalizace vyplatni funkce,
e «(k) = pfedem zvolend mald hodnota.

Vétsinou se pouziva posledni moznost, a to z duvodu
e technickych (snazsf tloha),

e nepotiebujeme znat rozdéleni anomalni skupiny,

e obvykle mame vice nez dvé mozné hodnoty parametru, coz situaci komplikuje.
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Priklad: Mdme zastavit pouzivani 1éku pro podezieni z nezadoucich ué¢inka?
Nulova hypotéza Hy: Vyrobce je nevinen, riziko se nezvysuje.
Alternativni hypotéza Hy: Vyrobce je vinen, riziko se zvysuje.

Kromé spravnych rozhodnuti hrozi:
Chyba 1. druhu: Zamitneme nulovou hypotézu, kterd plati (obvinime nevinného).
Chyba 2. druhu: Nezamitneme nulovou hypotézu, ktera neplati (osvobodime vinného).

Volbou piisnosti kritéria snizujeme riziko jedné chyby na tkor zvyseni rizika druhé chyby.

Dohodnuté vychodisko: Kritickou hodnotu testu, k, uréime tak, aby chyba 1. druhu nastavala se stanovenou
pravdépodobnosti o € R zvanou hladina vyznamnosti (nebo s mensi pravdépodobnosti, nelze-li dosdhnout
rovnost).

Podle tradice v oboru se nejéastéji uzivaji hodnoty 1% nebo 5% (rozhodné a < ).

Hodnoty kritéria, kterd presahuji kritickou hodnotu (odpovidaji vysledkium mélo pravdépodobnym pfi platnosti
nulové hypotézy) povazujeme za statisticky vyznamné a v tom pifpadé nulovou hypotézu zamitame.

V opaéném pifpadé nulovou hypotézu nezamitame, ale ani nepotvrzujeme, nebot tim bychom se mohli
dopustit chyby 2. druhu s blize neurcenou pravdépodobnosti (.

Silu testu posuzujeme podle 1 — 3, tj. podle rizika chyby 2. druhu pfi daném riziku « chyby 1. druhu.
V literatufe se rozlisuje

e jednoducha hypotéza: nulové hypotéze odpovida jedind hodnota parametru,

e slozena hypotéza: nulové hypotéze odpovida vice hodnot parametru,
a dale

e jednoducha alternativa: alternativni hypotéze odpovidé jedind hodnota parametru,

e slozena alternativa: alternativni hypotéze odpovida vice hodnot parametru.

Casto se formuluje nulové a alternativn{ hypotéza tak, ze nejsou navzajem svymi negacemi a nepokryvaji prostor
vSech moznych hodnot parametru. Vznika tim jen chaos (viz vétsina ostatni literatury). Snadno se mu vyhneme,
kdyz budeme formulovat nulovou hypotézu jako negaci alternativni hypotézy.

Je-li napt. Hy : 9 > ¢, pak nevolime Hy : ¢ = ¢, ale Hy : ¥ < c. (Nejvétsi riziko chyby 1. druhu obykle odpovida
piipadu 9 = ¢, takze postup je stejny.)

U slozené hypotézy pozadujeme, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu byla nejvyse a pro vSechny hodnoty
parametru vyhovujici nulové hypotéze.

(Statistickd vgznamnost neznamend vjznamnost praktickou.)
Reseni: Nulovou hypotézu zamitneme, pravé kdyz hodnota kritéria ziskand z realizace nepadne do intervalu
spolehlivosti pro koeficient spolehlivosti 1 — «, tj. kritickd hodnota je mezi intervalového odhadu.

Obrédcené se muzeme ptat, pii jaké mezni hladiné vyznamnosti by pozorovand hodnota byla kritickd; tomu
fikdme dosazena vyznamnost; staci ji porovnat s pfedem zvolenou hladinou vyznamnosti testu. (Cl’m nizsi
¢islo, tim vyznamnéjsi vysledek.) Témér vsechny programy davaji za vysledek dosaZenou vyznamnost
(obvykle se zna¢i P a Fikd se ji pouze significance), takze hladinu vyznamnosti neni tfeba pifedem zadat; navic
se dovime, jak daleko jsme byli od této hladiny.

Typicky tvar testu: Testovaci statistiku 7' se zndmym rozdélenim (pfesnéji jeji realizaci t) porovnavéme s
kvantily prislusného rozdéleni a zamitneme pii extrémnich hodnotéch (nepravdépodobnych pii platnosti nulové

hypotézy):

’ H, \ H, \ zamitame pro \ dosazena vyznamnost ‘
Y<c|d>c t>qr(l—a) 1—Fr(t)
9>c|d<c t < qr(a) Fr(t)
V=c|V#c|t>qr(l—75)nebot<qr(5) | 2min(Fr(t),1— Fr(t))

V literatute se setkdme i s nasledujicimi ptipady hypotéz, které se vSak resi stejné jako prvni dva vyse uvedené:

) 9 >c
9 ¥ <c

c
Cc
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6.2 Testy stredni hodnoty normalniho rozdéleni

6.2.1 P#i zndmém rozptylu o

porovnavame s kvantily normovaného normalniho rozdéleni:

| Hy | zamitdme pro | dosazend vyznamnost |
w<c t>d71(1-a) 1—9(¢)
O RN RO 0
p=c t[ > T1-9) 2 min (®(¢),1 — @(¢))

6.2.2 Pfi neznamém rozptylu

T —cC
t:

vn

porovnavame s kvantily Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

Sz

| Hy | zamitdme pro | dosazend vyznamnost \
p<c| t>qum-nl—a) 1 — Finn(t)
p>c | t<—gm-1(l—a) Fin—p(t )
p=c| [t[>qum-n(1—2) | 2min(F_n{t),1 — Fu1)(t)

6.3 Testy rozptylu normalniho rozdéleni

(n—1)s3
c

t:

porovnavame s kvantily y2-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

’ Hy, \ zamitame pro \ dosazend vyznamnost ‘
o?<c| t> qxz(n_l)(l - a) 1-— sz(n_l)(t)
o? >c t < qX2(n71)(a) x2(n— 1)( )
cl=cl|t< qx2(n_1)(%) nebo | 2 min (F 2(p— 1)( ),1—-F x2(n— 1)( ))
> qu(n—l)(l — %)

6.4 Porovnani dvou normalnich rozdéleni
Predpoklad: Nezavislé vybéry
(X1,...,Xm) z rozdéleni N(EX,DX),
(Y1,...,Y,) z rozdéleni N(EY,DY).

6.4.1 Testy rozptylu dvou normalnich rozdéleni [Fisher]

Je-li DX = DY, pak S% = S%. Testovaci statistikou je

S%

T=2X
S5

F-rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni) s £ a n stupni volnosti je rozdéleni ndhodné veli¢iny

kde U,V jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim x2(€), resp. x2(n).
Znaceni: F(&,n)
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Hustota pro x > 0:

+
F(57) /end
c(&n) = T\ m \n
(5) r(3)
Je-li DX = DY = o2, pak dosadime
—1)82
U:= (m—1) 5% 2) Sk mé x%(m —1),
o
(n—1)82 |
V.= TY mé x*(n — 1),
E=m—-1,np:=n—-1,
(m—1) 5%
F = % _ (m—l)o’é( 7S§(7T
T VY T T (m=nsz T g2
n (n—1) 02 v
Testujeme realizaci
2
S
t="2
5y
na rozdéleni F(m — 1,n — 1):
’ Hy \ zamitdame pro \ dosazena vyznamnost ‘
DX S DY t> qF(m—l,n—l)(l - a) 1- FF(m—l,n—l) (t)
DX > DY < QF(m—l,n—l)(a) FF(m—l,n—l)(t)

DX =DY |t < qpim—1,n-1)(5) nebo | 2 min(Fp(n—_1,,-1)(t),
t> qF(mfl,nfl)(l — %) 1- FF(mfl,nfl) (t))

Pro kazdou hladinu vyznamnosti potfebujeme dvoudimenzionalni tabulku kvantili indexovanou &, n; obvykle je
tabelovana jen polovina, druhou je tfeba dopocitat podle vzorce

1
aren(B) = —————
(e ar(ne) (1= )
2 2
(opacéné poradi indexu!) nebo uvazovat g—;” misto g—é‘
X Y

6.4.2 Testy stiednich hodnost dvou normadlnich rozdéleni se znamym rozptylem o2

m
— 0'2
Y,ﬂrnéN(EY,)7
n
— — ) 5 (1 1
Xm—Y,md N(EX -EY, o7 [ —+ —
m n
Za predpokladu EX = EY": - -
Xm_Yn /
T:= ma N(0,1) .
o L_Fl

Testujeme realizaci ¢t na N (0, 1) (viz kapitola[6.2.1)).
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6.4.3 Testy stfednich hodnost dvou normalnich rozdéleni se (stejnym) neznamym rozptylem

Piedpoklad: DX = DY = ¢?2

Nejprve ovéiime tento predpoklad (viz kapitola .

(Ve skutecnosti nemuzeme predpoklad ovérit, jediné vyvrdtit; pokusime se o to, a pokud se to nepodaid, po-
kracujeme. Bez tohoto predpokladu by byl dalsi postup sloZitéjsi, viz napr. [Mood a koll.)

Méame dva odhady S%, S% stejné hodnoty o?; pouzijeme jejich primér vazeny rozsahy vybért (—1 kvili vypoétu
vybérového prumeéru):

m — 1) 52 ,
%maf(m—l),
n—1)52
(U#maxz(nfl),
(m—1)5% +(n—1)5%

mé x*(m +n —2)

o2

se stfedni hodnotou m + n — 2,
(m-1)S+(m-1)8 _ 8
(m+n—2)o? o?

mé stfedni hodnotu 1 a
m—1)S% +(n—1)S%

5. (
5= m4+n—2

je nestranny odhad o2,

5. (m—1)S% +(n—1)5%
' m4+n—2 '

_ 11
X,m—Y, miN (EX—EY,U2 ( + ))
m n
Za predpokladu EX = EY":
Xn—-Y
ur ~ ma N(0,1),

= ma x?(m +n —2),

o2 o?
— _ XYy
Xn-Y VE+L
T:=>-" no— VTR g t(m+n—2).
ENCEERNINE

Testujeme realizaci t na rozdéleni t(m + n — 2) (viz kapitola |6.2.2]).

6.5 Testy stifednich hodnost dvou normalnich rozdéleni - parovy pokus

(dle [SH10])

Piiklad: Mame porovnat prumérnou teplotu na dvou mistech.

Standardni test stfednich hodnot dvou normélnich rozdéleni je slaby kvuli velkému rozptylu, ktery vsak ma
spole¢nou pric¢inu a projevuje se proto synchronné v obou vybérech; proto vybéry nejsou navzajem nezavislé.
Méiime vzdy obé veli¢iny soucasné.

Predpoklad: Ndhodné veli¢iny X;,Y; (j = 1,...,n) maji norméln{ rozdéleni N(u;,0?) se stdlym rozptylem o
a proménnymi stfednimi hodnotami u; = EX; = EY;.

Muzeme pouzit ndhodné veliciny U; := X; — p;,V; :=Y; —p; (j = 1,...,n), které jsou nezavislé a maji
rozdéleni N(0, o2).

Ndhodné veliciny A; := X; —Y; =U; = V; (j = 1,...,n) jsou nezavislé a maji rozdéleni N(0, 20?).

1% , o . AT 2 202
Vybérovy prumér A mé N (0, T)

2
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6.5.1 Pro znamy rozptyl o2

Neznamé parametry sdruzeného rozdéleni jsou puy, ..., u,, ale nepotiebujeme je.
Dle kapitoly (pro ¢ = 0) testujeme

T::A\/W:X—Y [n
o\ 2 o 2

na N(0,1).

6.5.2 Pro neznamy rozptyl

Neznamé parametry sdruzeného rozdéleni jsou ® = (o2, ju1, ..., i), potiebujeme z nich pouze o2 = DX.
MuZeme pracovat pfimo s vybérem (Aq,...,A,) z normdlniho rozdéleni.

Dle kapitoly (pro ¢ = 0) testujeme
A
e
1 o Vn

na t(n — 1).
Cviceni: Maximélné vérohodny odhad parametri:

0®) :jf[l \/%aexp(—(x;;uﬁ) jﬁl \/%Uexp<_(yj2;2'uj)2> |

L(@):—Zw—iw—2n1n0—2nlnm,

_ 202 ¢ o2
Jj=1 Jj=1
_oL@) _ 0 (_m -5’ W —@2)
O  Opy 202 202
1 _ _ 1 _
== ((&; =) + (5 — 1)) = = (&5 +y; = 215)
ag g
oz ty; .
Wy = j2 L. 1=1...,n.

Odhady 1j, (j =1,...,n) nejsou konzistentni.
Po jejich dosazeni:

kde §; je realizace A;. Odhad o2 je konzistentni.

6.6 Y>-test dobré shody

Slouzi k testovani hypotézy, ze ndhodnd velicina ma predpokladané rozdéleni. Protoze umime hypotézy jen
zamitat, nikdy nepotvrdime, ze takové rozdéleni opravdu ma.
Testujeme diskrétni rozdéleni (mohlo vzniknout diskretizaci spojitého).

Hjy : Nahodn4 veli¢ina mé diskrétni rozdéleni do k tiid s nenulovymi pravdépodobnostmi py, ..., pg.
Testujeme pomoci realizace ndhodného vybéru rozsahu n. Neni dulezité poradi vysledku, pouze jejich cetnosti
nj, resp. relativnf cetnosti 2t (i = 1,..., k). Porovndvdme cetnost n; s teoretickou cetnosti np;. Testovaci
statistikou je

S T

n D
i=1 pi
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Jeji rozdéleni se pro n — oo blizl x2(k — 1).
Dosazend vyznamnost: 1 —F,2(;_1)(t). Nulovou hypotézu zamitdme pro ¢ > qy2(x—1)(1—a), tj. 1= Fy2,_1)(t) <
a.

Exercise 3 Tabulka uddvd rozdéleni (podminéné) pravdépodobnosti, Ze voli¢ strany zastoupené v parlamentu
volil danou stranu. Posud’te na 5% hladiné viiznamnosti hypotézu, Ze stejné rozdéleni maji i poslanci.

relativnd preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067
pocet poslanci 81 74 26 13 6

Solution 4 Dopinime tabulku (posledni sloupec uvddi celkovy udaj):

relationt preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067 1
pocet poslanci 81 74 26 13 6 200
teor. cetnost 75.2 68.8 27.2 15.4 13.4 200
prispévek k x> 0.447 | 0.393 | 0.052 | 0.374 | 4.086 || 5.358

Hodnotu kritéria 5.353 porovndme s kvantilem q,2(4)(0.95) = 9.4877 a hypotézu nezamitdme (ponckud prekvapivy
zaver vzhledem k tomu, Ze posledni dvé strany maji témeér stejnou podporu u voliét, ale posledni md vice nez 2X
méné poslanci).

6.6.1 Modifikace

Problém: Testujeme na rozdéleni, kterému se skuteéné jen limitné blizi. Tim se dopoustime blize neurcené
dodateéné chyby. Teoretické cetnosti tiid nesmi byt prilis malé (feknéme aspon 5), aby nas predpoklad byl
opravneény.

Modifikace: Vychdzi-li teoretickd ¢etnost nékterych t¥id pfilis mald, slouc¢ime je s jinymi tfidami (pokud mozno
,blizkymi“).

Problém: Zkoumané rozdéleni mize zaviset na neznamych parametrech.

Modifikace 1: Parametry odhadneme na zékladé jiného ndhodného vybéru.

Modifikace 2: Parametry odhadneme na zékladé stejného ndhodného vybéru, ktery pouzivame k testu dobré
shody. Tim jsme viak snizili pocet stupii volnosti, takze musime testovat na rozdéleni x?(k — 1 — q), kde q je
pocet odhadnutych parametru.

Problém: Chceme testovat shodu se spojitym nebo smisenym rozdélenim.

Modifikace: Rozdéleni napted diskretizujeme, tj. vSechny mozné vysledky rozdélime do k disjunktnich tiid.
Prvky v jedné tridé si maji byt ,blizké“, jinak snizujeme silu testu. VSechny teoretické ¢etnosti musi byt
dostatecné velké a nejlépe zhruba stejné.

Poznamka: Zasadné musime pracovat s jednotkami (objekty), z nichz kazdd zvlast (a nezévisle) je zafazena
do néjaké tiidy. Nelze pocitat s tisici, procenty, spojitym mnozstvim atd.

6.6.2 Y2-test dobré shody dvou rozdéleni

(dle [Mood_a kollj)

Hj : Dvé diskrétni ndhodné veli¢iny maji stejné diskrétni rozdéleni.

Rozsahy vybéru jsou m,n a ¢etnosti vysledku m;,n; (i = 1,...,k). Pfedpokldddme rozdélen{ s nezndmymi
teoretickymi pravdépodobnostmi p; (i =1,...,k).

L 2
(= mpi)” ot 22k — 1),

-

P mp;
k L N2
3 (e =P b 2 — 1),
; np;
=1
T Zk:(mi_mpiy +zk:(”i_"pi)2 blizl x2(2(k — 1))
= se blizi x —-1)).
i=1 mpi - P

Neznamé parametry p; odhadneme pomoci maxima vérohodnosti,
m; + n;

P
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k
z nich je jen k—1 nezdvislych (nebot > p; = 1), takze vysledny pocet stupiit volnosti je 2 (k—1)—(k—1) = k—1
i=1
a testujeme T na X2(k ) Nulovou hypotézu zamitdme pro t > gy2(,—1)(1 — @), tj. 1 — Fy2,_1)(t) < o

k
1 1 (m; —mp;)?
T=(=4+> A~ MPi)
(m+n>; Di

6.6.3 Y2-test nezavislosti dvou rozdéleni

(dle [Likes, Machek)])
Hj : Dvé ndhodné veli¢iny (jejichz rozdéleni nezndme) jsou nezdvislé.
X nabyva k hodnot s pravdépodobnostmi pq, ..., pk,

Y nabyva m hodnot s pravdépodobnostmi q1, ..., Gm-
Realizace dvojrozmérného ndhodného vybéru ((z1,y1), ..., (Xn,yn)) obsahuje dvojice realizac{ ndhodnych veli¢in
X,Y; z vysledku nés zajimaji opét pouze Cetnosti n;; (i = 1,...,k; j =1,...,m). Ty byvaji uspofdddny do

tzv. kontingenéni tabulky. Pocet tiid je km.
Za ptedpokladu nezévislosti jsou pravdépodobnosti vysledku p;g; (i =1,...,k; j=1,...,m),

m

k
7= (g = 10i43)* oo 2(km —1).
n
~ o i 4

Nezndmé parametry p;, q; odhadneme pomoci maxima vérohodnosti,

m k
2 i >

_J _ =1
Pi = ) qj_ )
n n

k m
z nich je jen (k—1)+ (m — 1) nezavislych (nebot > p; =1, Y ¢; = 1), takze vysledny pocet stupnu volnosti je
i=1 j=1
km—1—(k—1)—(m—1) = (k—1)(m—1) a testujeme T na x?((k—1) (m —1)). Nulovou hypotézu zamitdme
Pro t > qy2((k—1) (m-1))(1 — @), tj. 1 — F\a (k1) (m-1))(t) < c.

6.7 Korelace, jeji odhad a testovani

(dle [Likes, Machek))
Korelace gxy nahodnych velicin X,Y (s nenulovym rozptylem) je stfedni hodnota sou¢inu odpovidajicich

normovanych veli¢in % CY=EY

oy ’

_ E((X —EX) (Y —EY)) € (-1,1)
Oox 0y ’ '

oX)Yy
Je nulova pro nezavislé ndhodné veli¢iny, ale i pro nékteré jiné, tzv. nekorelované.
Extrémni hodnoty £1 odpovidaji linedrni zavislosti mezi X,Y .

Na zékladé dvojrozmérného ndhodného vybéru ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) muzeme korelaci odhadnout pomoci
vybérového koeficientu korelace

Rxy =

(; (X - X>2> (;(Y - Y)?)

=

Jeho realizace




nebot je to kosinus hlu vektori
(@1 =2, ;20 —Z), (Y1 = Y-, Yn — Y) ER".

Pro vypocet se pouziva jednopruchodovy vzorec:

6.7.1 Test nekorelovanosti dvou normalnich rozdéleni

Piedpoklad: Dvojrozmérnd ndhodnd velicina (X,Y) mé (dvojrozmérné) normélni rozdéleni, n > 3.
Hy: ox,y =0 (X,Y jsou nekorelované).
Testovaci statistikou je

o RX,Y \/H—Z

T = ,
,/1—R§(7Y

za predpokladu nekorelovanosti mé rozdéleni t(n — 2), déle postupujeme dle kapitoly

6.8 Neparametrické testy

Jsou pouzitelné bez ohledu na typ rozdéleni, jsou vsak slabsi.

6.8.1 Znaménkovy test

Rozlisujeme pouze znaménko odchylky od zvolené hodnoty c. Tim ztracime kvantativni informaci a tedy i
moznost testovat napf. stiedni hodnotu. Misto nf testujeme medidn ¢x (3).

Ho:qx(3)=c

Pii platnosti nulové hypotézy by kladné i zaporné odchylky mély byt stejné pravdépodobné.

Nulové odchylky z vybéru predem vylouc¢ime. Testovaci statistikou T je pocet kladnych odchylek, ktery testujeme
na binomické rozdéleni Bin (n, %) Nulovou hypotézu zamitame pro

o (0%
b= qBin(n,%) <§> nebo ¢ > qBin(n,%) (]- - 5) .

(Podobneé pro jednostranné testy.) Vypocet kvantili je pracny, ale kritické hodnoty jsou tabelovany (v zavislosti
na n a hladiné vyznamnosti).

Dosazend vyznamnost se pocitd o trochu snaze.

Pro velkd n pouzivame centralni limitni vétu a testujeme

2T —n

Ty == T

na N(0,1).

Lze pouzit i k porovndni dvou medidnt u parového pokusu.

Priklad pouziti: Odhad smrtelné davky latky.

Na rozdil od stredni hodnoty medidn vidy existuje (je vSak problém, jak ho definovat, aby byl jednoznacny).
Jeho vypocetni sloZitost je vétsi, radu n Inn.

6.8.2 Wilcoxonuv test (jednovybérovy)

Hy : X ma rozdéleni symetrické kolem hodnoty ¢
(V tom piipadé je ¢ medidnem i stfedni hodnotou.)
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Z realizace (x1,...,%y,) vypotteme posloupnost (z1,...,2,), kde z; = x; — c¢. Sefadime ji vzestupné podle
absolutnich hodnot |z;| = |z; — ¢|, ¢imz j-tému prvku pfifadime poradi r;. Je-li vice stejnych rozdila, ptifadime
jim stejné poradi rovné aritmetickému prauméru. Testovaci statistikou je

nebo

T5 := min g rj,g |,

j:z; >0 J:z;<0

porovname s tabulkou kritickych hodnot pro tento test.

7 Co zde nebylo

7.1 Vice o zobrazeni ndhodné veli¢iny funkci a o souc¢tu ndhodnych veli¢in
7.2 Diskretizace

7.3 Smés pravdépodobnosti

7.4 Charakteristicka funkce nahodné veliciny

7.5 Dikaz centralni limitni véty
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