Pisemka 10.1.07

Cviceni 0.0.1: Fotbalisté B,C, D proméni penaltu s pravdépodobnostmi po fadé b = 0.9, ¢ = 0.8,
d = 0.6. Ur¢ili stielce losem (v8ichni méli stejnou pravdépodobnost). Jakd je pravdépodobnost proménént
penalty? Pokud vime, Ze se penalta nezdafila, jaka je pro jednotlivé hrace pravdépodobnost, ze ji kopali?

Resent: Pravdépodobnost tispéchu je (b + ¢ + d) /3 = 0.767, nedspéchu ¢ = 1—0.767 = 0.233. Podminéné
pravdépodobosti stielcti neispésného pokusu vypocéitdme z Bayesova vzorce: % = 0.143, % =
0.286, 1=23 — 0,572,

Cviceni 0.0.2: Nghodn4 velicina X nabyvd hodnot z intervalu (0, 100), jeji median je ¢x(1/2) = 70. Co
Ize Fici o jeji stfedni hodnoté a rozptylu?

Resgent: Jelikoz X < 70 s pravdépodobnosti aspoii 1/2 a ve zbyvajicich pifpadech je X < 100, musi byt
EX < (704 100) /2 = 85. Podobné dostaneme dolni odhad EX > 70/2 = 35. Pichlednéji lze tuto dvahu
provést, chdpeme-li stfedni hodnotu jako integral kvantilové funkce, jeji hodnoty jsou omezeny po ¢astech
konstantnimi funkcemi s uvedenymi integraly.

Rozptyl bude zfejmé maximalni, bude-li ndhodn4 veli¢ina nabyvat co mozno nejcastéji jen své extrémni
hodnoty, 0 a 100, a to s pravdépodobnostmi danymi stfedni hodnotou. Podle vzorce pro rozptyl alterna-
tivniho rozdéleni (zde vyndsobeného 100) je bez omezenf medignu rozptyl maximalné 100? (1 — EX) EX,
nejvétsi mize byt pro EX = 1/2, a to 1002/4 = 2500. V tom pifpadé by podminka na medidn nebyla
splnéna, ta v8ak m4d jen lokalni vliv. Mzeme vzit napft. rozdéleni s distribuéni funkci

0 pro u < 0,

- ()" pro 0 <u <70
Fx (u) = 1+(u2—70)k o ’

——"— pro 70 < u < 100,

1 pro u > 100.

Zvolime-li kladnou konstantu k dostateéné velkou, rozptyl bude libovolné blizky vypoctené mezi, vzdy
viak DX < 2500.

Cviceni 0.0.3: Pacient si méfil teplotu vzdy soucasné dvéma teploméry, hodnoty jsou v tabulce:
teplotal | 37.5 382 38.3 386 382 376 372 369 36.6
teplota2 | 37.7 383 38,5 386 383 377 374 36.7 36.5

Posud’te na hladiné vyznamnosti 5% hypotézu, ze mezi pramérnymi tudaji teplomért neni rozdil. Uved'te

pouzité predpoklady.

Reseni: Rozdily teplot jsou 6 = (—0.2,—0.1,-0.2,0,—0.1,-0.1,-0.2,0.2,0.1), n = 9, § = —0.0667,
s34 = 0.02, s = 0.141,

)
t=2n= 141,
SA
porovname s kvantilem gy (gy(0.025) = —gy(s)(0.975) = —2.306 ! a nulovou hypotézu nezamitdme.

Ptredpoklady pro parovy pokus: stfedni hodnoty ndhodnych veli¢in v obou vybérech kolisaji stejné, od-
chylky od nich maji norméalnf rozdéleni a jsou nezdvislé.

Pisemka 22.1.07

Cviceni 0.0.4: Nghodné veli¢iny X, Y jsou nezdvislé, maji diskrétni rovnomeérnd rozdéleni; X na {0, 1},
Y na {0,1,2}. Popiste a znazornéte rozdéleni ndhodnych velicin (a) X/2 + Y/2, (b) Mix;5(X,Y),
(¢c) X/2+ EY/2.

1V Rogalewiczové skriptu je na tomto misté tabulky pieklep.
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Resgent: (a) X/2+Y /2 nabyvé hodnot 0,1/2,1,3/2 s pravdépodobnostmi po fadé 1/6,1/3,1/3,1/6 (pouze
zde potfebujeme nezavislost), (b) Mix;/5(X,Y’) nabyvd hodnot 0,1,2 s pravdépodobnostmi po fadé
5/12,5/12,1/6, (c) jelikoz EY =1, X/2 + EY/2 nabyvd hodnot 1/2,1 s pravdépodobnosti 1/2.

Cviceni 0.0.5: Opisujeme data. Pii ¢teni se z chybnych polozek ve vstupnich datech odhali a opravi
80%. Pti zdpisu se do 1% polozek dostanou nové chyby. Pii jakém vyskytu chyb se opsdnim jejich pocet
v priameéru snizi?

Resend: Apriorni pravdépodobnost chybné polozky ozna¢me ¢, pravdépodobnost spravné polozky 1 — c.
Zmeénu pravdépodobnosti ¢tenim a zdpisem kvantifikuje ndsobeni maticemi podminénych pravdépodob-
nosti (pfedpoklddame, ze chybnd polozka se chybou pfi zdpisu nemitize opravit):

e 1] {0(')2 Of] [0})1 0_%9] =[c 1-( {0(').2318 00'_79992] = [0.198¢+0.01 —0.198 ¢+ 0.99] .

Pravdépodobnost (nikoli nutné ¢etnost!) chybnych polozek se snizi, pokud 0.198 ¢+ 0.01 < ¢, tj. pfiblizne
c > 0.0125 = 1.25%.

Cviceni 0.0.6: Ndhodnd veli¢cina X nabyva hodnot 1,2,3,4,5,6. Jeji realizaci jsme dostali nésledujici
¢etnosti vysledki:

hodnota 1 2 3 4 5 6
pozorovand cetnost | 2 3 5 13 10 12
Posud’te na hladiné vyznamnosti 5% hypotézu, ze ndhodnd veli¢ina X m4 rozdéleni, pfi némz pravdépodob-
nost je umérnd hodnote, tj. P [X = k] = ck, kde ¢ je konstanta.

Resgent: Konstantu ¢ uréime z rovnice (nikoli z dat):

1= P[X =k] =2lc,
k

¢ = 1/21. Slou¢ime prvni dvé skupiny, jinak by jejich teoretické ¢etnosti byly pfilis malé:

hodnota 1-2 3 4 5 6 celkem
pozorovand cetnost 5 5 13 10 12 45
teoretickd pravdépodobnost | 1/7 /7 4/21 5/21 2/7 1
teoretickd cetnost 6.429 6.429 8.5711 10.714 12.857 45
piispévek ke kritériu 0.317 0.317 2.288  0.048  0.057 3.028

Porovndme hodnotu kritéria 3.028 s kvantilem gy2(4) (0.95) = 9.488 a hypotézu nezamitame.

Pisemka 29.1.07

Cviceni 0.0.7: Nédhodné veliciny X;,7 = 1,2,3, jsou nezavislé a maji parametry EX; = i, ox, = 1.
Urcete stfedni hodnotu a smérodatnou odchylku ndhodné veli¢iny ¥ = X; 4+ 2Xs — X35.

Resent: EY = EX, +2EXy — EX3 = 2, oy = VDY = VDX1 + 22DXs + DX3 = V1 + 224 +9 =
V26 = 5.099.

Cviéeni 0.0.8: V letadle je 7 = 216 mist pro cestujici. V priméru ¢ = 5% cestujicich se k odletu
nedostavi. Kolik letenek lze prodat, aniz by riziko, Ze se do letadla nevejdou, nebylo vétsi nez a = 2%?
Posud'te pouzité predpoklady.

Resent: 7 m cestujicich pfijde pocet, dany ndhodnou veli¢cinou X s binomickym rozdélenim Bi(m, 1 —gq).
Potfebujeme splnit nerovnost ¢x(1 — a) < j. Exaktn{ vypocet by vyzadoval urcit m zkusmo. Misto

toho pouzijeme centralni limitni vétu a s rozdélenim ndhodné veliciny X budeme pracovat, jako by bylo
normélni, s parametry EX =m (1 — q), DX = mq (1 — q). Znormovéanim X dostaneme

j—EX
ox
J2EX +oxd '(1—a)=m(l—q) +V/mqg(1l—q)® ' (1-a).

2(15*1(1705),



7 nerovnice

216 > 0.95m + v/0.050.95m &1 (0.98) = 0.95m + 2.053751/0.050.95 m

pro kladnd m dostdvame m < 220.374, tedy celociselnd feseni m < 220. Pouzili jsme piedpoklady
centralni limitn{ véty, tedy nezavislost alternativnich ndhodnych veli¢in, vytvafejicich binomické rozdélent,
a jejich dostatecné velky pocet. Oboji lze zpochybnit. Zrusent letu dvou cestujicich nemusi byt nezavislé,
pokud napf. chtéli letét na spole¢nou dovolenou. Pocet m = 220 se zd4 byt dostate¢ny na to, abychom
smeéli pouzit pfiblizné feseni pomoci centrdlni limitn{ véty, avsak z néj by v praméru zrusilo let jen
m (1 — q) = 11 cestujicich. Je tedy zddouci vysledek ovéfit pomoci binomického rozdéleni. Pro m = 220
vyjde
m

> (?) (1—q)" ¢™*=4.2x1073,

k=217
riziko je piilis velké; pro m = 219 vyjde 1.040 x 103, coz vyhovuje.

Cviceni 0.0.9: Ndhodnd veli¢ina nabyvd hodnot j € {0,1,2} s pravdépodobnostmi a 4 bj. Odhadnéte
parametry a,b z Cetnosti dle tabulky:
hodnota | 0 112
cetnost 17 1 15 | 8

Resent: Jelikoz soucet pravdépodobnosti musi byt jednotkovy, dostdvame rovnici 3a + 3b = 1, tj. b =
1/3 — a. Zbyva odhadnout jediny parametr.
Metoda momenti: Stfedni hodnota je

(a+b)+2(a+2b):3a+5b:nga,

jejl odhad — vybérovy prameér

1 31
————(15+8-2) = —.
s s Y=g
Rovnice 2 — 2a = 25 ma fesent & = 197 = 0.445833, b = 52 = —0.1125.

Metoda maximé&lni vérohodnosti:
1 2
l(a)=17Ina+15In(a+b)+8In(a+2b) = 17lna + 151n§ +8In (3 - a) ,

derivace
(a) 17 8

Oa a %—a

je nulovd pro & = 24 = 0.453333, b = 32 = —0.12.

Pisemka 16.2.07

Cviceni 0.0.10: Mezi velkym mnozstvim hracich kostek je 1/2 falesnych, na nichz padd Sestka s
pravdépodobnosti 1/3. Hodili jsme dvéma ndhodné vybranymi kostkami, padly dvé sestky. Jakd je
pravdépodobnost, ze obé kostky jsou falesné?

Resend: Jevy: F' = falesnd kostka, S = padla Sestka. Déno: P (S|F) = 1/3, P (S|-F) = 1/6, P (F) = 1/2.
Pravdépodobnost, Ze jedna kostka, na niz padla Sestka, je falesnd, je
P(S|F) P(F) cf c 2

P = 5 &) P(F) + P(SIF) P(<F) el +a(i—f) c—ata/f 3

Pravdépodobnost, ze nastanou dva nezavislé jevy s touto pravdépodobnosti, je
4
2 —

(P(FIS)’ = 5.
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Cviceni 0.0.11: Nezdvislé ndhodné veliciny X, Y maji spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, 2),
resp. (0, 3). Urcete stiedni hodnotu a rozptyl veli¢iny ¥ — 2 X.

Resent: E(Y —2X)=EY —2EX, D(Y —2X)=DY +22DX.

veli¢ina XYY -—2X
strednf hodnota | 1 | 3 =L
rozptyl % % %

Cviéeni 0.0.12: Ve vzorku je 10° atomii radioaktivniho izotopu. Urcete symetricky 99%-ni intervalovy
odhad poctu atomt, které se rozpadnou za dvojndsobek polo¢asu rozpadu.

Reseni: Odhadujeme nahodnou velicinu X s rozdélentm Bi(n,p), n = 105, p = 1 — (1/2)° = 3/4
(=pravdépodobnost, 7ze se atom v daném ¢éase rozpadne), EX = np = 750000, DX = np (1—p) =

187500, ox = +/np (1—p) = 2503 = 433. Pii aproximaci normalnfm rozdélenim vyjdou meze
EX 4+ ox &71(0.995) = 750000 =+ 433 - 2.576 = 750 000 £ 1115, interval piiblizné (748 885,751 115).

Pisemka 21.2.07

Cviceni 0.0.13: Diskrétnf ndhodné veliciny X, Y jsou nezédvislé, X md rovnomérné rozdéleni na mnoziné
{1,2,4}, Y nabyvd hodnot z {0,1}, P[Y = 1] = 2/3. Urcete stiedni hodnotu a rozptyl veliciny 2Y — X.

Reseni: E(2Y — X)=2EY — EX, D(2Y — X) = 22 DY + DX.

veli¢ina X |Y |2Y-X

stfedni hodnota % % -1
1% 72

I'OZptyl 9 9 9

Cviceni 0.0.14: Opilf Fidici zptsobili 10% nehod. Pt kontrolach bylo 1.5% fidicii opilych. Porovnejte
rizika havdrie opilého a sttizlivého fidice.

Reseni: Jevy: A = opily, H = havérie. Déno: P(A|H) = 0.1 P (H), P (A) = 0.015. Pravdépodobnost
havérie neni uvedena, ale lze vypocitat, kolikrat vétsi je riziko havarie opilého fidi¢e nez stiizlivého:

P(t14) = ZEZLEED
P = T D,

P(H|A)  P(AlH) P(-A) P(AH)(1-P(A)) 0.1-0.985 . -3

P(H|-A) P(=A|H) P(A) (1-P(A|H)) P(A) 0.9-0015
Cviceni 0.0.15: Realizaci ndhodné veli¢iny X jsme dostali nédsledujici ¢etnosti vysledkii:
hodnota 0 1 2 3 4 5 6
pozorovand ¢etnost | 30 13 10 5 2 3 1
Posud'te na hladiné vyznamnosti 5% hypotézu, Ze ndhodnd veli¢ina X md geometrické rozdéleni,
P[X =k] =c27% kde c je konstanta a k = 0,1,2,3, .. ..

Resent: Konstantu ¢ uréfme z rovnice (nikoli z dat):
1= P[X =k =2c,
k

¢ = 1/2. Slou¢ime vysledky ,,3 a vice“do jedné skupiny, aby teoretické ¢etnosti nebyly pfilis malé:

hodnota 0 1 2 3 avice | celkem
pozorovand cetnost 30 13 10 1 64
teoretickd pravdépodobnost | 1/2 1/4  1/8 1/8 1
teoretickd cetnost 32 16 8 8 64
piispévek ke kritériu 0.125 0.5625 0.5 1.125 2.3125

Porovndme hodnotu kritéria 2.3125 s kvantilem g,2(3) (0.95) = 7.81 a hypotézu nezamitame.



