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Písemka 10.1.07

Cviµcení 0.0.1: Fotbalisté B;C;D promµení penaltu s pravdµepodobnostmi po µradµe b = 0:9, c = 0:8,
d = 0:6. Urµcili stµrelce losem (v�ichni mµeli stejnou pravdµepodobnost). Jaká je pravdµepodobnost promµenµení
penalty? Pokud víme, µze se penalta nezdaµrila, jaká je pro jednotlivé hráµce pravdµepodobnost, µze ji kopali?

µRe�ení: Pravdµepodobnost úspµechu je (b+ c+ d) =3
:
= 0:767, neúspµechu q

:
= 1�0:767 = 0:233. Podmínµené

pravdµepodobosti stµrelc°u neúspµe�ného pokusu vypoµcítáme z Bayesova vzorce: (1�b)=3q = 0:143, (1�c)=3q =

0:286, (1�d)=3q = 0:572.

Cviµcení 0.0.2: Náhodná veliµcina X nabývá hodnot z intervalu h0; 100i, její medián je qX(1=2) = 70. Co
lze µríci o její stµrední hodnotµe a rozptylu?

µRe�ení: Jelikoµz X � 70 s pravdµepodobností aspoµn 1=2 a ve zbývajících pµrípadech je X � 100, musí být
EX � (70 + 100) =2 = 85. Podobnµe dostaneme dolní odhad EX � 70=2 = 35. Pµrehlednµeji lze tuto úvahu
provést, chápeme-li stµrední hodnotu jako integrál kvantilové funkce, její hodnoty jsou omezeny po µcástech
konstantními funkcemi s uvedenými integrály.
Rozptyl bude zµrejmµe maximální, bude-li náhodná veliµcina nabývat co moµzno nejµcastµeji jen své extrémní

hodnoty, 0 a 100, a to s pravdµepodobnostmi danými stµrední hodnotou. Podle vzorce pro rozptyl alterna-
tivního rozdµelení (zde vynásobeného 100) je bez omezení mediánu rozptyl maximálnµe 1002 (1� EX)EX,
nejvµet�í m°uµze být pro EX = 1=2, a to 1002=4 = 2500. V tom pµrípadµe by podmínka na medián nebyla
splnµena, ta v�ak má jen lokální vliv. M°uµzeme vzít napµr. rozdµelení s distribuµcní funkcí

FX (u) =

8>>>><>>>>:
0 pro u < 0,
1� ( 70�u70 )

k

2 pro 0 � u < 70,
1+ (u�7030 )

k

2 pro 70 � u < 100,
1 pro u � 100.

Zvolíme-li kladnou konstantu k dostateµcnµe velkou, rozptyl bude libovolnµe blízký vypoµctené mezi, vµzdy
v�ak DX < 2500.

Cviµcení 0.0.3: Pacient si mµeµril teplotu vµzdy souµcasnµe dvµema teplomµery, hodnoty jsou v tabulce:
teplota1 37:5 38:2 38:3 38:6 38:2 37:6 37:2 36:9 36:6
teplota2 37:7 38:3 38:5 38:6 38:3 37:7 37:4 36:7 36:5

Posu
,
dte na hladinµe významnosti 5% hypotézu, µze mezi pr°umµernými údaji teplomµer°u není rozdíl. Uve

,
dte

pouµzité pµredpoklady.

µRe�ení: Rozdíly teplot jsou � = (�0:2;�0:1;�0:2; 0;�0:1;�0:1;�0:2; 0:2; 0:1), n = 9, �� = �0:0667,
s2�

:
= 0:02, s�

:
= 0:141,

t =
��

s�

p
n
:
= �1:41;

porovnáme s kvantilem qt(8)(0:025) = �qt(8)(0:975)
:
= �2:306 1 a nulovou hypotézu nezamítáme.

Pµredpoklady pro párový pokus: stµrední hodnoty náhodných veliµcin v obou výbµerech kolísají stejnµe, od-
chylky od nich mají normální rozdµelení a jsou nezávislé.

Písemka 22.1.07

Cviµcení 0.0.4: Náhodné veliµciny X;Y jsou nezávislé, mají diskrétní rovnomµerná rozdµelení; X na f0; 1g,
Y na f0; 1; 2g. Popi�te a znázornµete rozdµelení náhodných veliµcin (a) X=2 + Y=2, (b) Mix1=2(X;Y ),
(c) X=2 + EY=2.

1 V Rogalewiczovµe skriptu je na tomto místµe tabulky pµreklep.
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µRe�ení: (a)X=2+Y=2 nabývá hodnot 0; 1=2; 1; 3=2 s pravdµepodobnostmi po µradµe 1=6; 1=3; 1=3; 1=6 (pouze
zde potµrebujeme nezávislost), (b) Mix1=2(X;Y ) nabývá hodnot 0; 1; 2 s pravdµepodobnostmi po µradµe
5=12; 5=12; 1=6, (c) jelikoµz EY = 1, X=2 + EY=2 nabývá hodnot 1=2; 1 s pravdµepodobností 1=2.

Cviµcení 0.0.5: Opisujeme data. Pµri µctení se z chybných poloµzek ve vstupních datech odhalí a opraví
80%. Pµri zápisu se do 1% poloµzek dostanou nové chyby. Pµri jakém výskytu chyb se opsáním jejich poµcet
v pr°umµeru sníµzí?

µRe�ení: Apriorní pravdµepodobnost chybné poloµzky oznaµcme c, pravdµepodobnost správné poloµzky 1� c.
Zmµenu pravdµepodobností µctením a zápisem kvanti�kuje násobení maticemi podmínµených pravdµepodob-
ností (pµredpokládáme, µze chybná poloµzka se chybou pµri zápisu nem°uµze opravit):�

c 1� c
� �0:2 0:8
0 1

� �
1 0
0:01 0:99

�
=
�
c 1� c

� �0:208 0:792
0:01 0:99

�
=
�
0:198 c+ 0:01 �0:198 c+ 0:99

�
:

Pravdµepodobnost (nikoli nutnµe µcetnost!) chybných poloµzek se sníµzí, pokud 0:198 c+0:01 < c, tj. pµribliµznµe
c > 0:0125 = 1:25%.

Cviµcení 0.0.6: Náhodná veliµcina X nabývá hodnot 1; 2; 3; 4; 5; 6. Její realizací jsme dostali následující
µcetnosti výsledk°u:

hodnota 1 2 3 4 5 6
pozorovaná µcetnost 2 3 5 13 10 12

Posu
,
dte na hladinµe významnosti 5% hypotézu, µze náhodná veliµcinaX má rozdµelení, pµri nµemµz pravdµepodob-

nost je úmµerná hodnotµe, tj. P [X = k] = ck, kde c je konstanta.

µRe�ení: Konstantu c urµcíme z rovnice (nikoli z dat):

1 =
X
k

P [X = k] = 21c ;

c = 1=21: Slouµcíme první dvµe skupiny, jinak by jejich teoretické µcetnosti byly pµríli�malé:
hodnota 1� 2 3 4 5 6 celkem
pozorovaná µcetnost 5 5 13 10 12 45
teoretická pravdµepodobnost 1=7 1=7 4=21 5=21 2=7 1
teoretická µcetnost 6:429 6:429 8:5711 10:714 12:857 45
pµríspµevek ke kritériu 0:317 0:317 2:288 0:048 0:057 3:028

Porovnáme hodnotu kritéria 3:028 s kvantilem q�2(4) (0:95)
:
= 9:488 a hypotézu nezamítáme.

Písemka 29.1.07

Cviµcení 0.0.7: Náhodné veliµciny Xi; i = 1; 2; 3, jsou nezávislé a mají parametry EXi = i, �Xi = i.
Urµcete stµrední hodnotu a smµerodatnou odchylku náhodné veliµciny Y = X1 + 2X2 �X3.
µRe�ení: EY = EX1 + 2EX2 � EX3 = 2, �Y =

p
DY =

p
DX1 + 22DX2 +DX3 =

p
1 + 224 + 9 =p

26
:
= 5: 099.

Cviµcení 0.0.8: V letadle je j = 216 míst pro cestující. V pr°umµeru q = 5% cestujících se k odletu
nedostaví. Kolik letenek lze prodat, aniµz by riziko, µze se do letadla nevejdou, nebylo vµet�í neµz � = 2%?
Posu

,
dte pouµzité pµredpoklady.

µRe�ení: Z m cestujících pµrijde poµcet, daný náhodnou veliµcinou X s binomickým rozdµelením Bi(m; 1�q).
Potµrebujeme splnit nerovnost qX(1 � �) � j. Exaktní výpoµcet by vyµzadoval urµcit m zkusmo. Místo
toho pouµzijeme centrální limitní vµetu a s rozdµelením náhodné veliµciny X budeme pracovat, jako by bylo
normální, s parametry EX = m (1� q), DX = mq (1� q). Znormováním X dostaneme

j � EX
�X

� ��1 (1� �) ;

j � EX + �X �
�1 (1� �) = m (1� q) +

p
mq (1� q)��1 (1� �) :
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Z nerovnice

216 � 0:95m+
p
0:05 0:95m��1 (0:98)

:
= 0:95m+ 2:05375

p
0:05 0:95m

pro kladná m dostáváme m � 220: 374, tedy celoµcíselná µre�ení m � 220. Pouµzili jsme pµredpoklady
centrální limitní vµety, tedy nezávislost alternativních náhodných veliµcin, vytváµrejících binomické rozdµelení,
a jejich dostateµcnµe velký poµcet. Obojí lze zpochybnit. Zru�ení letu dvou cestujících nemusí být nezavislé,
pokud napµr. chtµeli letµet na spoleµcnou dovolenou. Poµcet m = 220 se zdá být dostateµcný na to, abychom
smµeli pouµzít pµribliµzné µre�ení pomocí centrální limitní vµety, av�ak z nµej by v pr°umµeru zru�ilo let jen
m (1� q) = 11 cestujících. Je tedy µzádoucí výsledek ovµeµrit pomocí binomického rozdµelení. Pro m = 220
vyjde

mX
k=217

�
m

k

�
(1� q)k qm�k := 4: 2� 10�3 ;

riziko je pµríli�velké; pro m = 219 vyjde 1: 040� 10�3, coµz vyhovuje.

Cviµcení 0.0.9: Náhodná veliµcina nabývá hodnot j 2 f0; 1; 2g s pravdµepodobnostmi a + bj. Odhadnµete
parametry a; b z µcetností dle tabulky:
hodnota 0 1 2

µcetnost 17 15 8

µRe�ení: Jelikoµz souµcet pravdµepodobností musí být jednotkový, dostáváme rovnici 3a + 3b = 1, tj. b =
1=3� a. Zbývá odhadnout jediný parametr.
Metoda moment°u: Stµrední hodnota je

(a+ b) + 2 (a+ 2b) = 3a+ 5b =
5

3
� 2a ;

její odhad �výbµerový pr°umµer

1

17 + 15 + 8
(15 + 8 � 2) = 31

40
:

Rovnice 5
3 � 2â =

31
40 má µre�ení â =

107
240

:
= 0:445 833, b̂ = �9

80

:
= �0:112 5.

Metoda maximální vµerohodnosti:

`(a) = 17 ln a+ 15 ln (a+ b) + 8 ln (a+ 2b) = 17 ln a+ 15 ln
1

3
+ 8 ln

�
2

3
� a

�
;

derivace

@`(a)

@a
=
17

a
� 8

2
3 � a

je nulová pro â = 34
75

:
= 0:453 333, b̂ = �3

25 = �0:12.

Písemka 16.2.07

Cviµcení 0.0.10: Mezi velkým mnoµzstvím hracích kostek je 1=2 fale�ných, na nichµz padá �estka s
pravdµepodobností 1=3. Hodili jsme dvµema náhodnµe vybranými kostkami, padly dvµe �estky. Jaká je
pravdµepodobnost, µze obµe kostky jsou fale�né?

µRe�ení: Jevy: F = fale�ná kostka, S = padla �estka. Dáno: P (SjF ) = 1=3, P (Sj:F ) = 1=6, P (F ) = 1=2.
Pravdµepodobnost, µze jedna kostka, na níµz padla �estka, je fale�ná, je

P (F jS) = P (SjF ) P (F )
P (SjF ) P (F ) + P (Sj:F ) P (:F ) =

c f

c f + a (1� f) =
c

c� a+ a=f =
2

3
:

Pravdµepodobnost, µze nastanou dva nezávislé jevy s touto pravdµepodobností, je

(P (F jS))2 = 4

9
:
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Cviµcení 0.0.11: Nezávislé náhodné veliµciny X;Y mají spojité rovnomµerné rozdµelení na intervalu h0; 2i,
resp. h0; 3i. Urµcete stµrední hodnotu a rozptyl veliµciny Y � 2X.
µRe�ení: E (Y � 2X) = EY � 2EX, D (Y � 2X) = DY + 22DX.

veliµcina X Y Y � 2X
stµrední hodnota 1 3

2
�1
2

rozptyl 1
3

3
4

25
12

Cviµcení 0.0.12: Ve vzorku je 106 atom°u radioaktivního izotopu. Urµcete symetrický 99%-ní intervalový
odhad poµctu atom°u, které se rozpadnou za dvojnásobek poloµcasu rozpadu.

µRe�ení: Odhadujeme náhodnou veliµcinu X s rozdµelením Bi (n; p), n = 106, p = 1 � (1=2)2 = 3=4
(=pravdµepodobnost, µze se atom v daném µcase rozpadne), EX = n p = 750 000, DX = n p (1� p) =
187 500, �X =

p
n p (1� p) = 250

p
3
:
= 433. Pµri aproximaci normálním rozdµelením vyjdou meze

EX � �X ��1 (0:995)
:
= 750 000� 433 � 2:576 := 750 000� 1 115, interval pµribliµznµe h748 885; 751 115i.

Písemka 21.2.07

Cviµcení 0.0.13: Diskrétní náhodné veliµcinyX;Y jsou nezávislé,X má rovnomµerné rozdµelení na mnoµzinµe
f1; 2; 4g, Y nabývá hodnot z f0; 1g, P [Y = 1] = 2=3. Urµcete stµrední hodnotu a rozptyl veliµciny 2Y �X.
µRe�ení: E (2Y �X) = 2EY � EX, D (2Y �X) = 22DY +DX.

veliµcina X Y 2Y �X
stµrední hodnota 7

3
2
3 �1

rozptyl 14
9

2
9

22
9

Cviµcení 0.0.14: Opilí µridiµci zp°usobili 10% nehod. Pµri kontrolách bylo 1:5% µridiµc°u opilých. Porovnejte
rizika havárie opilého a stµrízlivého µridiµce.

µRe�ení: Jevy: A = opilý, H = havárie. Dáno: P (AjH) = 0:1P (H), P (A) = 0:015. Pravdµepodobnost
havárie není uvedena, ale lze vypoµcítat, kolikrát vµet�í je riziko havárie opilého µridiµce neµz stµrízlivého:

P (HjA) = P (AjH) P (H)
P (A)

;

P (Hj:A) = P (:AjH) P (H)
P (:A) ;

P (HjA)
P (Hj:A) =

P (AjH) P (:A)
P (:AjH) P (A) =

P (AjH) (1� P (A))
(1� P (AjH)) P (A) =

0:1 � 0:985
0:9 � 0:015

:
= 7:3 :

Cviµcení 0.0.15: Realizací náhodné veliµciny X jsme dostali následující µcetnosti výsledk°u:
hodnota 0 1 2 3 4 5 6
pozorovaná µcetnost 30 13 10 5 2 3 1

Posu
,
dte na hladinµe významnosti 5% hypotézu, µze náhodná veliµcina X má geometrické rozdµelení,

P [X = k] = c 2�k, kde c je konstanta a k = 0; 1; 2; 3; : : :.

µRe�ení: Konstantu c urµcíme z rovnice (nikoli z dat):

1 =
X
k

P [X = k] = 2 c ;

c = 1=2: Slouµcíme výsledky �3 a více�do jedné skupiny, aby teoretické µcetnosti nebyly pµríli�malé:
hodnota 0 1 2 3 a více celkem
pozorovaná µcetnost 30 13 10 1 64
teoretická pravdµepodobnost 1=2 1=4 1=8 1=8 1
teoretická µcetnost 32 16 8 8 64
pµríspµevek ke kritériu 0:125 0:5625 0:5 1:125 2:3125

Porovnáme hodnotu kritéria 2:3125 s kvantilem q�2(3) (0:95)
:
= 7:81 a hypotézu nezamítáme.


