
µRe�ení písemky z 9.2.2010

1. Koe�cient c urµcíme z podmínky
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Moµzností µre�ení je mnoho, lze vystaµcit i s de�nicí distribuµcní funkce: Pro t � 0
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kde v poslední rovnosti vyuµzíváme spojitost distribuµcní funkce FX . Tu dostaneme
integrací hustoty:

FX(t) =

8<:
0 pro t < 0
t2

36 pro 0 � t < 6
1 pro t � 6
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F(X�1)2(t) =

8>><>>:
0 pro t < 0p
t
9 pro 0 � t < 1
(1+

p
t)2

36 pro 1 � t < 25
1 pro t � 25
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Jedna z alternativ µre�ení: Nejdµríve najdeme rozdµelení náhodné veliµciny jX � 1j,
její hustotu dostaneme �pµreklopením� µcásti, odpovídající záporným hodnotám
X � 1, do kladných hodnot a seµctením:

fjX�1j(t) =

8>><>>:
0 pro t < 0
1
9 pro 0 � t < 1
t+1
18 pro 1 � t < 5
0 pro t � 5
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Integrací dostaneme distribuµcní funkci

FjX�1j(t) =

8>><>>:
0 pro t < 0
t
9 pro 0 � t < 1
(t+1)2

36 pro 1 � t < 5
1 pro t � 5
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z ní kvantilovou,

qjX�1j(�) =

�
9� pro 0 < � < 1

9p
36�� 1 pro 1

9 � � < 1
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a tu zbývá umocnit na druhou (coµz m°uµzeme, protoµze pro nezáporný argument
je kvadratická funkce rostoucí):

q(X�1)2(�) =

(
81�2 pro 0 < � < 1

9�p
36�� 1

�2
pro 1

9 � � < 1
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2. Je-li vypínaµc µc. 3 vypnutý, dostáváme situaci z [1, cviµcení 1.5.32 (a)],
je-li sepnutý, dostáváme situaci z téhoµz pµríkladu (b), s tím rozdílem, µze zde
jsou pravdµepodobnosti sepnutí r°uzné. To jsou dva navzájem se vyluµcující jevy,
výsledná pravdµepodobnost je dána souµctem

(1� p3) (p1 p4 + p2 p5 � p1 p4 p2 p5)+
+ p3 (p1 + p2 � p1 p2) (p4 + p5 � p4 p5) =

= p1p4 + p2p5 + p1p3p5 + p2p3p4 � p1p2p3p4�
� p1p2p3p5 � p1p2p4p5 � p1p3p4p5 � p2p3p4p5 + 2p1p2p3p4p5
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3. (Podle zásad ve skriptu by se realizace náhodné veliµciny Z mµela znaµcit
spí�e z1; : : : ; zn.) Jelikoµz h0; bi, hb; 1i jsou intervaly nenulové délky, je 0 < b < 1.
Koe�cient a urµcíme z podmínky

1 =

Z 1

�1
fX(t) dt =

Z b

0

a t dt =
1

2
a b2 ;

a =
2

b2

a podobnµe stanovíme nenulovou hustotu 1
1�b náhodné veliµciny Y .

Hustoty jsou

fX(t) =

8<: 0 pro t < 0
2
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fY (t) =
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1
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0 pro t � 1

fZ(t) =

8>><>>:
0 pro t < 0
2 c
b2 t pro 0 � t < b
1�c
1�b pro b � t < 1
0 pro t � 1

Metoda moment°u: Pro urµcení jednoho parametru pouµzijeme stµrední hodnotu,
kterou poloµzíme rovnou realizaci výbµerového pr°umµeru
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i) Pro b = 1
2 :

3

4
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ii) Pro c = 1
2 :
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4
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12

7
�z � 3

7
:

V obou pµrípadech je nutná kontrola, protoµze i pro 0 < �x < 1 m°uµzeme dostat
µre�ení mimo interval (0; 1).

Metoda maximální vµerohodnosti:

�(b; c) =
X
i:zi<b

ln
2 c zi
b2

+
X
i:zi�b

ln
1� c
1� b :

Oznaµcme nX poµcet v�ech hodnot zi, pro které zi < b. Pak

�(b; c) =
X
i:zi<b

ln zi+nX (ln 2 + ln c� 2 ln b)+(n� nX) (ln(1� c)� ln(1� b)) :

(1)
i) Pro b = 1

2 :

0 =
@�

@c

�
1

2
; c

�
=
nX
c
� n� nX

1� c ;

coµz nastává pro
c =

nX
n
:
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Výsledek nepµrekvapí; v�echny hodnoty men�í neµz b pµríslu�í sloµzce X, v�echny
hodnoty vµet�í neµz b pµríslu�í sloµzce Y , odhad je dán pomµerem jejich poµctu, bez
ohledu na konkrétní formuli pro jejich hustotu. Na rozdíl od metody moment°u
tento výsledek vµzdy dává smysl.
Problém je v pµrípadµe, µze nµekterá z hodnot zi je pµresnµe b. To nastane s nulovou

pravdµepodobností, ale je to moµzné. Návod neµríká, zda ji máme povaµzovat za
hodnotu veliµciny X nebo Y , popµr. ji rozdµelit mezi tyto pµrípady. Dostali bychom
r°uzné odhady. To je jeden z d°uvod°u, proµc vµerohodnost spojitého rozdµelení za-
vádíme jen v pµrípadµe, kdy existuje hustota, která je spojitá na v�ech moµzných
hodnotách náhodné veliµciny.
ii) Pro c = 1

2 :

0 =
@�

@b

�
b;
1

2

�
=
�2nX
b

+
n� nX
1� b :

Tato rovnice má analytické µre�ení

b =
2nX
nX + n

;

ale pµri hledání maxima je tµreba vy�etµrit i nespojitosti; ty jsou ve v�ech hodnotách zi
kv°uli prvnímu µclenu na pravé stranµe rovnice (1). V tomto pµrípadµe je µre�ení
poµcetnµe nároµcné a svµeµrili bychom je programu.

4. Ekvivalentní úpravy:

E(Y � EY )2 � E(Y � �)2

EY 2 � (EY )2 � EY 2 � 2�EY + �2

0 � (EY )2 � 2�EY + �2 = (EY � �)2 ;

coµz zµrejmµe platí.
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