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1 Pojem fuzzy mnoziny

1.1 Minimum o klasickych mnozinach

Abychom se vyhnuli problémitim, omezime se na podmnoziny n&jaké univerzalni mnoziny (univerza) X
P(X) znadi mnozinu vech podmnozin mnoziny X
Mnozinu A € P(X) jednozna¢né urcuje jeji charakteristicka funkce pg : X — {0,1},

[ 1 prozeA,
MA(x)_{ 0 proz ¢ A.

A={zxeX: pa(x)=1}={zr e X: pa(z) > 0}.

Pomoci znaceni
1GHM) = {2 € X+ pae) € M)

lze psét

A=py (1)) = pa' ((0,1)).

Misto g, " ({1}) piSeme ;" (1) apod.
Specialné pug =0, px = 1.

1.2 Zavedeni fuzzy mnoZin

Fuzzy podmnozina univerza X (stru¢né fuzzy mnoZina) je objekt A, ktery popisuje (zobecnéna) charak-
teristicka funkce (funkce pfisluSnosti) 4 : X — (0,1)

Alternativni znaceni: A(x)

HKlasické“ mnoziny nazyvame v tomto kontextu ostré (angl. crisp, sharp).

F(X) zna¢i mnozinu v8ech fuzzy podmnozin univerza X

Obor pravdivostnich hodnot (angl. range, level set): Range(A) = {a € (0,1) : (Jz € X : pa(x) =

a)} = pa(X)
Vyska: h(A) = sup Range(A)
Nosié (angl. support): Supp {x € X: ;LA ) > O} = uA ((0, 1>)
Jadro (angl. core): core(A {a: €X: palw)=1}= pit(

Piiklady fuzzy mnozZin

A,B e F(R),
0 pro z < 0,
) =z pro z € (0,1),
palw) = 2—x prozx € (1,2),
0 pro x > 2,
1 _
15 promfi,
- pro x =4,
pp () = 1 proz =35,
0  jinak.

Konecné fuzzy mnoziny zaplsUJeme struénéji napr. pp = {(3,3),(4,1), (5, H)}.
Alternativni znaent: up = {1/3,1/4,1/5}, up = 5/3 + 1/4—1— 1/5.
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2 Systém rezl fuzzy mnoziny

Definice: Necht A € F(X), o € (0,1). Pak a-hladina (angl. a-level) fuzzy mnoziny A je ostra mnozina

uA {x €X: palz) = a}
Systém Fezt fuzzy mnoziny A je zobrazeni R4 : (0,1) — P(X), které kazdému « € (0, 1) p¥ifazuje tzv. a-fez
(angl. a-cut)
Rala) = ,Ll,zll(<04, D) ={zeX: pa(z) >a}.
Systém ostrych Fezii je S4 : (0,1) — P(X), kde
Sa(a) = i3 (1)) = {w € X+ puale) > ).

Alternativni znaceni a-fezu: [Al,, [A]%, “A4, A

Range(4) = {a€(0,1): py'(a)# 0},
h(A) = sup{a € (0,1): Ra(a) # 0},
Supp(4) = S4(0),
core(4) = Ra(l),
Ra(0) = X,
Sa(1) 0.

2.1 Véta o systému rezi

Véta: Zobrazeni M : (0,1) — P(X) je systém Fezt néjaké fuzzy mnoziny A € F(X), pravé kdyz
(R1)  M(0) = X,

(R2) 0<a<pB<1= M(a)DM(QB),

(R3) 0<pB<1=MPB)= | M.

Dikaz: e

‘=" (R1): M(0) = ()—X-
(R2): 2 € M(B) =Ra(B) = pa(x) > 8>a=z € Rala) = M(a).
(R3) ‘€ (R2) = Va €(0,8) : M(8) € M(a) = M(B) S (N M(a).

aa<lf

(R3) D:ze | M(a)= ) Rala)=>Vae(0,8): ua(zr) > a,

aa<f aa<lf
= pa(z) > f <= € Ra(B) = M(5).
‘«’: Dokézeme, ze M = R4, kde pa(z) :=sup{a € (0,1): z € M(a)}.
‘ChraxeM(B)= palr) >0 <= zeRa(f),
Dz € Ra(B) = palz) =sup{a € (0,1): z € M(a)} >3,
Vo € (0,0) : x € M(a),
ze (| M(a)=M(B).

aa<f

2.2 Reprezentace fuzzy mnozin

Horizontalni reprezentace: pomoci systému ezt
Vertikalni reprezentace: pomoci funkce pfislusnosti
Ptevod z horizontalni do vertikalni reprezentace:

pa(z) =sup{a € (0,1): z € Ra(a)}.
Véta: Necht A € F(X). Pak

HA = SUD QUR,(a) =  SUPD  QUR,(a)
a€e(0,1) acRange(A)



kde supremum pocitame po bodech, tj.

pa(r) = sup  QpR, () (D)
acRange(A)

2.3 Fuzzy inkluze

Klasické definice A C B <= Vx € A: z € B se nehodi, nebot pro fuzzy mnoziny nemiizeme psat « € A,z € B
Nicménd AC B <= Ve € X: pa(z) < pp(z) < pa < ugp
Pro A, B € F(X):
ACB < VexeX: pa(z) <up(r) < pa <pp <
Va € (0,1): Ra(a) C Rp(a)
Dtikaz posledni ekvivalence:
‘=" Necht pua < pp, z € Ra(a)
a < pa(x) < pp(x), © € Rp(a), tj. Ra(e) € Rp(a)
‘<" Necht Va € (0,1) : Ra(a) C Rp(a)
pa(z) =sup{a € (0,1): z € Ra(a)}
<sup{a € (0,1): z € Rp(a)} = pp(x)

2.4 Rezova konzistence

Vlastnost P fuzzy mnoZin Aq,..., A, je pfedpis, ktery argumenttm A, ..., A, pfifazuje ostrou pravdivostni
hodnotu P(A;,...,A,) € {0,1} (,predikat®).
Vlastnost P fuzzy mnoZiny se nazyva

e Fezové dé&di¢na (angl. cutworthy), jestlize

P(Ay,...,A,)= Va e (0,1): P(Ra,(a),...,Ra,(a))),

° rezové konzistentni, jestlize
P(As,..., Ay) <= (Va € (0,1) : P(Ra,(a), .., Ra, (a))).
(0-fezy zamérné neuvazujeme)

Priklady rezové dédic¢nosti a konzistence

Inkluze je fezové konzistentni.
Silna normalita, 3x € X : pa(x) =1, je Fezové konzistentni.
Ostrost mnoziny je fezové dédi¢né, ale neni fezové konzistentni.

3 Operace s fuzzy mnozinami

3.1 Operace s ostrymi mnozinami

mnozinové operace ‘ vyrokové operace ‘ vztah

G PX) = PX) | {01} - {0,1} | A ={zeX: ~(zeA)}
N:PX) = PX) | A:{0,1}* = {0,1} | ANB={z € X: (wGA)/\(wGB)%
U:P(X)?—>PX) | v:{0,1}* - {0,1} | AUB={2€X: (zx€ A)V (z € B)
Pomoci charakteristickych funkeci:
pig(x) = —~palz)
tans(x) = pa(z) A pp(x)
taus(x) = pa(z) V pp()



3.2 Zakony Booleovy algebry

o =
aVvVp = (Va, aNB = [BAa,
(avB)Vy = aV(BVy), (@nB)Ay = an(BAY),
aN(BVy) = (@AB)V(any), aV(BAy) = (aVB)A(aVy),
aVa = «q«, aNa = a,
aVianp) = «q aN(aVp) = aq
aVvl = 1, anN) = 0,
aVvVl = aq, alNl = qa,
aN-a = 0, aV-a = 1,
~(@AB) = -aV-p, ~(aV8) = -an-p.
3.3 Fuzzy negace
je unarni operace —: (0,1) — (0, 1) takova, Ze
a<f=p<Ta, (N1)
TToa=a. (N2)

Priklad: Standardni negace: Ja=1-o

Vlastnosti fuzzy negaci

Véta: Kazda fuzzy negace - je spojitd, klesajici, bijektivni a spliiuje okrajové podminky
-1=0, -0=1 (NO)

Jeji graf je symetricky podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. - - = -
Dukaz:
° Prosté:Je—lija:jﬁ,paka:jja:jjﬂ:ﬂ.
e  Surjektivni (,na*): Pro kazdé a € (0, 1) existuje 5 € (0,1) takové, Ze a = = 3, totiz f = - a.
= spojitost a okrajové podminky.
Symetrie grafu je ekvivalentni s involutivitou (N2) .

Véta o reprezentaci fuzzy negaci
Nutné a postacujici podminka pro to, aby funkce = : (0,1) — (0,1) byla fuzzy negace, je existence rostouci

bijekce i : (0,1) — (0,1) (generator fuzzy negace —) takové, Ze

Diikaz: (Dle [Nguyen-Walker].)
e  Postacujici:

(N1): Predpokladejme o, 3 € (0,1), o < 3.
i, i~ uspotradani zachovavaji, 3 obraci:

i(a) < (B
Jile) > Zi(B)
i (i) = i (GiB)
Ta > 7f

(N2): jOj:io?oz'_l

kde id je identita na (0,1).



Mozna konstrukce generatoru fuzzy negace

) Nutna: Dokazeme, Ze

je generatorem fuzzy negace —.

i je rostouci, spojita, i(0) =0, i(1) = 1, tedy 4 je bijekce na (0, 1).

. at+ oo 1fa+1f;joz Jot+ oo T
—|Z(a) = 1— = = =
s 2 2 2

s . s . . . ( )
= = =l
2 2 :
io; = -oi, neboliio;oifl:j

Generator fuzzy negace neni jednoznacné urcen.

3.4 Fuzzy doplnék
pg(x) = 7 pa(z).

Rozlisujeme stejnymi indexy jako u fuzzy negaci, napiiklad A° je standardni doplnek.

3.5 Fuzzy konjunkce (trojihelnikova norma, t-norma)

(angl. triangular norm) je binarni operace A : (0,1)> — (0,1) splitujici nasledujici axiomy pro vsechna
a, 8,7 € (0,1):

aANf=0Na (komutativita) (T1)
alN(BAy)=(aNB)Ay (asociativita) (T2)
B<yv=>aAB<aNy (monotonie) (T3)
alNl =« (okrajova podminka) (T4)

Véta: a A0 =0.

(T3) (T4)
Diukaz: Podle (T3) a (T4) plati: aA0 < 1A0 ="0.

Priklady fuzzy konjunkci

e Standardni (min, Gédelova, Zadehova ...):
aphp= min(a, B).
e  Soucinova (produktova, pravdépodobnostni, Goguenova, angl. algebraic product ...):
afNf=a-p.
e Lukasiewiczova (Gilesova, angl. téz bold ...):

a+B—-1 proa+—1>0,
ahf= ..
L 0 jinak.

e Drasticka (slaba, angl. weak ...):

a pro =1,
apNf=48 proa=1,
0 jinak.



Vlastnosti fuzzy konjunkci

Véta:
Va,B€(0,1): apB<anB<alp

Diukaz: Je-li o = 1 nebo 8 = 1, pak podminka (T4) dava stejny vysledek pro vSechny fuzzy konjunkce.
Piedpokladejme (bez Gjmy na obecnosti) o < 8 < 1. Pak

a{)\ﬂzoga(\ﬂga/_\lza:a/s\ﬂ.
Véta: Standardni konjunkce je jeding, ktera je idempotentni, tj. Voo € (0,1) : a Ao = «
Ditkaz: Piedpokladejme o, 3 € (0,1), a < 3.

(T3) (T3)
a=alha < aAf < a{\l(g)a,

tedya/_\ﬂza:a/s\ﬂ.
Totéz pro o > (3.

Reprezentace fuzzy konjunkci (obecné)

Véta: Necht A je fuzzy konjunkce a i : (0,1) — (0,1) rostouci bijekce. Pak operace A : (0,1)*> — (0,1)

definovana vzorcem

a B =i""(i(a) Ni(D))

je fuzzy konjunkce. Je-li A spojita, je N\ téZ spojita.
Dikaz:
e  Komutativita (asociativita se dokaze obdobné):

apB=i"(i(0) Ai(B) =i (i(8) Ai(a) = BAa

e  Monotonie: Pfedpoklddejme 3 < ~.

ip) < i),
i@ Ai(B) < i) Ai(y),
apB=i(i(a) pi(B) < i) Ai(7) =anqy

e  Okrajova podminka:

Klasifikace fuzzy konjunkci
Spojita fuzzy konjunkce A je

e archimédovska, jestlize
Vae (0,1): aha<a (TA)

e  striktni, jestlize
Va € (0,1) V3,7 €(0,1): B<y=>aAB<any (T3+)

e nilpotentni, jestlize je archimédovska a neni striktni.
Priklad: Soucinova konjunkce je striktni, F.ukasiewiczova je nilpotentni, standardni a drastickd nejsou ar-
chimédovské (standardni nespliiuje (TA), drastickd neni spojita).



Véta o reprezentaci striktnich fuzzy konjunkci

Operace A : (0,1)? — (0,1) je striktni fuzzy konjunkce, pravé kdy# existuje rostouci bijekce i : (0,1) — (0,1)

(multiplikativni generator) takova, Ze
anpf =it (i(a)pi(B) =i (i(a) -i(B)).

Ze je podminka postacujici, jsme jiz dokazali (kromé striktnosti, coz je snadné).
Dikaz nutnosti je mnohem obti{Zzné&jsi.
Multiplikativni generator striktni fuzzy konjunkce neni urcéen jednoznaéné.

Véta o reprezentaci nilpotentnich fuzzy konjunkci

Operace A : (0,1)> — (0,1) je nilpotentni fuzzy konjunkce, pravé kdy# existuje rostouci bijekee i : (0,1) —

(0,1) (Bukasiewicztv generator) takova, Ze
o pf =i (i(a) pi(B)).

Lukasiewicziv generator nilpotentni fuzzy konjunkce neni uré¢en jednoznacné.
Véta: Necht A je nilpotentni fuzzy konjunkce. Pak

Va e (0,1)IneN: \ja=0

Dikaz: Podle reprezentacni véty staéi (bez Gjmy na obecnosti) dokazat vétu pro Lukasiewiczovu konjunkei.
Pro dostatecné velké n dostavame

a—i—Z(a—l)SO, /\Zzlazo.
2 L

3.6 Fuzzy prinik
je operace na fuzzy mnoZinach definovana pomoci fuzzy konjunkce:
pans(a) = pa(z) A pp(z)

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u pfislusnych fuzzy konjunkei)
Véta: Standardni prinik je Fezové konzistentni.
Dikaz: 1. Rezova dédi¢nost:

Ragpla) = {z€X:pagp(z)=a}

= {zeX:(ualx)>a)A(up(z) > a)}
= {zeX:palz)>atn{ze X pup(z)>a}l
= Ra(a) NRp(a)

2. Rezy Ra(a) NRp(a) (pro viechna o € (0,1)) uréuji jednoznaéné fuzzy mnozinu rovnou A 0 B.

3.7 Fuzzy disjunkce (trojihelnikova konorma, t-konorma)

je binarni operace V : (0,1)2 — (0,1) spliujici

aVvp=08Va (komutativita) (S1)
aVv(BVy)=(aVp)Vy (asociativita) (S2)
B<y=aVB<aVy (monotonie) (S3)
aVvi=a (okrajova podminka) (S4)

Véta: aV1l=1.

G
Ditkaz: av1 > 0v1 S 1.



Priklady fuzzy disjunkci

e Standardni (max, Gédelova, Zadehova ...):
aV 8 = max(a, B3).
e  Souéinova (produktova, pravdépodobnostni ...):
aVB=a+p8—a-B.
e  FLukasiewiczova (Gilesova, angl. téZ bold, bounded sum ...):
SR Rt
e Drasticka (slaba, angl. weak ...):

« pro 8 =0,
a\D/ﬁz I} pro a =0,

1 jinak.
° Einsteinova 5
E [
V =
avp 1+ap

Vlastnosti fuzzy disjunkci
Va,B€(0,1): aVB<aVvB<aVgs.

Standardni disjunkce je jedina, ktera je idempotentni, tj. o V o = & pro viechna o € (0,1).

Dualita
Necht — je fuzzy negace.
A. Jeli A fuzzy konjunkce, pak a V 3 = =(=a A = ) je fuzzy disjunkce (duélni k A vzhledem k —).

B. Je-li V fuzzy disjunkce, pak o ANB=(Ta v —f3) je fuzzy konjunkce (dualni k V vzhledem k -).
Véta: .
e  Lukasiewiczovy operace A,V jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.

e  Soucinové operace A Y, jsou dualni vzhledem ke standardni negaci.
e  Standardni operace A v jsou dualni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

e  Drastické operace A, v jsou dualni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

Klasifikace fuzzy disjunkci
Spojita fuzzy disjunkce V je

e archimédovska, jestlize
Vae (0,1): aVa>a (SA)

e  striktni, jestlize
Va € (0,1)V3,7€{0,1): B<y=aVB<aVy (S3+)

e nilpotentni, jestlize je archimédovska a neni striktni.



Véty o reprezentaci fuzzy disjunkci

Véta: Operace V : (0,1)2 — (0, 1) je striktni fuzzy disjunkce, pravé kdyz existuje rostouci bijekce 7 : (0,1) —
(0,1) takova, ze
aVv B =i"t(i(a)Vi(B)).
Véta: Operace V : (0,1)2 — (0,1) je nilpotentni fuzzy disjunkce, pravé kdyz existuje rostouci bijekce

i:(0,1) — (0,1) (aditivni generator) takova, ze

av B =i"(i(a) Vi) = {il(i(“) +i(5)) iff;i(“) +i(f) <1
3.8 Fuzzy sjednoceni

je operace na fuzzy mnozinach definovana pomoci fuzzy disjunkce:

Haop(@) = pa(@) V up(@).

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u piislusnych fuzzy disjunkei)
Veéta: Standardni sjednoceni je fezové konzistentni.

3.9 Fuzzy vyrokové algebry

¢erné vyznacené plati vzdy
cervené vyznacené plati pro standardni fuzzy operace, ale ne pro nékteré jiné
modie vyznacené plati jen pro nékteré volby fuzzy operaci (ne pro standardni)

e = o
aVvVp = f(Va, aANB = [BAa,
(aVB)Vy = av(BVy), (@anB)yny = an(Bay),
aN(BVy) = (@AB)V(aAry), aV(BAy) = (aVB)A(aVy),
aVa = «, aNa = a,
aVv(aAnp) = a, an(aVvp) = a,
avl = 1, aAd = 0,
avlo = a ahNl = a,
aNTa = 0, aV-oa = 1,
“ang) = cavas, (avp) = canTpb

3.10 Fuzzy implikace

je jakékoli operace — : (0,1)% — (0, 1), ktera se na {0, 1}? shoduje s klasickou implikaci. Mohli bychom si ptat:

a-pB=lea<p, (I1a)
a=f=1=a<p, (I1b)

15 8=8, (12)

— je nerostouci v 1. argumentu a neklesajici v 2. argumentu, (13)
af=38-3q (14)

a=(Boy) =0 (@), (I5)

spojitost. (16)



R-implikace (reziduovana fuzzy implikace, reziduum)
je operace

a'iﬁ:sup{wza/.\'ygﬁ} (RI)

kde A je fuzzy konjunkce

(je-li A spojité, lze supremum nahradit maximem)

Priklady R-implikaci

e  Od standardni konjunkce A e odvozena Godelova implikace

R 1 pro a < j,
a— 0=
s 1) jinak.

Je po ¢astech linearni a spojita s vyjimkou bodu (o, «), a < 1.
e  Od Lukasiewiczovy konjunkce A je odvozena Lukasiewiczova implikace

R 1 pro a < (3,
a-f= 3
L l—a+p jinak.

Je po Castech linearn{ a spojité.
e  Od soucinové konjunkce A Jje odvozena Goguenova (téZz Gainesova) implikace

R 1 pro a < j3,
a—f= 8 ..
P = jinak.

Ma jediny bod nespojitosti, (0,0).

Vlastnosti R-implikaci
Véta: Necht A je spojitd fuzzy konjunkce. Pak R-implikace i spliwuje (I1a), (I1b), (12), (I3).

Dikaz: « i B =supI'(e, 8), kde I'(er, B) = {v: a Ay < 5} je interval obsahujici nulu. (P#i spojitosti A
navic uzavieny.)

(Ila) Je-li S /B, pak F(O‘aﬂ) = <07 1>7 sup F(O"ﬁ)

(I1b) Je-li @ > B, pak 1 ¢ I'(«x, ), supI'(e, B) < 1

(12): 1> 8 =sup{y: v < B} = 5.

(I3): Zvétsujeme-li o, T'(av, B) se nezvétsuje.
Zvétsujeme-li 8, I'(«, B) se nezmensuje.

=1
(z uzavienosti I'(«y, 3)).

Véta: Reziduované fuzzy implikace piislusné spojité fuzzy konjunkci A je spojité, pravé kdyz A je nilpo-
tentni.
S-implikace

je operace
« i B=7a VB (SI)
kde V je fuzzy disjunkce
Priklad:

e  Ze standardni disjunkce dostavame Kleeneovu—Dienesovu implikaci

asiﬂ:max(l —a, ).
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e 7 Lukasiewiczovy disjunkce dostavame fLukasiewiczovu implikaci -, ktera se shoduje s Lukasiewiczovou

. . . . R
reziduovanou implikaci —.

Vsechny pozadavky (Ila),(I1b),(I2)—(16) spliiuji ze zde probiranych fuzzy implikaci pouze reziduované im-
plikace odvozené od nilpotentnich fuzzy konjunkei (nap¥. Lukasiewiczova implikace).

3.11 Fuzzy biimplikace (ekvivalence)

je operace <%>, obvykle definovana vztahem
acf=(@B)A B a),

kde —> je fuzzy implikace a A je fuzzy konjunkce (biimplikaci indexujeme stejné jako odpovidajici fuzzy implikaci)
Pokud — splituje (Ila) (napfiklad pro reziduovanou implikaci), je vZdy aspoit jedna ze zavorek na pravé

strané rovna jedné, takze nezélezi na volbé fuzzy konjunkce A.

Priklad: Lukasiewiczova biimplikace: o % B=1-]a—0|

4 Fuzzy relace

4.1 Klasické relace

Binarni relace je RC X xY
Inverzni relacek R: R~ C Y x X:

R'={(y,z) eY x X : (z,y) € R}
SloZena relace zrelaci RC X XY, SCY X ZjeRoSCX x Z:
RoS= {(z,z) €EXxZ: (yeY:(z,y) €R,(y,2) GS)}

Pomoci funkei prislugnosti:
ur: X xY — {0,1}

pr-1(y, ) = pr(z,y)
Hros (¢, 2) = max(ur(e,y) A ps(y, 2))

4.2 Fuzzy relace

Fuzzy relace je Re F(X xY), ug: X xY — (0,1)
Inverzni relace k R je R~ € F(Y x X):

Ve e XVyeY:pupa(y,z) = pr(z,y)

--slozena relace z relaci R€ F(X xY), Se F(Y xZ)je RoS € F(X x Z):

Liros(x,z) = sup (ur(z,y) A ps(y, 2))
yey

Véta Inverze fuzzy relaci je Fezové konzistentni.
Véta Je-li Y koneéna mnozina, pak standardni skladant fuzzy relaci R € F(X xY), S € F(Y x Z) je fezové
konzistentni.
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4.3 Specialni ostré relace
R C X x X miuze byt:

rovnost: E = {(z,z): z € X},
reflexivni: Vo € X : (z,2) € R, tj. ECR,
symetricka: (r,y) € R= (y,z) € R, tj. R= R,
antisymetricka: ((z,y) € R) A ((y,2) € R) =z =y, tj. RONR™' CE,
tranzitivni: ((z,y) € R) A ((y,2) € R) = (2,2) € R, tj. RoRC R,
Castené usporadani: antisymetrické, reflexivni a tranzitivni,
ekvivalence: symetricka, reflexivni a tranzitivni.
Relaci rovnosti, £ C X x X odpovida funkce pfislusnosti Kroneckerovo delta:

1 prox=uy,
0 prozx#y.

4.4 Specialni fuzzy relace
R € F(X x X) muze byt:
e reflexivni: £ C R,
e symetricka: R = R,
e - -antisymetricka: RN R-'CE,
e - -tranzitivni: Ro R C R,
- -Casteéné usporadani: - -antisymetricka, reflexivni a - -tranzitivni,
--ekvivalence: symetrické, reflexivni a - -tranzitivni.
Posledni ¢tyfi pojmy zévisi na volbé fuzzy konjunkce A.
Véta Nasledujici vlastnosti fuzzy relaci jsou fezové konzistentni:

reflexivita,

symetrie,

standardni antisymetrie,
standardni tranzitivita,
standardni ¢astecné usporadani,
standardni ekvivalence.

4.5 Projekce fuzzy relaci

Leva (prvni) projekce fuzzy relace R € F(X xY) je Pi(R) € F(X):

HPi(R) (CC) = sup MR(ﬂi,y)
yeY

Prava (druha) projekce fuzzy relace R € F(X xY) je Pa2(R) € F(Y):
ppy(r)(Y) = sup pr(z,y)
zeX
Véta Projekce fuzzy relaci jsou fezové konzistentni.
4.6 Cylindrické rozsireni
(téz kartézsky souéin) fuzzy mnozin A € F(X), Be F(Y)je Ax Be F(X xY):
taxs(z,y) = pa() A ps(y)
Je to maximalni fuzzy relace R € F(X x Y) takova, ze P,(R) C A a P»(R) C B.
Rovnost nastava, pravé kdyz h(A) = h(B).

Véta
Pi(R) x P,(R) 2 R

Véta Cylindrické rozsifeni je fezové konzistentni.
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5 Princip rozsiteni
5.1 Rozsitfeni binarnich relaci na ostré mnoziny
Zobrazeni je RC X xY:
Vee X ly=r(z)eY:(z,y) €R

Zobrazeni R C X x Y odpovida r : X — Y piedpisem (z,y) € R <— y = r(x), R={(z,r(z)): z€ X}

Rozsiteni relace R C X X Y je zobrazeni
r:P(X)—PY):

r(A)={yeY: (JxeA:(z,y) €R)}
Analogicky rozsiFeni relace R~ CY x X je zobrazeni r—!: P(Y) — P(X):
r'(B)={z€X: (yeB:(z,y) ER)}

Rozsifeni 7 a =1 jsou zobrazeni, i kdyZ ptivodni relace R zobrazeni neni. Nejsou vSak navzajem inverzni.

Pokud R je navic zobrazeni, pak

ﬁ

—~
N

SN—
I

{r(z): € A}
r'(B) = {zeX:r(z)eB}
Specialné
r ) =rt{yh) = {r e Xt r(2) =y}
Pomoci funkei prislugnosti:

pr(a) (y) = max (pg(@, y) A pa(z))

1) () = I;leag(uR(w, Y) A ps(y))

5.2 RozS$ifeni binarnich relaci na fuzzy mnozZiny
Rozsireni relace R C X x Y je zobrazeni r : F(X) — F(Y):
fir(a)(y) = Slelg(uR(ar,y) Apa(z)) (A€ F(X), yeY)

Analogicky rozsifeni relace R~ C Y x X je zobrazeni r—! : F(Y) — F(X):
Hrr ) (@) = sup(pn(ey) Aup(y)) (B F(Y), z€X)
ye

R je ostré relace, takze na volbé fuzzy konjunkce A nezalezi:

pa(z) pro pr(z,y) =1
nr(@,y) A palz) =
0 pro pgr(z,y) =0
S vyuZzitim rozsifeni
r:P(X)—=PY), r1:PY)—PX)
relaci R, R~! na ostré mnoZiny lze rozsifeni na fuzzy mnoziny psét

fr(ay(y) = sup pa(z)
zer—1(y)

pr—1(By(z) = sup pp(y)
yer(z)
Je-li R zobrazeni, pak
tr=1(p) () = pp(r(z))
Je-li R~ zobrazeni, pak
tray(y) = pa(r—(y))
Véta
T(RA(a)) C Rya)(@)

Je-li pro vSechna y € Y mnozina
rH(y) ={z € X:(z,y) € R}

konec¢na, pak plati rovnost.
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5.3 Konvexni fuzzy mnoziny

Necht L je linearni prostor.
Ostra mnozina A C L je konvexni, jestlize

Ve,y e AVA€ (0,1): e+ (1-NyeA
Pomoci funkei piislusnosti:

min(pa (@), pa(y)) < pa(de+(1-N)y)
Necht X je ostra konvexni podmnozina linearniho prostoru.
Fuzzy mnozina A € F(X) se nazyva konvexni, jestlize

Ve,y e XVA€ (0,1): pa(Az+(1-N)y) > pa(x) A paly)

Konvexita fuzzy mnoZiny nemé nic spoleéného s konvexitou jeji funkce piislugnosti!
Véta Konvexita je fezové konzistentni vlastnost.
Specialné fuzzy mnozina realnych ¢isel je konvexni, pravé kdyz vSechny jeji neprazdné fezy jsou intervaly.

5.4 Fuzzy cisla a fuzzy intervaly
Fuzzy interval je A € F(R) takova, Ze:

e Supp A je omezend mnozina,
e Pro vechna a € (0,1) je Ra(a) uzavieny interval,
o TRa(1)#0D (tj. Ra(1) je neprazdny uzavieny interval).

Je-li navic R 4(1) jednobodova mnozina, nazyva se A fuzzy ¢&islo.
Fuzzy intervaly jsou konvexni.
Fuzzy interval opaéné k fuzzy intervalu A je —A € F(R):

p—a(x) = pa(—z)
(Princip rozsifeni binarnich relaci uplatnény na unarni minus)

R_A(Oé) = —RA(()[)

5.5 Binarni operace s fuzzy intervaly

e {+—-/}
: R? — R miZeme chapat jako ostrou relaci
LICR?*xR:
1 proy Oz = x,

bg ((y’ Z),J?) = {

Tu miizeme rozsifit podle jiz zavedeného principu roziifeni pro binarni relace na operaci F(R?) — F(R),
kterou pot¥ebujeme jesté slozit s cylindrickym rozsifenim F(R) x F(R) — F(R?). Tim dostavame binarni
operaci L1: F(R) x F(R) — F(R).

0 jinde.

Ae F(R), BeFR)
|
AxBeF(RxR)

!
AOB=0Ax B) e FR)

raos(@) = HI:I(AxB)(z)

= sup (paxs(,2) A po((y,2),z))
(y,2)ER?
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sup paxs(y, z)

(y,2)eR? ylz=x

sup  (pa(y) A ps(2))

(y,2)€R? yz=x

Specialné pro O =+
Hledame supremum z funkce pa(y) A pp(2) pro viechna (y, z) € R? takova, 7ze y + z = .

Tj. hleddme supremum z funkce pa(z — 2) )\ pp(2) pro viechna z € R (nebot y + 2 =2 =y =2 —2).

pats(x) = SEP(ACK ) & 1a(2)),

pa—plx) = slelp( palx+ /\MB )a

pap(z) = sup (palz/z) App(z), z#0,
zeR, z#0

pasp(z) = SUP(MA(33 Z)/S\MB(Z))-

Jen pro hodnotu p4.5(0) musime pouzit pivodni definici kvili problémim s délenim nulou.

Speciélné pro ostré intervaly A = {(a,b), B = {c¢,d) dostaneme intervalovou aritmetiku:
<a7 > <Ca d> - <a—|—c,b—|—d>,
<a7 > <C,d> = < 7d7bfc>a
(a,b) - (c,d) = <(min(ac,ad,bc,bd), max(ac,ad,bc,bd)),
(a,by/{c,d) = <min(a/c, a/d,b/c,b/d), max(a/c,a/d,b/c, b/d)>.

Y Aps(z): y,z€Ryz=a}

(V pripadé déleni predpokladame navic pp(0) = 0.)

Véta S¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni fuzzy intervald je Fezové konzistentni (déleni za predpokladu, ze
stupen piislusnosti nuly k déliteli je nulovy).

Véta Soucet, rozdil a soucin fuzzy ¢isel (resp. fuzzy intervalil) je fuzzy ¢islo (resp. fuzzy interval). (Téz
podil, pokud uzavér nosice délitele neobsahuje nulu.)

Libovolné realné ¢islo x € R lze povaZovat za specidlni p¥ipad fuzzy ¢isla, (reprezentovaného jednobodovou
ostrou mnozinou {z}), znac¢ime x.

Véta Vlastnosti operaci s fuzzy intervaly:

0+ A

0-A

1-A
A+B

A-B

A+ (B+0C)
A-(B-C)
A+ (-B)

A/B
HA-(B+0)

|
S D>"‘

IA I

S

Sujes

+ A,
A?
+B)+C
-B)-C
- B,
—(4-B)

H(A-B)+(A-C)

:>EUU

~4-(-B),

Pokud je v poslednim vztahu A ostré ¢&slo (A = x), pak nastava rovnost.

Pro fuzzy intervaly muze byt:

(A+B)

—A
B
A/A

(A/B)-B
A-(B+C)

RN N N N N
B s 2

-B+A-C.
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