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1 Pojem fuzzy mnoziny

1.1 Minimum o klasickych mnozinach

Abychom se vyhnuli problémtm, omezime se na podmnoziny néjaké univerzalni mnoziny (univerza) X
P(X) zna¢i mnozinu véech podmnozin mnoziny X
Mnozinu A € P(X) jednozna¢né urcuje jeji charakteristicka funkce py : X — {0,1},

| 1 prozxzeA,
ﬂA(m)_{ 0 prozx ¢ A.

A={z e X: pa(x)=1}={x € X : pa(z) > 0}.

Pomoci znaceni
pat(M) = {z € X : pa(z) € M}

Ize psat

A= (1)) = pa' ((0.1)).

Misto p;; " ({1}) pigeme p;;* (1) apod.
Specidlné pugp =0, px = 1.

1.2 Zavedeni fuzzy mnozin

Fuzzy podmnoZina univerza X (stru¢né fuzzy mnozina) je objekt A, ktery popisuje (zobecnénd) charak-
teristicka funkce (funkce pfFislusnosti) py : X — (0,1)

Alternativni znadeni: A(x)

»,Klasické* mnoziny nazyvame v tomto kontextu ostré (angl. crisp, sharp).

F(X) zna¢i mnozinu v8ech fuzzy podmnozin univerza X

Obor pravdivostnich hodnot (angl. range, level set): Range(4) = {a € (0,1) : (Jz € X : pa(z) =

@)} = pa(X)
Vyska: h(A) = sup Range(A)
Nosi¢ (angl. support): Supp ={reX: MA ) >0} = /AA ((O7 1))
Jadro (angl. core): core(A {:13 €X: palz)=1}= it

Priklady fuzzy mnoZin

A,B e F(R),
0 pro z < 0,
oz pro z € (0,1),
palz) = 2—x proze€ (1,2),
0 pro z > 2,
% pro x = 3,
_ 1 proxz =4,
pp(w) = i1 proz =35,
0 jinak.

Koneéné fuzzy mnoziny zaplsujeme struénéji napt. pp = {(3,3),(4,1), (5, H)}.
Alternativni znaceni: pp = {3/3,1/4,%/5}, up = 3/3 + 1/4—|— /5.
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2 Systém ezt fuzzy mnoziny

Definice: Nechf A € F(X), a € (0,1). Pak a-hladina (angl. a-level) fuzzy mnoZiny A je ostrd mnozina

pat(a) ={z e X: pa(z) =a}.
Systém Fezu fuzzy mnoziny A je zobrazeni R4 : (0,1) — P(X), které kazdému « € (0, 1) piitazuje tzv. a-fez
(angl. a-cut)
Rala) = uzl(<a, D) ={zeX: pa(z) >a}.
Systém ostrych Fezu je S4 : (0,1) — P(X), kde
Sa@) =z (1)) = {# € X : pale) >},

Alternativni znaceni a-fezu: [4]a, [A]%, *A, A

Range(A) = {a€(0,1): puy'(a)#0},
h(A) = sup{a € (0,1): Ra(a) # 0},
Supp(4) = 54(0),
core(A) = TRa(1),
Ra(0) = X,
Sa(1) 0.

2.1 Véta o systému rezi

Véta: Zobrazeni M : (0,1) — P(X) je systém Fezlt n&jaké fuzzy mnoziny A € F(X), pravé kdyz
(R1)  M(0) = X,

(R2) 0<a<fB<1= M(x)2 M@,

(R3) 0<B8<1=MB)= | M.

aa<f
Dukaz:

= (R1): M(0) = RA(0) = X.
(R2): 2 € M(B) =Ra(B) = pa(x) > 08>a=z € Rala) = M(a).
(R3) ‘€ (R2) = Va €(0,8) : M(8) € M(a) = M(B) S (1 M(a).

aa<f

(R3) D:ze | M(a)= ) Rala)=>Vae(0,8): ua(z) > a,

a:a<f a:a<lf
= pa(r) = 8 < v e Ra(F) = M(D).
‘«=": Dokazeme, ze M = R4, kde pa(z) :=sup{a € (0,1): z € M(a)}.
‘CrxeMB) = palz) >0 <= z€Ra(B),
Dz € Ra(B) = palx) =sup{a € (0,1): z € M(a)} >3,
Va € (0,0) : x € M(a),
ze (| M(a)=M(B).

aa<lf

2.2 Reprezentace fuzzy mnozin

Horizontalni reprezentace: pomoci systému fezil
Vertikalni reprezentace: pomoci funkce pfislusnosti
Ptevod z horizontalni do vertikalni reprezentace:

pa(z) =sup{a € (0,1): z € Ra(a)}.
Véta: Necht A € F(X). Pak

HA = SUD QUR,(a) =  SUPD  QUR,(a)
a€e(0,1) acRange(A)



kde supremum pocitame po bodech, tj.

pa(z) = sup  apg, ().
a€Range(A)

2.3 Fuzzy inkluze

Klasickd definice A C B <= Vx € A: x € B se nehodi, nebof pro fuzzy mnoziny nemtizeme psat x € A,z € B
Nicméné AC B <= Vo € X : pa(x) <up(z) < pa < up
Pro A, B € F(X):
ACB <= Vo e X: pa(z) <pp(r) < pa<pp <
Vo € (0,1) : Ra(a) C Rp(a)
Dtikaz posledni ekvivalence:
=" Necht pa < pp, v € Ra(a)
a < pa(z) < pp(e), € Rp(a), tj. Ra(e) € Rp(a)
<" Necht Vao € (0,1) : Ra(a) C Rp(«a)
pa(z) =sup{a € (0,1): x € Ra(a)}
< sup{a €(0,1): z € RB(a)} = pp(x)

2.4 Rezova konzistence

Vlastnost P fuzzy mnozin Ay, ..., A, je pfedpis, ktery argumentim Ay, ..., A, pfifazuje ostrou pravdivostni
hodnotu P(Aq,...,A,) € {0,1} (,predikat“).
Vlastnost P fuzzy mnoziny se nazyva

e Tezové dédifna (angl. cutworthy), jestlize

P(A1,...,Ay) = (Yo € (0,1) : P(Ra, (), ..., Ra, (),

e Tezové konzistentni, jestlize
P(Ay,...,A,) <= (Va € (0,1) : P(Ra,(a),...,Ra,(a))).
(0-fezy zAmérné neuvazujeme)

Priklady fezové dédi¢nosti a konzistence

Inkluze je fezové konzistentni.
Silna normalita, 3z € X : pa(z) = 1, je Fezové konzistentni.
Ostrost mnoziny je fezové dédi¢nd, ale neni Fezové konzistentni.

3 Operace s fuzzy mnozinami

3.1 Operace s ostrymi mnozZinami

mnozinové operace ‘ vyrokové operace ‘ vztah

T PX) - PX) | {01} - {0,1} | A ={zeX: ~(z€A)}
N:PX) = PX) | A:{0,1}* = {0,1} | AnNB={z€X: (z€ A)A(z€B)}
U:P(X)? = P(X) | v:{0,1}* = {0,1} | AUB={z€X: (z€ A)V(z€B)}
Pomoci charakteristickych funkci:
pg(x) = —palz)
pans(x) = pa(z) A pp(z)
paus (@) = pa(z) V pp(z)



3.2 Zakony Booleovy algebry

——a = a,
aVvVp = [Va, aNB = [BAa,
(avB)Vy = aV(BVy), (@nB)Ay = aA(BAY),
an(BVy) = (aAB)V(aAy), aV(BAy) = (aVB)A(aVy),
aVa = «q«, alNa = a,
aVianp) = aq aN(aVp) = aq
avl = 1, an) = 0,
aVvVl) = aq, alNl = qa,
aN-a = 0, aV-a = 1,
“(aAp) = -aV-p, “(aVp) = —aA-p.

3.3 Fuzzy negace

je unarni operace - : (0,1) — (0, 1) takova, ze

a<f=706<"1q, (N1)
nhoa=o. (N2)
Priiklad: Standardni negace: Ja=1-a.
Vlastnosti fuzzy negaci
Véta: Kazdé fuzzy negace - je spojitd, klesajici, bijektivni a spliiuje okrajové podminky
-1=0, -0=1 (NO)

Jeji graf je symetricky podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. — -1 = -
Duikaz:
e Prosta: Je-lli na=-8,paka=1"7a=7208=0.
e  Surjektivni (,,na“): Pro kazdé o € (0,1) existuje 3 € (0,1) takové, ze « = = 3, totiz f = 7.
= spojitost a okrajové podminky.
Symetrie grafu je ekvivalentni s involutivitou (N2) .

Véta o reprezentaci fuzzy negaci

Nutné a postacujici podminka pro to, aby funkce — : (0,1) — (0,1) byla fuzzy negace, je existence rostouci

bijekce i : (0,1) — (0,1) (generator fuzzy negace ) takové, Ze

Dukaz: (Dle [Nguyen-Walker].)
e  Postacujici:

(N1): Predpokladejme o, 3 € (0,1), a < 3.
i, 1! usporadani zachovévalji, 3 obraci:

i(a) < i(fB)
Jila) = 2i(B)
i) =z (i)
“a > f

(N2):
kde id je identita na (0,1).

_‘O_‘:io_‘oi_
. . s



Mozna konstrukce generatoru fuzzy negace

) Nutnéa: Dokazeme, ze

je generatorem fuzzy negace .

1 je rostouci, spojitd, i(0) =0, i(1) = 1, tedy 4 je bijekce na (0, 1).

a+;ja 1704+1f;j04

gaJr

1— =
2 2
s . s - . .

2 2
—071, neboliio;oi_lz—\

= i(joz).

Generator fuzzy negace neni jednoznaéné urdcen.

3.4 Fuzzy doplnék

p (2) = 2 pa(z)

N w |

Rozlisujeme stejnymi indexy, jako u fuzzy negaci, napiiklad A” je standardni doplnék.

3.5 Fuzzy konjunkce (trojihelnikova norma, t-norma)

(angl. triangular norm) je binarni operace A :

o, 3,7 € (0,1):

Véta: a A0 = 0.

(T3)
Dukaz: Podle (T3) a (T4) plati: aA0 < 1A0

Priklady fuzzy konjunkci

aAB=BAa
aN(BAY)=(anB) Ay
B<y=>aAB<aiy
anl=a

(T4) 0.

e Standardni (min, G6delova, Zadehova ...):

apNp= min(a, 3).

(0,1)2 — (0,1) spliujici nasledujici axiomy pro vsechna

(komutativita) (T1)
(asociativita) (T2)
(monotonie) (T3)
(okrajova podminka) (T4)

e  Soucinova (produktova, pravdépodobnostni, Goguenova, angl. algebraic product ...):

afhf=a-p.

e Lukasiewiczova (Gilesova, angl. téz bold ...):

e  Drasticka (slaba, angl. weak ...):

a+B—-1 proa+—1>0,
ahf= .
L 0 jinak.
a pro =1,
apNf=48 proa=1,
0 jinak.



Vlastnosti fuzzy konjunkci

Véta:
Va,B€(0,1): apB<anB<alp

Dukaz: Je-li @ = 1 nebo § = 1, pak podminka (T4) dava stejny vysledek pro vSechny fuzzy konjunkce.
Piedpoklddejme (bez Gjmy na obecnosti) o < 8 < 1. Pak

a{)\ﬂzoga{\ﬁga/_\l:a:a/s\ﬂ.
Véta: Standardni konjunkce je jedina, kterd je idempotentni, tj. Yoo € (0,1) : a Ao =«
Dukaz: Predpokladejme a, 8 € (0,1), a < 8.

(T3) (T3)
a=alha < aAf < aAl(E)a,

tedya/_\/B:a:a/S\ﬂ.
Totéz pro a > 3.

Reprezentace fuzzy konjunkci (obecné)

Véta: Necht /\ je fuzzy konjunkce a i : (0,1) — (0, 1) rostouci bijekce. Pak operace /) : (0, 1)2 — (0, 1) definovand
vzorcem

1 .
apNB=i (i() A i(B))
Je fuzzy konjunkce. Je-li A\ spojité, je A téz spojita.
Dukaz:
e  Komutativita (asociativita se dokaze obdobné):

apf=i"t(i(a) ni(B) =i Hi(B) Ni(a) =B pa

e  Monotonie: Pfedpoklddejme 5 < 7.

iB) < i),
i) Ni(B) < ile) Ni(v),
aANf=i 1(2(@)/1\1(,3)) < fl(z(a)/l\z(’y)) =aNy

e  Okrajova podminka:

Klasifikace fuzzy konjunkci
Spojita fuzzy konjunkce A je

e archimédovska, jestlize

Vae (0,1): aha<a (TA)

e  striktni, jestlize
Vae (0,1) V3,7 € (0,1): B<y=>aAB<aly (T3+)

e nilpotentni, jestlize je archimédovska a neni striktni.
Priklad: Soucinova konjunkce je striktni, Lukasiewiczova je nilpotentni, standardni a drastickd nejsou
archimédovské (standardni nesplituje (TA), drastickd neni spojitd).



Véta o reprezentaci striktnich fuzzy konjunkci

Operace A : (0,1)? — (0,1) je striktni fuzzy konjunkce, pravé kdyz existuje rostouci bijekce i : (0,1) — (0,1)

(multiplikativni generator) takové, Ze
anfp=i""(ia) pi(B)) =i (i) - i(B)).

Ze je podminka postacujici, jsme jiz dokézali (kromé striktnosti, coz je snadné).
Diikaz nutnosti je mnohem obtizné;jsi.

Multiplikativni generator striktni fuzzy konjunkce neni uréen jednoznacéné.
Véta o reprezentaci nilpotentnich fuzzy konjunkci

Operace A : (0,1)> — (0,1) je nilpotentni fuzzy konjunkce, pravé kdy# existuje rostouci bijekce i : (0,1) —

(0,1) (Lukasiewiczuv generator) takovd, ze
a B =it (i) Ai(B)).

Lukasiewiczuv generator nilpotentni fuzzy konjunkce neni urcéen jednoznacéné.
Véta: Nechf A je nilpotentni fuzzy konjunkce. Pak

Vae(0,1)IneN: Apa=0

Dukaz: Podle reprezentacni véty staci (bez Gjmy na obecnosti) dokdzat vétu pro Lukasiewiczovu konjunkci.
Pro dostatecné velké n dostavame

oz—i—Z(a—l)SO7 /\Zzlazo.
; L

3.6 Fuzzy prunik
je operace na fuzzy mnoZinach definovana pomoci fuzzy konjunkce:
pans(r) = pa(r) A pp(x)

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u piislusnych fuzzy konjunkei)
Véta: Standardni prunik je fezové konzistentni.
Dtikaz: 1. Rezova dédi¢nost:

Ragp(a) = {z€ X :pagr(r) > a}
= {zeX:(pa(x) > a)A(up(z) > a)}
= {zeX:pa(e)>a}n{zeX:pup(x)>a}
= Ra(a) NRp(a)

2. Rezy Ra(a) NRp(a) (pro viechna « € (0, 1)) uréuji jednoznaéné fuzzy mnozinu rovnou A N B.

3.7 Fuzzy disjunkce (trojihelnikova konorma, t-konorma)

je binarni operace V : (0,1)2 — (0,1) spliujici

aVvVp=08Va (komutativita) (S1)
aVv(BVvy)=(aVvi)Vy (asociativita) (S2)
B<y=aVB<aVy (monotonie) (S3)
avi=a (okrajova podminka) (S4)

Véta: aVv1=1.

(83)
Dukaz: aVvV1 > 0\/1(84)



Priklady fuzzy disjunkci

e Standardni (max, Gédelova, Zadehova ...):
avV 8 = max(a, ).
e  Souéinova (produktova, pravdépodobnostni .. .):
aVB=a+pB—a-B.
e Lukasiewiczova (Gilesova, angl. téz bold, bounded sum ...):
a\L/ﬁ:{TH—ﬁ ;1;1(;13+6<1,
e Drasticka (slaba, angl. weak ...):

« pro 3 =0,
a\?ﬂz I} pro a =0,

1 jinak.
° Einsteinova 5
E o+
V3=
oV 1+ ap

Vlastnosti fuzzy disjunkci
Va,3€(0,1): aVB<aVvB<aVgs.

Standardni disjunkce je jediné, ktera je idempotentni, tj. oV o = o pro viechna o € (0, 1).

Dualita
Nechf — je fuzzy negace.
A. Je-li A fuzzy konjunkce, pak o VB= “(ma A7) je fuzzy disjunkce (dualni k A vzhledem k —).

B. Je-li V fuzzy disjunkce, pak a A B = =(-a V 7 B) je fuzzy konjunkce (dudlni k V vzhledem k ).
Véta: y
e Lukasiewiczovy operace A,V jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.

e  Soucinové operace A v jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.
e Standardni operace A V jsou dudlni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

e Drastické operace A, Y jsou duédlni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

Klasifikace fuzzy disjunkci
Spojita fuzzy disjunkce V je

e archimédovska, jestlize
Va e (0,1): aVa>a«a

e  striktni, jestlize
Va € (0,1)V3,7€{0,1): B<y=aVB<aVy

e nilpotentni, jestlize je archimédovska a neni striktni.



Véty o reprezentaci fuzzy disjunkci

Véta: Operace V : (0,1)2 — (0,1) je striktni fuzzy disjunkce, pravé kdy# existuje rostouci bijekce 7 : (0,1) —
(0,1) takova, ze

aVv B =i"t(i(a) Vi(B)).
Véta: Operace V : (0,1)2 — (0,1) je nilpotentni fuzzy disjunkce, pravé kdyz existuje rostouci bijekce

i:(0,1) — (0,1) (aditivni generator) takova, ze

e . o i .
aV =i (i(a) Vi(B)) = {’1 (i) + () jpir;;{@ +i(B) <1
3.8 Fuzzy sjednoceni

je operace na fuzzy mnozinach definovana pomoci fuzzy disjunkce:

MAQB(‘r) = MA(Z‘) % NB('T)'

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u pfislusnych fuzzy disjunkci)
Véta: Standardni sjednoceni je fezové konzistentni.

3.9 Fuzzy vyrokové algebry

cerné vyznacené plati vzdy
¢ervené vyznacené plati pro standardni fuzzy operace, ale ne pro nékteré jiné
modfe vyznacené plati jen pro nékteré volby fuzzy operaci (ne pro standardni)

TTa = o
aVvp = fBVa, aANB = [BAa,
(@aVpB)Vy = aV(BV9), (@nB)Ay = aA(BA),
aN(BVy) = (@AB)V(aAr), aV(BAry) = (aVB)A(aVy),
aVa = a, alNa = «a,
aVv(@Ap) = aq, an(aVp) a,
avl = 1, and = 0,
avlo = a, all a,
aNTa = 0, aV-oa = 1,
2(@nB) = Tavop, 2(aVvp) = Tah7p

3.10 Fuzzy implikace

je jakakoli operace — : {0,1)% — (0, 1), ktera se na {0, 1}* shoduje s klasickou implikaci. Mohli bychom si ptat:

asf=1l<a<p, (I1a)
a-B=1=a<p, (I1b)

1> 6=, (12)

— je nerostouci v 1. argumentu a neklesajici v 2. argumentu, (13)
a-f=287-7aq (14)

am(Boy) =82 (a>), (I5)

spojitost. (16)



R-implikace (reziduovana fuzzy implikace, reziduum)
je operace

oz.iﬁ:sup{’y:a/'\vgﬁ} (RI)

kde A je fuzzy konjunkce

(je-li A spojita, 1ze supremum nahradit maximem)

Priklady R-implikaci

e  (Od standardni konjunkce A Je odvozena Godelova implikace

R 1 pro a < [3,
af= .
s 8 jinak.

Je po ¢éstech linedrni a spojita s vyjimkou bodt (o, o), a < 1.
e Od Lukasiewiczovy konjunkce A je odvozena Lukasiewiczova implikace

R 1 pro a < (3,
a—f= ..
L l—a+p jinak.

Je po Castech linedrni a spojita.
e  Od soucinové konjunkce A Jje odvozena Goguenova (téz Gainesova) implikace

g jinak.

R {1 pro a < j3,
a—f=

M4 jediny bod nespojitosti, (0,0).

Vlastnosti R-implikaci
Véta: Nechf A je spojita fuzzy konjunkce. Pak R-implikace .E> spliiuje (I1a), (I1b), (12), (I3).
Dukaz: « i B =supl'(a, f), kde I'(or, B) = {7 : a Ay < B} je interval obsahujici nulu. (Pfi spojitosti A

navic uzavieny.)

(I1a) Je-li < g3, pak I'(a, B) = (0, 1), sup (e, B)
(I1b) Je-li a« > 8, pak 1 ¢ I'(«v, B8), sup (e, B) < 1
(12): 1.E>ﬁ:sup{7: v < B} =p.

(I3): Zvétsujeme-li «, I'(«v, ) se nezvétsuje.

Zvétsujeme-li 3, T'(«, ) se nezmensuje.

=1.
(z uzavienosti I'(a, 3)).

Véta: Reziduovand fuzzy implikace piislusnd spojité fuzzy konjunkci A je spojita, pravé kdyz A je nilpo-
tentni.
S-implikace
je operace

Oz.i/@:;a\./ﬂ (SI)

kde V je fuzzy disjunkce
Priklad:
e  Ze standardni disjunkce dostavame Kleeneovu—Dienesovu implikaci

ozsiﬂ:max(l —a, ).
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e 7 Lukasiewiczovy disjunkce dostavame Lukasiewiczovu implikaci —, kterd se shoduje s Lukasiewiczovou

. . . 7 R
reziduovanou implikaci -

Vsechny pozadavky (Ila),(I1b),(I12)—(I6) spliiuji ze zde probiranych fuzzy implikaci pouze reziduované im-
plikace odvozené od nilpotentnich fuzzy konjunkci (napf. Lukasiewiczova implikace).

3.11 Fuzzy biimplikace (ekvivalence)

je operace <%>7 obvykle definovana vztahem
acf=(a=p) (B a)

kde —> je fuzzy implikace a A je fuzzy konjunkce (biimplikaci indexujeme stejné jako odpovidajici fuzzy implikaci)
Pokud H spliiuje (Ila) (napiiklad pro reziduovanou implikaci), je vzdy asponi jedna ze zavorek na pravé

strané rovna jedné, takze nezalezi na volbé fuzzy konjunkce A.

Priklad: Lukasiewiczova biimplikace: «@ % G=1—]a—0|

4 Fuzzy relace

4.1 Klasické relace

Binarni relace je RC X xY
Inverzni relace k R: R~! CY x X:

Rflz{(y,m) €Y xX: (z,y) € R}

SloZena relace zrelaci RC X xY, SCY xZjeRoSCX x Z:
RoS = {(:v,z) €EXxZ: (yeY:(z,y) €R,(y,2) GS)}

Pomoci funkci prislusnosti:
pr: X xY —{0,1}

pr-1(y, ) = pr(,y)
Hros (v, 2) = max(ur(@,y) A ps(y, 2))

4.2 Fuzzy relace

Fuzzy relace je Re F(X xY), up: X xY —(0,1)
Inverzni relace k R je R~ € F(Y x X):

Ve e XVy€eY :pp-1(y,x) = pr(z,y)

--sloZena relace z relaci Re F(X xY),Se F(Y x Z)je RoS € F(X x Z):

fiRes (T, 2) = sup (r(z,y) Aps(y, 2))
ye

Véta Inverze fuzzy relaci je fezové konzistentni.
Véta Je-li Y kone¢nd mnozina, pak standardni skladéni fuzzy relaci R € F(X xY), S € F(Y x Z) je fezové
konzistentni.
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4.3 Specialni ostré relace
R C X x X muze byt:

rovnost: E = {(z,z): z € X},
reflexivni: Vo € X : (z,2) € R, tj. ECR,
symetricka: (z,y) € R= (y,7) € R, tj. R= R},
antisymetricka: ((z,y) € R) A ((y,2) € R) =z =y, tj. RONR™' CE,
tranzitivni: ((z,y) € R) A ((y,2) € R) = (2,2) € R, tj. RoRC R,
Casteéné usporadani: antisymetrickd, reflexivni a tranzitivni,
ekvivalence: symetricka, reflexivni a tranzitivni.
Relaci rovnosti, £ C X x X odpovida funkce pfislusnosti Kroneckerovo delta:

1 proz =y,
0 proz#y.

pe(T,y) =d(z,y) = {

4.4 Specialni fuzzy relace
R e F(X x X) muze byt:
e reflexivni: F C R,
e symetrickd: R = R™!,
--antisymetricka: RN R™! C E,
e - -tranzitivni: Ro RC R,
- -CasteCné usporadani: - -antisymetrickd, reflexivni a - -tranzitivni,
--ekvivalence: symetrickd, reflexivni a - -tranzitivni.
Posledni ¢tyfi pojmy zavisi na volbé fuzzy konjunkce A.
Véta Nasledujici vlastnosti fuzzy relaci jsou fezové konzistentni:

reflexivita,

symetrie,

standardni antisymetrie,
standardni tranzitivita,
standardni ¢astecné usporadani,
standardni ekvivalence.

4.5 Projekce fuzzy relaci

Leva (prvni) projekce fuzzy relace R € F(X xY) je Pi(R) € F(X):

wp, (ry(z) = sup pr(z,y)
yey

Prava (druhd) projekce fuzzy relace R € F(X xY) je P2(R) € F(Y):

tpy(r)(Y) = sup pr(x,y)
zeX

Véta Projekce fuzzy relaci jsou fezové konzistentni.

4.6 Cylindrické rozsireni
(téz kartézsky soucin) fuzzy mnozin A € F(X), Be F(Y)je AxBe F(X xY):
taxp(z,y) = pa() A ps(y)

Je to maximdlni fuzzy relace R € F(X x Y) takova, ze Pi(R) C A a P,(R) C B.
Rovnost nastéva, pravé kdyz h(A) = h(B).
Véta
Pi(R) x P(R) 2 R

Véta Cylindrické rozsifeni je fezové konzistentni.
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5 Princip rozsireni
5.1 Rozsifeni binarnich relaci na ostré mnoziny
Zobrazenije RC X xY:
Vee X ly=r(z)eY:(z,y) €R

Zobrazeni R C X x Y odpovida r : X — Y pfedpisem (z,y) € R < y =r(x), R={(z,r(z)): z€ X}

Rozsireni relace R C X x Y je zobrazeni
r:P(X)—PY):

r(A)={yeY: (JxeA:(z,y) €R)}
Analogicky rozsifeni relace R~ CY x X je zobrazeni r—!: P(Y) — P(X):
r ' (B)={z€X: (yeB:(z,y) ER)}

Rozsifeni r a 7~ ! jsou zobrazeni, i kdyZ ptvodni relace R zobrazeni neni. Nejsou viak navzajem inverzni.

Pokud R je navic zobrazeni, pak

=

—~
5

~
I

{r(z): e A}
{zeX: r(z) € B}

=
L
—
%
~—
|

Specialné
i) = {yh) = {re X (@) =y}
Pomoci funkci prislusnosti:
() (y) = glgg(uR(% y) A pa(z))

k13 (%) = max(ur(z,y) A us(y))

5.2 Rozsifeni binarnich relaci na fuzzy mnoziny

Rozsifeni relace R C X x Y je zobrazeni r : F(X) — F(Y):
fr(ay(y) = Sg)((uR(Ly) Aua(x)) (A€ F(X), yeY)

Analogicky rozsifeni relace R~! C Y x X je zobrazeni r—1 : F(Y) — F(X):
-1y () = sgg(uR(az,y) A 1s(y)) (Be F(Y), x € X)
y

R je ostré relace, takze na volbé fuzzy konjunkce A nezalezi:

pa(z) pro pr(z,y) =1
nr(@,y) A palz) =
0 pro pur(z,y) =0
S vyuzitim rozsifeni
r:P(X)—=PY), r1:PY)—PX)
relaci R, R~! na ostré mnoziny lze rozsifeni na fuzzy mnoziny psét

fr(ay(y) = sup pa(z)
ze€r—1(y)

pr—1(By(z) = sup pp(y)
yer(z)

Je-li R zobrazeni, pak

pr=1(p) () = pp(r(z))

Je-li R~! zobrazeni, pak

tray(y) = pa(r—(y))
Véta

r(RA(a)) C Ry (a)

Je-li pro vSechna y € Y mnozina
r i (y) ={z € X:(z,y) € R}

konec¢na, pak plati rovnost.

13



5.3 Konvexni fuzzy mnoziny

Necht L je linedrni prostor.
Ostra mnozina A C L je konvexni, jestlize

Ve,y e AVA€(0,1): e+ (1—-NyeA
Pomoci funkei pfislusnosti:

min(pa(z), pa(y)) < pa(Az+(1—N)y)

Necht X je ostré konvexni podmnozina linedrniho prostoru.
Fuzzy mnozina A € F(X) se nazyvé konvexni, jestlize

Ve,y e XVA€ (0,1): pa(Az+(1-N)y) > pa(z) A paly)

Konvexita fuzzy mnoziny nemé nic spoleéného s konvexitou jeji funkce ptislusnosti!
Véta Konvexita je fezoveé konzistentni vlastnost.
Specidlné fuzzy mnozina realnych cisel je konvexni, pravé kdyz vSechny jeji neprazdné fezy jsou intervaly.

5.4 Fuzzy cisla a fuzzy intervaly
Fuzzy interval je A € F(R) takova, ze:

e Supp A je omezend mnozina,
e Pro vSechna a € (0,1) je R4(a) uzavieny interval,
o TRa(l)#0 (tj. Ra(1) je neprazdny uzavieny interval).

Je-li navic R4(1) jednobodovd mnozina, nazyva se A fuzzy ¢islo.
Fuzzy intervaly jsou konvexni.
Fuzzy interval opac¢né k fuzzy intervalu A je —A € F(R):

p-a(@) = pa(-x)
(Princip rozsifeni binarnich relaci uplatnény na unarni minus)

R,A(Oé) = —RA(Oé)

5.5 Binarni operace s fuzzy intervaly

D€{+777'a/}

[1: R? — R mtZeme chapat jako ostrou relaci
L] cR?2 xR:
_J1 proy .= T,
po((y, 2),x) = 0 jinde,

Tu miizeme roziiit podle jiz zavedeného principu rozsifeni pro binarni relace na operaci F(R?) — F(R),
kterou potfebujeme jesté slozit s cylindrickym rozsifenim F(R) x F(R) — F(R?). Tim dostdvAme binarni
operaci L1: F(R) x F(R) — F(R).

Ae F(R), BeFR)

!
AxBeFRxR)

1
AOB =04 x B) e FR)

ranp(@) = MI:I(AxB)(x)

= sup (paxs(,2) Hpo((y,2),z))
(y,2)ER?
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= sup paxs(y,z)
(y,2)eR? yOz=x

= sup  (pa(y) A ps(2))
(y,2)€ER2,yOz=x

Specialné pro L =+
Hleddme supremum z funkce 114 (y) A pp(2) pro viechna (y, 2) € R? takové, 7e y + 2 = x.

Tj. hleddme supremum z funkce p1a(z — z) )\ pp(2) pro viechna z € R (nebof y + 2 =2 =y =2 —2).

parp(z) = Slelg( pa(e—z) App(2)),

pa-p(xz) = Sl€1p< palx+ /\MB )a

pap(@) = sup (pa(z/z) pps(2)), z#0,
z€R, z#0

pasp(e) = Sup(/m(w 2) A us(2)).

Jen pro hodnotu p4.5(0) musime pouzit ptivodni definici kviili problémim s délenim nulou.
Specidlné pro ostré intervaly A = (a,b), B = (¢, d) dostaneme intervalovou aritmetiku:

(a,by + {¢,d) = (a+ecb+d),

(a,b) — {¢,d) = {a—d,b—c),
(a,b) - {c,d) = (min(ac,ad, bc,bd), max(ac, ad, be,bd)),
(a,b)/{c,d) = <min(a/c, a/d,b/c,b/d), max(a/c,a/d,b/c, b/d)>.

Posledni rovnost plati pouze pro 0 & {(c, d).
panp(@) =max{ua(y) pps(2): y.z € Ry z=a}.

(V pfipadé déleni pfedpokladdme navic pp(0) = 0.)

Véta Sc¢itani, odéitani, ndsobeni a déleni fuzzy intervala je fezové konzistentni (déleni za predpokladu, ze
stupenl pFislusnosti nuly k déliteli je nulovy).

Véta Soudet, rozdil a soudin fuzzy Cisel (resp. fuzzy intervald) je fuzzy Cislo (resp. fuzzy interval). (Téz
podil, pokud uzavér nosice délitele neobsahuje nulu.)

Libovolné realné ¢islo x € R lze povazovat za specidlni ptipad fuzzy ¢isla, (reprezentovaného jednobodovou
ostrou mnozinou {z}), znac¢ime x.

Véta Vlastnosti operaci s fuzzy intervaly:

0+A = A
0-4 = 0,
1 A = A
A+B = B+A,
A-B = B-A,
A+(B+C) = (A+B)+C,
(B-C) = (A-B)-C,
A+ (-B) = A-B,
(-4)-B = —(A-B)=A-(-B),
—(-4) = A,
A/B = A-(1/B),
A-(B+C) < (A-B)+(A-C)

Pokud je v poslednim vztahu A ostré ¢islo (A = ), pak nastava rovnost.
Pro fuzzy intervaly muze byt:

A—A # 0,
(A+B)—B # A,
AJA £ 1,
(A4/B)-B #+ A,

A-(B+C) # A-B+A-C.
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