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Proc¢ se tim zabyvat 1
Podminky zapoctu
o Adekvétni Gcast na cvic¢eni v poéitacové laboratoti (mnohé lze délat i jinde, Maple si muZete instalovat)

e Zapoctové ulohy 5 x 6 bodu
Postacuje 18 bodt, zbytek tvori bonus ke zkousce
K tomu vam maji napomoci prednasky a ...
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Co se mate naudit

Pouzit probirané metody, a to kvalifikované, véetné zhodnoceni vysledkt, zodpovédnosti za né a v pripadé

potreby volby jiného postupu.

Mate k dispozici pocitac, ale nemate mu slepé vérit a mate mit predem ramcovou predstavu, co ma vyjitl


https://www.idnes.cz/zpravy/zahranicni/lada-niva-auto-strecha-rampa-skok-video.A230901_133747_zahranicni_pitt

Proc¢ se tim zabyvat 2

Uloha: Pacienta budeme 24 hodin sledovat (napt. glykémii, krevni tlak, tep nebo teplotu). Lékaf chce znat
e prumeérnou hodnotu,

e maximum,

e minimum.

Reseni 1 (snadné): Zméfime mnohokrat (napi. v pravidelngch intervalech),
z posloupnosti méfeni vypocteme aritmeticky primér, maximum a minimum.
To nema chybu.

Nebo ano?

Na konci kursu byste méli znat radu namitek a vylepseni tohoto postupu.
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interval méreni pocet udaju | prumér | min | max
rano, poledne, vecer 3 37.64 | 35.29 | 38.83
6 hodin 4 35.92 | 35.59 | 36.69
4 hodiny 6 36.71 | 35.16 | 38.79
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Meéreni teploty
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rano, poledne, vecer 3 37.64 | 35.29 | 38.83
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4 hodiny 6 36.71 | 35.16 | 38.79
1 hodina 24 36.41 | 34.11 | 38.93
15 minut 96 36.46 | 34.62 | 39.02
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1 APROXIMACE FUNKCI

1.1 Typické tlohy

1.1.1 Aproximace funkci v ekonomii

Uloha: Odhadnéte rychlost ristu primyslové vyroby v poslednim obdobi a nejlépe i v blizké budoucnosti.
Uloha: Ze znamych hodnot burzovnich indext do dnesniho dne odhadnéte jejich zitiejsi hodnoty.

1.1.2 Aproximace funkci v teorii pravdépodobnosti a matematické analyze

Uloha: Nahodné veli¢ina s normovanym norméalnim rozdélenim je popsana distribuc¢ni funkei

—¢2

o= [ (L)

(Cisty) matematik: To je transcendentni funkce.

Numericky matematik: Numericka integrace da priblizny vysledek s pozadovanou presnosti.

(Ve skutecnosti i exponencidlni funkce je poéitdna jen numericky, procesor sém umi jen 4 zikladni pocetnf
ukony.)

Pro rychlejsi opakovany vypocet si pripravime tabulku Gaussova integralu.

1.1.3 Aproximace funkci v elektrotechnice

Uloha: Ze zndmého napéti baterie (v mobilu, v pocitaéi) odhadnéte zbyvajici kapacitu.
Vychazime z kone¢né mnoha hodnot, ale aproximaci chceme pouzit na celém intervalu.
Zde navic chceme, aby byla monoténni.

Uloha: Mame nakreslit V-A charakteristiku diody na zékladé naméfenych dat:

0.0009 A
0.0008 -
0.0007 -
0.0006 - °
0.0005 -
0.0004 -
0.0003 -
0.0002 - °
0.0001 - ¢

0 T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Uloha: Digitalni obrazek zvétsime, popf. otoéime. Zméni se pocet pixelll, popk. i jejich orientace.

Motivacni tlohy na aproximaci

e Uloha 1: Zsvislost sménného kursu na ¢ase na zékladé udaji z burzy.

e Uloha 2: Rychly odhad Gaussova integralu (distribu¢ni funkce normélniho rozdéleni) s vyuzitim tabul-
kovych hodnot.

e Uloha 3: V-A charakteristika diody na zakladé naméfenych hodnot.

e Uloha 4: Teploty naméfené na meteorologické stanici.
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Data jsou vzdy diskrétni (koneénd).
Rozlisujeme:

1. aproximaci spojité funkce pomoci konecnych dat (1. zdpoctova tiloha),

2. nalezeni funkce s malym poctem parametri, kterd priblizné odpovidd datim (2. zdpoctova tloha).

1.1.4 Zaéakladni tloha aproximace

Dano:

vektor & = (zg,...,%Tn—1) € R™ uréujici n (ruznych) uzlovych bod,

vektor ¥ = (yo,-..,Yn—1) € R™ pozadovanych hodnot v uzlovych bodech,

mnozina funkci F, které smime pouzit k aproximaci (definovanych alespon v bodech xg, ..., 2, 1).

v

Ukol: vybrat funkci ¢ € F tak, aby vektor ¢(#) = (¢(x0),...,¢(xn-1)) € R™ byl ,co nejblizsi* danému
vektoru /.

Blokové schema obecné aproximace

F
X
solve
y
2
t
t call o(t)
Predpoklad: F je linearni obal k zndmgch, tzv. aproximacnich funkeci ¢g,...,op_1, k < n:

F =Lin{pg,...,0p-1} = {chgoj:cj GR}.

i<k
Zbyva urdit vektor redlnych koeficientti ¢ = (cy, . . ., cx—1) linedrni kombinace
@ = E Cjpj .
j<k
Vektorova formulace aproximacni ulohy

Aproximaéni funkce jsou reprezentovany vektory ¢;(Z) = (¢;(2o),...,¢j(@n-1)), j=0,...,k—1. (Z&dné jiné
jejich hodnoty do aproximadni dlohy nevstupuji.)
Pro vyslednou aproximaci plati

P(T) =Y cjp;(d),

i<k

8

neboli k 7 hleddme ,,co nejblizsi“ vektor ¢(Z) z linedrniho obalu znamych vektora ¢o(Z),. .., pr—1(

).

12



Blokové schema obecné aproximace linearni kombinaci

$0,; L1, - - -
T call
©Yo, L1, - - -
Sﬁo(f), QO]_(f), ..
_y_ solve < lin. comb.
®
t
t call p(t)

1.2 Interpolace

Specialni pripad aproximace, kdy pozadujeme presnou shodu v uzlovych bodech.
Dano:

vektor & = (zo,...,Zn—1) € R™ urcujici n (ruznych) uzlovych bodu,

vektor ¥ = (yo, ..., Yn—1) € R™ pozadovanych hodnot v uzlovych bodech,
mnozina funkei F, které smime pouzit k aproximaci (definovanych alespon v bodech zg

Hledame: ¢ € F spliijici ¢(Z) = 7, tj.

o(xzi) =y, 1=0,...,n—1.

Predpoklad: F =Lin{go,...,pk-1} = { Yocipiic € R} .
<k
Ve vektorové formulaci: (@)= ¢jp;(@)=17.
Jj<k
1.2.1 Prosta interpolace

Dosazenim dostéavame
> cipi(@) =wi, i=0,...,n—1,

j<k
coz je soustava k linearnich rovnic pro neznamé cg,...,Cp_1.
Pro jednoznacnost feSeni potfebujeme k = n a navic, aby aritmetické vektory ¢;(Z) = (¢;j(z0),...,9j(@n-1)), J=
0,...,n—1, byly linedrné nezdvislé. (To lze pokazit, i kdyZz funkce ¢y, ..., p,_1 jsou linedrné nezavislé. Zalezi

i na volbé uzlovych bodu.)
Slozitost vypocétu o< n3, u specidlnich tiloh dosdhneme mensi.

13



Blokové schema obecné prosté interpolace

$0,; L1, - - -
T call
©Yo, L1, - - -
@0(5)7 QO]_(f), ..
_y_ solve < lin. comb.
®
t
t call p(t)

1.3 Interpolace polynomem

Interpolujeme polynomem stupné < n, neboli < n — 1.

Ma pravé n koeficientti, coz potfebujeme pro existenci a jednoznacnost feseni.
Za bazi prostoru téchto polynomt mizeme volit ¢;(t) =t/, j=0,...,n—1.
Jind baze muze byt vyhodnéjsi.

Vyhody interpolace polynomem

e Jediné, co pocitac¢ umi rychle, jsou 4 zakladni aritmetické operace, tedy kromé polynomu uz jen racionalni
funkce.

e Polynomy lze snadno integrovat, derivovat...

e Resitelnost:

Véta 1.1 Interpolacni ulohu s n riznymi uzlovymi body Tesi pravé jeden polynom stupné < n.

e Univerzalnost:

Véta 1.2 (Weierstrassova) Necht f je spojitd funkce na uzavieném intervalu I a necht je ddano &islo
€ > 0. Pak existuje polynom ¢ takovy, Ze

Viel:|f(t)—e@)|<e.

Nevyhody interpolace polynomem

e Weierstrassova véta netfika nic o potfebném stupni polynomu, takze vysledek nemusi byt pouzitelny.
e Velmi malo skuteénych zavislosti je polynomiélnich.

Lze fesit prostou interpolaci, ale se slozitosti o< n3; jde to lépe.

14



5, Vodorovna linearita“ — interpolace linearnim polynomem
Dvéma body (z;,¥:), (z;,y;) prokladdme linedrni funkei ¢. Jeji hodnota v bodé ¢ je vazenym primérem y;, y;,
kde vahy jsou nepiimo imérné vzdélenostem ¢ — x;, x; — t:

z; = (i) = i,

zj = () = yj

fl’i Ijt tyi + yjt
L—X; Zrj— —x; xTj—
t=—7—1 ~el)= 71,
t—(ﬂi £j—t t—;c,i Qij—t
)@+ (- ) z;— )y + (t—x)y;
= et ol g - R )
J 7 Z Z;

Odvozeni vyzadovalo t ¢ {z;,x;}, ale vysledek plati vzdy.

1.3.1 Lagrangeova konstrukce interpolac¢niho polynomu
1. Pro j = 0,...,n — 1 vyfesime specidlni pripad, kdy j-t4 slozka vektoru  je jednotkova, ostatni nulové;
vysledkem je polynom g;,
1 proi=yjy,
() = s =
0;(:) Y {0 pro i # j.

(0i; je tzv. Kroneckerovo delta)

Polynom p; stupné <n — 1 méd n — 1 kofenil xg,...,Zj—1, Tj41,---,Tn—1;
0j(t) = aj(t—mo)...(t —2j—)(t —xjq1) ... (L = Tn-1)
= a; H (t - Jil) s
i<n,i#£j

kde a; urcime ze vztahu g;(z;) = 1:

[I (t—=)

1 i<n,iF£j
(t) = .
B 7R

i<n,i#j i<n,i#]
2. Obecné feseni tlohy interpolace polynomem je linedrni kombinace

‘P:Zngjv

T ()
e(t) = yioit)=> u %

j<n j<n i<n,it]

Kontrola:

p@) =Y y505(x) = ;65 = -
j<n j<n

Vv

15



Blokové schema Lagrangeovy konstrukce interpolacniho polynomu

8

S solve

B

Q0(5)7 DI Qn—l(

<y

—+ lin. comb.

13

t
t call o(t)

»Svisla linearita® aproximacéni tlohy (v nezévislé proménné)

Vétsinou predpokladdme linearitu vystupu (princip superpozice), coz zajisti nezavislost feseni na zvoleném li-
nearnim méritku.

Pak jakékoli feSeni aproximad¢ni tlohy musi linedrné zaviset na slozkach aritmetického vektoru 4 = (yo, - .., Yn—1)-
Vstupni vektor ¥ = (yo,. .., ¥n—1) je linedrni kombinac{ vektori standardni baze,

g:yo (150770)+y1 (07170770)++y’n—1 (07;071):Zy]gj
—_———

€o €1 €n—1 g<n
Vysledna aproximace bude linedrni kombinaci (se stejnymi koeficienty yo, ..., yn—1) funkei g;, které fesi apro-
ximacni tlohu se vstupy €j,
é =(1,0,0,...,0) ~ oo,
él = (07 1’ 07

,O) — 01,

é’nfl = (0707~"7071) = On—1,

yo=2 Y€ = Y0 =
j<n j<n
Funkce gg, 01, - - -, 0n—1 ndm poskytuji plnou informaci o feSeni tlohy pro libovolné ¥ = (yo, ..., Yn—1)-
Poznamka: Pro interpolaci jsou €y, ..., €,_1 vektory hodnot funkci og, ..., 0n_1,

gj = (Qj (1‘0)7 <y 05 (Iﬂl—l)) .

Pro obecnou aproximaci to tak byt nemusi, ale uvedené dusledky linearity ztstavaji v platnosti.

Nedostatky Lagrangeovy konstrukce interpolac¢niho polynomu

Slozitost o< n?, a to i pro vypocet jedné hodnoty, pokud vysledek neupravime.
P1i aproximaci vyvoje na burze dostavame prubézné nova data.

Musime kvuli tomu pocitat vse znova?

(Nékteré mezivysledky lze pouzit, pokud jsme si je nezapomnéli zaznamenat.)
Lze vsak vyjit z predchoziho vysledku a ten jen opravit o ur¢ity polynom:

16



1.3.2 Newtonova konstrukce interpola¢niho polynomu

NEWTON 1 (n=7)

- "

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

Jednd se stale o stejny polynom.

Konstantni polynom dg = y9 méa spravnou hodnotu v uzlovém bodé xg.

Hledany polynom ¢ dostaneme pfic¢tenim vhodného polynomu wg nulového v zg: t — (t — xo) wo(t), kde wp je
polynom stupné < n — 2:

i — d .

o(t) = do + (t — o) wolt) do =10, wolws) = i’_xz i>0),
wl Z; —d .

wo(t):ler(tfxl)wl(t), dq :wo(xl), wl(Ii):%xll, > 1,
w .’fﬂl —d .

wl(t):dz‘i’(t*xg)WQ(t), dgiwl(LEQ), LLJQ(IEZ'):%@Q, Z>2,
w .:LEZ —d .

wo(t) = d3 + (t — z3) wa(t) d3 = wa(3), w3(xi):i_7)m3, i>3,
Wn—-3\T; —dn, .

wn73(t) =dp 2+ (t - xn72) wn72(t) , dp2= wnfS(xn72) s wn72(wi) = %22 , E>n—2,
i n—

wn72(t) =dp_1 = wn72(xn71) .

Zpétnym dosazenim dostaneme

(p(t) = d0+(t—.730)'[d1+(t—l‘1)'[d2+
+... (t — $n,3) . [dn72 + (t — $n,2) . dnfl] .. ]] .

S
—~
~
~
Il

do+(t*l’o)d1+(t*%o)(t*$1)d2+...+dn_1 H (t*iﬂi)

i<n—1
Z dj H(t — {I?Z) .

ji<n i<j

Slozitost vypoctu koeficientlt o< n?, vypoétu jedné funkéni hodnoty podle proniho, nerozndsobeného vzorce o< n.
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Blokové schema Newtonovy konstrukce interpolacniho polynomu

f —]
solve
y
J wo(f),wl(f),...
Hlin. comb.
2
t
t call o(t)

1.3.3 Nevillav algoritmus

Nezajimaji nas koeficienty, pouze hodnota interpola¢niho polynomu pro jediny argument t.

Jednim bodem (z;,y;) prolozime konstantni polynom y; . Dva body (2;,v:), (Zit+1,¥yi+1) linedrné interpolujeme,
hodnota v t je dle :
(@iv1 — O yi + (= i) Yirr

Yizi4+1 = 5
Ti41 — T4

coZ je spravné pro t € {x;, x;iy1}.

Rekurentni postup: Obecnéji pro j < k ozna¢me y;.;, hodnotu v bodé ¢ interpola¢niho polynomu prolozeného
body (z;,Y;), .-, (@K, Yx). Zavisi na pocateéni volbé t; pro t € {z;,...,xx} by byl y;.; spravny vysledek.
Specialné:

Yit1:itm by vyslo sprdvné pro t € {Tiy1,...,Titm—1} & Pro t = Tiym,
Yiitm—1 by vyslo sprdvné pro t € {w;y1,...,%itm_1} a pro t = x;,
Yisitm by vyslo Spravné pro ¢t € {Z;11,...,Titm—1} & Pro t = Tj, t = Tj1m;

dostaneme ho linearn{ interpolaci mezi z; a z;1,, dle (1):

(@itm — ) Yiriem—1 + (t — i) Yit1:i4m
Tigm — T '

Yizvidtm =

Poéitdme pro viechna i =0,...,n — 1 —m (vnitini cyklus); m=1,...,n—1 (vnéjsi cyklus);

Yo:n—1 je vysledek. SloZitost oc n2.

18



Blokové schema Nevillova algoritmu

@11&

—_— solve

Numerické chyby Nevillova algoritmu Ize dale omezit, budeme-li misto hodnot interpola¢nich polynomu pocitat
s jejich rozdily,

Cim = Yisi4m — Yisitm—1
Di,m = Yivi+m — Yit1lii4m

které 1ze pocitat podle rekurentnich vzorct

| (t =) (Cit1,m—1 — Dim—1)
im ’
Li+m — Ty

(t — zitm) (Cix1,m-1 — Dim—1)

Litm — L4

Dim =

a vysledek napt. jako
n—1

Yom-1=20+ »_ Com-
m=1

1.3.4 Chyba aproximace interpola¢nim polynomem

Upravena tloha: Aproximujeme funkci f;

T je vektor uzlovych bodu,

¥ = f(Z) je vektor pozadovanych hodnot v uzlovych bodech.

Prolozime interpola¢ni polynom ¢.

Zajim4 nas hodnota p(u) v libovolném bodé u a jeji chyba f(u) — o(u).
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Odvozeni chyby aproximace interpola¢nim polynomem

Chyba metody f— ¢ je v uzlovych bodech nulovd, zkouméme jeji hodnotu f(u)—¢(u) v bodé u ¢ {zg,...,Tp_1}.
V duchu Newtonovy konstrukce najdeme interpola¢ni polynom v, stupné n, ktery spravné interpoluje i v bodé w:

k ¢ pricteme ,vhodny nasobek® polynomu W stupné n s uzlovymi body xg, ..., Tn—1,
Gult) = ot) + Py T (- 2) .
<n
—_———
W (t)

(Polynom ,, zavisi na volbé bodu w.)
»Vhodny ndsobek“ P, spliiuje ¢, (u) = f(u), takze provedend oprava v bodé u je pravé chyba interpolace
polynomem ¢:

f(u) = p(u) = Pu(u) — (u) = P, W(u),
f(u) = p(u)

Pe= "W

Funkce f,,, jsou si ,blizké“, mame

>n + 1 kofent u, zg, ..., x,—1 funkce f — 1, mezi kazdymi dvéma (aspon jeden) kofen derivace,
> n kotent funkce (f — ,,),

> n — 1 kofent funkee (f —v,)",

> 1 koten funkce (f — )™ = £ — (™ oznacme jej &, (zavisi na u).

(Potfebovali jsme spojité derivace do fadu n.) Budeme potfebovat n-tou derivaci polynomu

bW =e@+ P ]J-e) = o) P ),

i<n polynom stupné<n

polynom stupné<n
M () = P, (t")™ = P, n!.

Vyuzijeme

(n)
Flu) = olu) = 728 iy

n!

(n)
17) — o) = LN ey,

kde | £(™ (¢,)| nahradime hornim odhadem na uzavieném intervalu I D {u,zo,...,2n_1}: M, > max | ()],
€

1F() — plu)] < 2 W ).

Pomoci horntho odhadu w > max |W (t)| dostaneme odhad chyby nezavisly na wu:
te

Predpoklad: f m4 spojité derivace do fddu n na wuzavreném intervalu I D {u,zg,...,Tn_1}.

Co muzeme ovlivnit

1
1. Pocet uzlovych bodi = koeficient — ©,alei M, ®.
n!

2. Interval I, ale musi obsahovat {u, zg, ..., Z,—1}, to lze jen pokazit, kdyz u bude ,daleko“ ®; rozlisujeme:
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e extrapolaci, kdy aproximujeme mimo interval (min; x;, max; x;),

e interpolaci (v uzs$im smyslu), kdy aproximujeme na intervalu (min; z;, max; ;).

3. Rozlozeni uzlovych bodi = w ©.

Priklad:
exp In
201 ]
18-
164
144 0 . .
2] 0.5 | 1.5 2
104
8.
— |-
6.
4.
0.5 i 1.5 2 25 3 -2
Ad[I] Pocet uzlovych bodu
f exp In
n—1)!
oWl | e | 2
argmax 2 1/2
M, exp(2) an
n Mn =
]\72! n! n
2
=22 | %] 3 57 2
My
4 ar 0.31 4
M,
8 8—'8 1.8-104 32
Miﬁ —13
16 —_— 3.5-10 4096
16!
® ®
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Ad 2] Extrapolace

f exp In
—1)
7o) | ooy | EU
argmax 3 1/10
M, exp(3) 10™
n Mn
n! n! n
2 My 1
I=1(1/10,3) P 0 o0
.
4 4—;‘ 0.84 2500
M,
8 8—|8 5-1074 | 1.25-107
Mg
1 =L 1012 | 6.25.10%
6 T 0 6.25- 10
©) 20

Zbyva:
Ad [B] Rozlozeni uzlovych bodti

Chyba aproximace interpola¢nim polynomem

NEWTON 1 (n=7) - odhad chyby
0.05 {

0.04 4
0.03 4

0.02 4

‘7 skuteénd chyba —— odhad chyhy‘

1.3.5 CebySevovy polynomy

/N

0.5
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~v;(t) = cos(j arccost), ji=0,1,2,...

Pocitaji se z rekurentniho vztahu

Y(t) = 1= cos(0 arccost),

v1(t) = t=cos(l arccost),

i(t) = 2tyi-a(t) —y-—20), =2,

cosa+cosff = 2cosa;ﬁcosa;6, a:=j0, B:=(—2)0,
cosjl +cos(j —2)0 = 2cosf cos(j—1)0,
cosjf = 2cosf cos(j—1)0 —cos(j —2)0, 0 :=arccost,
t

cos(j arccost) = 2t (cos(j — 1)arccost) — cos((j — 2) arccost) .
—_————

75 (1) vi—1(t) vji—2(t)

Obor hodnot funkei 75, j > 1, na intervalu (—1,1) je (—1,1).

Kofeny 2, ...,2j—1 jsou FeSeni rovnice
cos(j arccosz,) = 0,
. ™
jarccoszy = o + km,
1 /7
arccos zp, = — (5 + kw) € (0,m),
J

1
zZ = cos(?(k—i—)), k=0,1,....,5—1.
J 2

Pro j = n dostdvdme doporucené kosinové rozdéleni uzlovych bodt na intervalu (—1,1); obecné na (a, b)

b b— b b— k+ 3
T = —12—a+ 2azk: 42—a+ 2acos7r(712)7 k=0,...,n—1.

Pokud pozadujeme, aby byly uzlové body v krajnich bodech intervalu, mizeme vzorec modifikovat:

b+a+b—a Tk
T — COS
k 2 2 n—1’

k=0,....,n—1.

Chyba aproximace pri kosinovém rozdéleni uzlovych boda
NEWTON 1 (n=7) - odhad chyby
0.01

0.076 1
0.0/14 4
0.012
0.p10

0J008 1

006

.004 4

.002

:5 :4 :3 f‘2 *‘1 0 lI

4
|7 skuteénd chyba —— odhad chyby|
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Vliv lokalnich zmén na interpolacni polynom

INTERP (n=9) INTERP (n=9)
2.0

Vliv lokalnich zmén na interpolacni polynom

INTERP (n=17)
T f\. A ————t— A
~’8 6 -4 -2 0 2 4 6 | 8
-20 !
_40 i
_60 4
_80 -
=100 +
-120 A
~140
~160 4 4 6 8
t
1.3.6 Priklad pouziti interpolac¢niho polynomu na realnych datech
NEWTON 2 NEWTON 2
100 0.003 1
80 0.002 1
60 0.001 r_/
0 : : . :
401 0.1 0.2 0.3 0.4
-0.001 { !
201
-0.002 4
0 T T T T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0.003
t
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Vyjdeme z motivacéni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty proloZime interpola¢nim polynomem.
Interpolace polynomem

42

41-

40 -

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) = 37.74,  ©(1439.5) = 35.38

Interpolace polynomem

3sb/ /1

2 ¢

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) =38.33,  (1439.5) = —4.71-10° ©0©
Interpolace polynomem

41

260 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 97 bodii (irénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) = 2.94 - 10% ©(1439.5) = —2.34-10* @0
P1i pouziti vSech 1440 bodu

0(1440/v/2) = 148 - 1014 (1439.5) = 7.23-10%17 @00

= hruba sila nic nefesi, vyhnéme se pouziti polynomu velkého stupné.
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1.3.7 Hermitav interpola¢ni polynom

Priklad: Dano: zo =0, z; =1; Yo=1, v10=2, Y1=3, yi,1=4%
Hled4dme: polynom ¢(t) = ¢y + c1t + cat? + c3t?, splitujict

o(xg) = Y0,0 5 o(xy) = Y1,0 5 80/(350) =Y0,1, 90/(551) =¥Y1,1,
¢(0) =1, p(1) =2, ¢'(0) =3, ¢'(1) =

o(t) =1+ 3t — 7t* +5¢°.

0 02 04 o6 o8 1
'

Jiny postup: Stejné jako u Lagrangeovy konstrukce interpolacniho polynomu miZzeme sestrojit nejdrive poly-
nomy 7, 0,0, T stupné 3, splnujici

v [ 90) ¥A) ¢'(0) ¢'(1)
n | 1 0 0 0
o| o 1 0 0
ol 0 0 1 0
Tl 0 0 0 1

Vysledek je jejich linedrni kombinace se znamymi koeficienty:

Y ="%Y,0NtY1,00+Y,10+Yy11T
=1n+20+ 30 +4r1.

Polynomy tesici dil¢i tlohy:

7 ma dvojnasobny koten 1, je tedy tvaru

n(t) = (at +b) (t = 1)%,

kde a, b uré¢ime z hodnot v 0:

o méa dvojnasobny koten 0, je tedy tvaru
o(t) = (a*t +b*) 12,

kde a*,b* ur¢ime z hodnot v 1:

o(l)y=a"+b" = 1
(1) =3a"+2b* = 0
at=-2, b =3 ot)=(-2t+3)t
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o mé dvojnasobny koren 1 a jednoduchy koren 0, je tedy tvaru
o(t)=ct(t—1)32,

kde ¢ uré¢ime z derivace v 0:

7 ma dvojnasobny koten 0 a jednoduchy koren 1, je tedy tvaru
T(t) =c t* (t—1),
kde ¢* urcime z derivace v 1:

T1)=c"=1
(t) =% (t — 1)

0.5

_% w 5
t

—0.5

[—n—p 6—x

¢ dostaneme jako linearni kombinaci 7, o, o, 7,
©=Y,0N+t¥Y,00+Y,10+Yi17T

1.3.8 Aproximace Taylorovou radou

(pfesnéji Taylorovym polynomem)

Specialni pfipad Hermitova interpola¢niho polynomu s jedinym uzlovym bodem, v némz je zadano prvnich n
derivaci (véetné nulté).

Uloha: Déno:

Uzlovy bod xg,

n hodnot ¥o,0,%0,1,---,Y0.n—1 € R.

Hledame: polynom ¢ stupné < n takovy, ze

(,O(j)(l'o):yo)j, ]:Oaan_l

Reseni je ve tvaru

i 1 ;
p= Zyo,j 2> Q§ (o) = 8, 0j(t) = il (t — o),
j<n
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Yo,5
p(t) = j,] (t — o).

j<n

Pokud jsou 4.0, 0.1, - - - » Yo.n—1 hodnoty derivaci néjaké funkce f v bodé z, tj. yo j = £ (o), pak ¢ je koneéna
Taylorova fada se stredem xg:

) (g _
o) =3 L0 gy

j<n
Pokud f md na intervalu I(u,x) spojitou derivaci fadu n, pak

(n)
£ — plw) = L8 gy,

n.

kde §u € I(U,l‘o),

F(0) = pl)] < 2 [~ o).

Jediny rozdil od chyby interpola¢niho polynomu je, ze polynom W (u) s kofeny xq, ..., x,—1 je nahrazen poly-
nomem (u — )" (stejného stupné) s n-ndsobnym kofenem z,. Aproximace Taylorovou fadou je velmi presnd
v okoli xq, na tkor chyby ve vzdalenéjsich bodech.

Aproximace Taylorovym polynomem

20000 4
15000 4
10000

5000

0 2 4 6 8 10
x

— exp — order 5 order 10 = order 15

Aproximace exponencidly (¢ervené) Taylorovymi polynomy stupnu 5, 10, 15 pro kladné argumenty.

1

[— exp — order 5 order 10 = order 15|

Aproximace exponencidly (¢ervené) Taylorovymi polynomy stupnu 5, 10, 15 pro zdporné argumenty.
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—24

—4

— exp — order 5 order 10 = order 15

Aproximace exponencidly (¢ervend) Taylorovymi polynomy stupnu 5, 10, 15 pro kladné i zdporné argumenty.

1.4 Interpolace spliny

Nevyhoda interpolace polynomem: mald zména vstupni hodnoty v jednom uzlovém bodé mize zasadné ovlivnit
vysledné hodnoty v mistech znac¢né vzdalenych.

Spline je funkce po ¢astech polynomidlni. (Je ddna riznymi polynomy nizkého stupné na jednotlivych interva-
lech.)

Nejjednodussim piipadem je ndhrada po ¢astech linedrni funkci, ,,Jomenou Carou®, linearni spline.
1.4.1 Kubicky spline

Uloha: Déano:

vektor Z = (zg,...,Zn—1) € R™ urcujici n uzlovych bodt vzestupné usporadanych,

vektor ¥ = (yo, - ..,Yn—1) € R™ pozadovanych hodnot v uzlovych bodech,

Hledame: funkci ¢, definovanou na intervalu (zg, z,—1), spliujici:

o o(x;) =y, 1=0,....,n—1,

e ¢ se na intervalu (x;_1, ;) shoduje s néjakym polynomem ¢; stupné nejvyse 3, i=1,....,n—1,
e © mé na intervalu (xg,x,—1) spojitou prvni a druhou derivaci.

(Toto zaddni bude nutné jesté upresnit.) Spojitost derivaci staci zajistit v bodech x1,...,x,_2:
90;(1:1) = §02+1(zi), izla"'an_Qv
o (@) = ¢ia(z), i=1,...n-2.
Pfedpoklddejme, Ze zndme hodnoty ¢; = ¢'(2;) = ¢j(z;) = @i, 1(x:), i = 0,...,n — 1. Tim bude zajisténa

spojitost ¢, zbyva zajistit spojitost ¢”.

i+1

yi+1

i—1 i i+1
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Polynomy ¢;, ¢ = 1,...,n — 1, 1ze najit stejné jako Hermittiv interpola¢ni polynom v predchozi tloze, pouze
uzlové body jsou x;_1,x; misto 0, 1.
Obecny piipad dostaneme linedrni transformaci v € (0,1) na t € (x;_1,x;):

t— o1

t:xi_l—i-(a:i—xi_l)u, U= .
Ti — Tij—1

Na druhych derivacich se to projevi napt.

ni(t) = n(u),
dn, dn d
dz = d—n : T;L , (nekorekini Leibnizova notace)
u
/
iy~ W)
nt) =
S — W
' (Ti = @iz1)?
Na intervalu (z;_1,x;), i =1,...,n — 1, dostavame
Ci—1 Ccq
—— —~

@i(t) =y mi(t) + yi 0i(t) + @' (wi1) 0i(t) + &' (2:) 7(t),

kde n;, 04, 04, 7; jsou polynomy stupné nejvysSe 3 (urcené stejné jako polynomy 7, 0,0, 7 v loze na Hermituv

interpola¢ni polynom).
Muzeme vycislit jejich druhé derivace:

n"(0) = -6, 0"(0)=6, a"(0) = -4, 7(0) = -2,
—6 6 —4 -2
" N — 1 N — " N — 7 N
77i+1(x1) (mi—i-l _ xi)Q ) Qz—‘,—l(‘rl) (l‘i—i-l _ xi)Q ) 01+1(mz) (xi—i-l . -fz) Tz—i—l(xl) (xi+1 _ wl)
n"(1) =6, (1) = -6, a’(1) =2, (1) =4,
6 —6 2 4
"M = —4mM N = —4m8M M) = —mM ") =
n; () (z; — 21-1)2 07 (xi) (z; — 21-1)2 i (i) (i — 21-1)2 7 (i) (27 — 241)2
Zbyva urdit ¢; = ¢’ (x;); proi =1,...,n — 2 mme
Ci—1 C;
1 /! / 1 / "
Yio1m; (@) +yi 07 (w3) + ' (wio1) o (@) + ' (i) 7/ (23) =
Cci Cit1
1 /! ! 1 / "
Yi i1 (T0) + Yi1 0741 (@) + ' (@0) o'y (@) + @' (@ien) 74 (20) (2)
Ci—1 C; C; Cit1
6yi 1 — 6y + 2" (wi 1) +4¢"(wi)) _ —6yi +6yi1 — 4@ (wi) =20 (wiy1)
(fz‘ - ‘rifl)z ($i+1 - xi)z ’
Ci—1 C;
P+ (o) +
Ti_ T
@ -z O w2 Y
c; Cit+1
4 / / —6y,_1 + 6y; —6y; + 6y
F—5 ¥ (Ti) + x; = ;
(Tiv1 — xi)? @ (@) (Tit1 — xi)? @ @) (i —zim1)? (T — )3

to je n — 2 linearnich rovnic o n neznamych.
Zbyvaji 2 volitelné parametry. Obvykle se voli ¢’ (zg) = ¢”(2,—1) = 0, tzv. pfirozeny spline (angl. natural
spline). To znamend, ze v pro ¢ = 0, resp. n — 1, nahradime (nedefinovanou) levou, resp. pravou, stranu
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nulou.
Dalsi moznosti, které v soucasnosti podporuje Maple:

U

o' (x0) = ¢’ (xn_1), 0" (x0) = " (wn_1), (endpoints=’periodic’),

spojitost 3. derivace v x1,x,_2 (endpoints=’notaknot’),
nebo explicitni zadani prvni derivace v krajnich bodech, popt. jakychkoli podobnych podminek v pozadovaném

poctu.

Tyto volby se projevi pouze na okrajich intervalu.

1 1f 4 4 u‘b\]u
Blokové schema interpolace spliny
= solve
70, 00,00, 70, - - -
D

n0(Z), 00(Z), - - -

oL

solve

<y

lin. comb.

Vypocet ma dvé casti:
1. Vypocet koeficientti ¢; = ¢'(x;), i = 0,...,n — 1 (slozitost nejvyse ox n?).
2. Vypocet funkéni hodnoty (slozitost o< Inn).

Matice soustavy je tridiagonalni a koeficienty na diagondle jsou nejvétsi z radku.
Jsou-li navic uzlové body ekvidistantni, je matice soustavy symetrickd.

(Oboji 1ze vyuzit pro efektivnéjsi feseni.)

Spliny nelze extrapolovat! ®

Presto to véetsina implementaci dovoluje.

Poznamka: Volba rozdéleni ma v pripadé interpolace splinem vyrazné mensi vliv.
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Vliv lokalnich zmén na spline

SPLINE (n=9, #d=3) SPLINE (n=9, tad=3)

(=21
[

1.4.2 Priklad pouziti splinu na realnych datech

Vyjdeme z motiva¢ni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty prolozime splinem.

42-
41-
40 -
39-
38
37-

36

35
34

33

Interpolace splinem

200 ' 400 600 ' 800 " 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |
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©(1440/v/2) =37.44,  (1439.5) = 35.46

Interpolace splinem

33 T T T T T T T T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodi (trénovaci) — aproximace |
@(1440/\/5) = 38.28, ©(1439.5) = 35.46
Interpolace splinem
42-
41

33

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 97 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) =38.24,  ©(1439.5) = 35.45

Pii pouziti viech 1441 bodi
©(1440/v/2) = 38.25,  ©(1439.5) = 35.42

V-A charakteristika diody

SPLINE SPLINE
0.0009 1
0.0008 0.000015 -
0.0007 ) 0.000010 ]
0.0006 |
0.0005 ] 0.000005 |
0.0004 ] o . . .
0.0003 ] oo 03
~0.000005 |
0.0002
0.0001 ~0.0000101
0 . :
0 0.1 0.2 03 0.4 -0.000015 ]
t
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1.5 Metoda nejmensich ¢tvercia

Uloha: Déno:

vektor & = (zg, ..., 2n—1) € R™ uréujici n uzlovych bodt (ne nutné raznych),
vektor ¥ = (Yo, ..., Yn—1) € R™ zaddoucich hodnot v uzlovych bodech,
k funkei ¢, ..., pr—1, k < n, definovanych alespon ve vsech uzlovych bodech.
Hledame: koeficienty cy, ..., cr—1 € R linedrni kombinace funkei ¢;
P=> ¢p;
i<k

takové, abychom minimalizovali vyraz
2
o= S (ple) = = (S eed i)
i<n i<n Nj<k

tj. kvadrat svislé vzdalenosti od danych bodu.

-]

To odpovida maximélné vérohodnému odhadu, pokud chyby ve svislém sméru maji stejna nezavisld normalni
rozdéleni.

Modifikovana kritéria

4 i
3+ 3 _]
y | 6
2 a Yo ¥ 7
1 1 2;
0 n \ll‘\‘ll\‘l[!‘
VA 4 LI T
VT s A A AL AR R
X = X —92_|

Vodorovna vzdélenost ma problém, sikmé ani nemusi davat smysl.
Rizné vahy: How =3, wi (0(x) — 43)?
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v b e b by

o

Resi se analogicky (Maple podporuje),

Hy =" |o(w:) — il

i<n
nevede na jednoznac¢né feseni, neuziva se,

Hy = max [p(x;) — yi
<n

fesi se (tzv. CebySevova aproximace), ale je obtiznéjsi.

1.5.1 Reseni aproximace podle kritéria nejmensich ¢tverci

V R™ mdme skaldrni soucin vektortt @ = (ug, ..., Un—1), T = (Vo, .., Vp_1):
i<n

Méame aproximovat vektor § linearni kombinaci (&) = > ¢; ¢;(Z),

i<k
minimalizujeme kritérium Hy = (o(%) — 7)) - (0(Z) — 7) = ||¢(Z) — 7.
Reseni: Kolmy pramét spliuje soustavu podminek (prom =0,...,k — 1)

(@) -7 L om(d),
7 = o0,
@m(f) = g)(pm(f)

©(Z) se vzhledem ke skaldrnim soucintim s vektory ., (Z) chova stejné jako .

(ch%(f))-wm(f) = ¥ om(@),

j<k
Y ci(i(@) (@) = From(@),  m=0,...k—1;
j<k

soustava linedrnich rovnic pro nezndmé cy, ..., cp—1 (soustava normalnich rovnic).

Specidlni pFipad: aproximujeme polynomem stupné < k, mtzeme volit ¢;(t) = 7,

0i(E) - om(8) = al-am = altm.

<n <n
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Blokové schema obecné aproximace metodou nejmensich ¢tverct

P05 P1y- -
T ) call
©Yo, L1, - - -
QDO(f)a QO]_(f), e
_y- solve < lin. comb.
®
t
t call p(t)

Priklad pouziti metody nejmensich ¢tverci na realnych datech

Vyjdeme z motivacéni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty proloZzime polynomem.
(Cisla v zévorkach udavaji pocet pouzitych aproximaénich funkei.)

Metoda nejmensich étvereti pol. (6 parametril)

42-
41-
40 -
39-
38
37
36
35
34
33

X

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodi (trénovaci) — aproximace |

©(1440/v/2) =36.63,  (1439.5) = 35.44

Metoda nejmensich étvercd pol. (13 parametri)

33 : : : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) — aproximace |
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©(1440/V/2) = 38.05,  (1439.5) = 35.43

Metoda nejmensich étverci (13 parametri)

33

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 96 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/V/2) = 38.03,  (1439.5) = 35.30

Metoda nejmensich étvercd (15 parametri)

33 . : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 96 bodii (trénovaci) —— aproximace |

V-A charakteristika diody

MNC MNC
0.0009 5
9. x 10 "1
0.0008 1 5
B.x 10 71
0.0007 4 -8
T.%x 10 "1
0.0006 6 x 10-
0.0005 5 x 10-5_
0.0004 4 4. % 10~
0.0003 - 3. x 10" 3
0.0002 2.0% lﬂ's—
0.0001 1. % 10" ¥
0 T T T T r T T ]
0 0.1 0.2 0.3 0.4 -0 0 0.05 0.10

t t

Aproximace V-A charakteristiky diody linedrni kombinaci konstanty a dvou exponencial s vhodnymi zaklady.

1.5.2 Ortogonalizace
V podprostoru P = Lin{po(Z), ..., vr—1(Z)} najdeme ortogonalni bazi (¢o(Z),...,Yr-1(Z)),

;(Z) - Y (Z) =0 pro j # m.
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Ortogonalita zavisi nejen na funkcich o, ..., pr_1, ale i na volbé uzlovych bod!

Hleddme Teseni ve tvaru ¢ = ) d; ¢, kde dj, j =0,...,k — 1 jsou soufadnice vzhledem k nové bazi. Matice
i<k
soustavy normalnich rovnic je diagonalni:
dj (¢;(2) - 4;(@) = §-¢;(2), j=0,....k-1,
- ;(@) g v;(@)
d; = = | j=0,....k—1
T () (@) l[45(@)11?

Navic 1ze volit vektory 9;(Z) jednotkové, pak vyjde jednotkovy i jmenovatel.

Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Z béze (Go, - - -, Pr—1) vytvorime ortogondlni bazi (¥o(Z), ..., Yr—1(Z)):

¢0(f) = <p0(f) ’
1(Z) = 1(F) + a1,0%0(7),

P1(E) (@) =0 = 1(F) - Yo(&) + a1,0¢0(%) - Po(Z) =0
—1(F) - Yo(T)
Yo(Z) - Yo(T)

(Z) + az 191 (%)

= Q10 =
Yo () = p2(Z) + a2, 00

Yo (%) - Yo(2) =0 = (@) - Yo(Z) + a2,0%0(Z) - Yo (L) + 2,1 Y1(F) - Yo(Z) =
—_—

0

Po(Z) -1 () =0 = pa(@) - P1(Z) + 2,0 Yo(Z) - 1 (F) +o191(F) - 91(Z) =0
—_——

Vp,p <ji (&) - p(F) = 0:soj<f>~wp<f>+2ajmwm<> p(Z)

=, = A -
r @[’p(m) Py )
wo(f) 1 0 0 0 0 Po
1/)1 (f) Qaq.0 1 0 0 0 (,51
o () Q2,0 Qg1 1 0 0 )
P3(Z) = Qs 31 Q32 1 0 F3
Pr—1(Z) Ok-1,0 Ok—1,1 Ok—12 1 Pr—1

(Komu vadi maticovy zapis pro vektory, muze je nahradit fadky matice.)
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1.5.3 Aproximace goniometrickym polynomem

(kone¢nou Fourierovou fadou)
Aproximace metodou nejmensich ¢tvercu, pricemz aproximacni funkce jsou

t t t t
1, cos QWT , sin 271'? , COS 47TT , sin 47rf ,
Pro ekvidistantni uzlové body na intervalu délky T,
T, =a+1—, 1=0,....,n—1
n

jsou vektory ¢;(Z) (kterych smi byt nejvyse n) ortogondlni.

Pro ortogonalni funkce je slozitost o< kn.

Pro k = n dostdvame o n?.

Rychla Fourierova transformace (Fast Fourier Transform, FFT) déle sniZzuje slozitost na o« n lnn.
K tomu vyzaduje navic n = 2™, jinak efektivita klesa.
Pouziti: Aproximace periodickych a ,témér periodickych® priabéhi, zejména akustickych, ale napr. i obrazo-

vych; komprese mp3 a jpeg.
Rozklad na frekvence dovoluje dalsi zpracovani, digitalni filtraci, rozpoznavani atd.

Priklad pouziti metody nejmensich ¢tverci na realnych datech

Vyjdeme z motiva¢ni tlohy (teplota pacienta) a vybrané hodnoty prolozime goniometrickym polynomem.
(Cisla v zévorkach udavaji pocet pouzitych aproximad¢nich funkei.)

Metoda nejmensich étvercl gon. (6 parametri)

42-
41-
40 -
39-
38
37-
36-
35-
34
33

200 ' 400 600 ' 800 " 1000 1200 1400

[ - 1441 bodi (testovaci) @ 6 bodii (trénovaci) — aproximace |

©(1440/v/2) = 38.16,  (1439.5) = 34.72
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Metoda nejmensich étvercil gon. (13 parametri)

42-
41

33 :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 24 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/v/2) =38.20,  (1439.5) = 34.99

Metoda nejmensich étvercid gon. (13 parametrt)

33 : : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 96 bodii (trénovaci) — aproximace |

©(1440/v2) =38.20,  (1439.5) = 35.41

Metoda nejmensich étvercd gon. (13 parametri)

33 1 1 | 1 )
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) - 1441 bodii (trénovaci) —— aproximace |

©(1440/V/2) =38.22,  (1439.5) = 35.35

1.5.4 CebySevova aproximace polynomem

Uloha: Déno:
omezeny interval I,
spojitd funkce f na I,
keN.
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Hledame: polynom ¢ stupné menstho nez k takovy, abychom minimalizovali vyraz
Hy = t) — f(t)].
o = max () — f(1)]

To se také déla, ale je to mnohem pracnéjsi. Castéji se pouziva modifikovand aproximace metodou nejmensich
Ctvercl:
Cebysevova aproximace polynomem

Pro jednoduchost na intervalu I = (—1,1); zobecnéni na interval (a, b) dostaneme linedrni transformaci

b+a b—a
T = —_
2 2

inverzni transformace je

z= b—a

2

Za bazi prostoru viech polynomt stupné < k volime CebySevovy polynomy.
Pokud mizeme, volime n > k uzlovych boda o, ..., z,—1 € (—1, 1) jako kofeny CebySevova polynomu stupné n,

tj. s kosinovym rozdélenim:
1
; :cos,(E(iJrf)), i=0,...,n—1.
n 2

Pro k = n dostaneme interpola¢ni polynom (s doporuc¢enym kosinovym rozdélenim uzlovych bodi). Reseni pro
k < n se od interpolac¢niho polynomu lisi zanedbanim ¢leni vyssiho radu. Koeficienty cg, . .., c,—1 byvajl malé.
(Z&vist ovSem na vyS§ich derivacich aproximované funkce!) Chyba v uzlovych bodech je proto omezena vyrazem

o) — F@) < Y Iyl
j=k

Poznamky o Cebysevové aproximaci
e Neoptimalizujeme presné kritérium Hy, ale vysledek se od optimalniho feseni prilis nelisi.

e O chybé mimo uzlové body nelze Fici mnoho, presto lze postup doporucit.

Rekurentni vzorec lze pouzit nejen ke stanoveni CebySevovych polynomi, ale i pifmo k vypoctu jejich
hodnot v daném bodé.

Nedoporuéuje se vysledek rozndsobovat do standardnfho tvaru ¢(t) = > b; ¢.
i<k

Metodu lze zobecnit i na pripad, kdy hleddme aproximaci ve tvaru soucinu znamé funkce a nezndmého
polynomu.
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.

Znaceni specifické pro tuto kapitolu

... pocet uzlovych bodu

= (zg,...,Tn—1) ... vektor uzlovych bodu

7= (Y0,---sYn—1) -.. vektor pozadovanych hodnot v uzlovych bodech

f ... aproximovana funkce, f(x;) =y;

¢ ... aproximujici funkce, ¢ = f, p(x;) = y;

F ... mnozina povolenych aproximujicich funkci, p € F

(0, -+, Pk—1) ... bdze prostoru povolenych aproximujicich funkei, F € Lin{¢y, ..., pr—1}
k ... dimenze prostoru povolenych aproximujicich funkeci, k& = dim F

—

¢=(coy...,Cx—1) ... vektor koeficientl1 linedrn{ kombinace, souradnice aproximace ¢ vzhledem k bézi (¢o, . . ., ©k—1),

P = Ej<k Cj Pj

o(Z), po(@), ..., vr-1(Z), Yo (Z) apod. ... vektory hodnot funkei v uzlovych bodech zo, . . ., zn_1, p(Z) = (¢p(z0), ..., ©(Tn-1))
apod.

W ... polynom pouzity v odhadech chyby, W (t) =[], ., (t — z;)

W ... horni odhad absolutni hodnoty polynomu W na pouzitém intervalu

7; .. Cebyseviv polynom fadu j, v;(t) = cos(j arccost)

Yij ... pozadovand hodnota j-té derivace v i-tém uzlovém bodg, y; ; = fU)(2;) = ) (z;)

T ... perioda aproximované periodické funkce

n
z

Znaceni pouzivané podobné v celém predmétu

di; ... Kroneckerovo delta, d;; = 1, d;; = 0 pro i # j
- ... skaldrni soucin, - 7=, u;-v;
Il| ... norma, obvykle euklidovskd, ||@|| = vV - @

I(...) ... nejmensi interval obsahujici ¢isla (body) v zévorce, napt. I(xq,...,Zn—1) = (min x;, max ;)
K2 K2

M; ... horni odhad absolutni hodnoty j-té derivace aproximované funkee, |f G )| < M, na pouzitém intervalu
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2 NUMERICKA DERIVACE A RICHARDSONOVA EXTRAPO-
LACE

2.1 Formulace problému

Uloha: Odhadnout f’(z) pomoci funkénich hodnot v koneéné mnoha bodech.

Pro¢ to nedélat?

1. Umime symbolicky zderivovat jakykoli vyraz. ®

2. Napf. aproximace polynomem dle Weierstrassovy véty ma libovolné velkou chybu derivace. ®

Proc to délat?

1. Symbolickd derivace je programatorsky naroc¢ns. ®

2. Ne vzdy je derivovana funkce zadana vzoreckem, mame napr. jen diskrétni data. ®
3. Chce se to po nas.

Zakladni numerické odhady derivace

7 definice

h—0 h ’

dostaneme odhad

f(z+h) - f(z)
. :

Smérnici teény nahrazujeme smérnici seény v bodech (z, f(x)) a (x + h, f(z + h)).

dp(z, h) =

Symetricky odhad

ds(l‘, h) _ dn(ﬂf, h) +2dn($, —h) _ f(l‘ + ]7,)2—hf(1' — h)7

je smérnice secny, vedené body (x — h, f(x — h)) a (z + h, f(z + h)).

f(x+h)
S
F(x)
Sflx—h)
x—h x x+h
z+h)—f(x—h
fa ) ads(xvh):%
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2.2 Chyba metody u numerické derivace
Taylortv rozvoj funkce f a odhadi derivace podle h v okoli O:
h2
fla+h)=f(x)+hf'(x)+ -

h3 h h?
”:C 7!/11, 7():1; 7()1’
5 @)+ @)+ 5 V@) + 5 @)+
flat+h) - flz)

dp(z,h) = o
2 3 4
= @)+ @)+ @)+ SO @) 4 s FO@)
ooty = L= S 1)
h h? h3 h*
= f'(z) - §f”(33) + Ff”’(x) - ﬂf(‘l)(a?) + Hofw)(x) -
iy = L0 Ta
h? h*
= f'@)+ 5" @) + 55 V@) +

Vsimnéte si, ze libovolny odhad derivace déli f krokem h, takze v jejim Taylorové rozvoji se h? nésobi f (pH)(;v).

2.2.1 RAad metod numerické derivace

h
001 003 005 007 010

rrrrr

Zavislost chyby nesymetrického odhadu (= linedrnf) a symetrického (= kvadratickd).
Obecné derivaci f’(x) nahrazujeme odhadem
d(z, h) = f'(z) + e(h),

kde e(h) je chyba odhadu (jeji zavislost na z zde nevyznacujeme).
Ta byva pro malé h pfiblizné amérna néjaké jeho mocning,

le(P)| = ¢ - [R]".

Zlogaritmovanim ziskame linedrni zavislost na parametrech:

Inle(h)] =lnc+p In|hl,
Inle(h)] —1 Inle(h
. Infe(m) ~Inc __ Ine(h)

In || In |h|
pro h — 0, tj. In |h| = —o0.
Definujeme rad metody (fdd odhadu d(z, h)) jako
. Inle(h)|
=1
D=0 T

(pokud limita existuje).

Poznamka 2.1 V logaritmickjch souradnicich md 7dd metody vjznam smérnice asymptoty v (—oo,00).
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1.x107
1.x107
error error 10

1.x10™

1.x10

Zavislost chyby nesymetrického odhadu (= linearni) a symetrického (& kvadraticka).
Véta 2.1 Necht p je nejmensi ¢islo > 1, pro které koeficient u h? v Taylorové rozvoje chyby odhadu d(x, h) deri-

vace f'(x) miZe bt obecné nenulovy. Necht f md v okoli bodu x spojitou derivaci 7ddu p+1. Pak p je rad metody.

Dikaz. Z Lagrangeova tvaru zbytku Taylorova rozvoje

dngﬂHWm

pro néjaké &, € I(z,x + h).

lim h—X
h—>0§ ’

lim fP*0(g,) = fHD (@) € (—00,00),

Infe(h)] _ . pnlh|—Inpl+1n |00 (6]

h—0 In |h] h—0 In |A|
Inpl I [fPTV(g,)]
P e TS T T

Citatel posledniho zlomku konverguje k In |1 ()|, jmenovatel k —oo, cely zlomek k 0. O
Odhad d,(x, h) je fadu 1, ds(z, h) fadu 2.
2.3 Odhady chyb metody u numerické derivace
Pro nesymetricky odhad:
dalar, ) = /@) + 5 £(6),
kde € € I(z,x + h), pokud f mé na intervalu I(z,z + h) spojitou druhou derivaci. Pak existuje My takové, Ze

Vt € I(z,x+h):|f"(t)] < M,.
M.
(o)~ 7)) < 2 .

Odhady chyb metody u numerické derivace

Pro symetricky odhad:

h2
e,

kde £ € I(x — h,z+ h), pokud f m4 na intervalu I(x — h, z + h) spojitou t¥eti derivaci. Pak existuje M3 takové,
ze

ds(z,h) = f'(x) +

Vte I(x —h,z+h):|f" () < Ms.
M3

ds(, h) = @) < == b2
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2.4 Doporucena délka kroku
Typické vysledky numerické derivace

Typicka zavislost vysledku a chyby numerické derivace na kroku
(odhady derivace funkce sin v bodé 1, presnéjsi vysledek 0.5403023059):

nesymetricky odhad symetricky odhad
krok vysledek chyba vysledek chyba

102 | 0.5360859800 | —4.2- 1073 | 0.5402933000 | —9-10~°
102 | 0.5398815000 | —4.2-10~* | 0.5403022000 | —1-10~7
10~* | 0.5402600000 | —4.2- 1075 | 0.5403020000 | —3 - 107
107° | 0.5403000000 | —2.3-107% | 0.5403100000 | 7.7-1076
10~% | 0.5403000000 | —2.3-107% | 0.5404000000 1-1074

10~7 | 0.5400000000 —3-107* | 0.5400000000 | —3-10~*
10~% | 0.5400000000 —3-10~* | 0.5400000000 | —3-10~*
10=2 | 0.5000000000 —4-1072 | 0.4000000000 —.14
1010 0 —0.54 0 —0.54

0540312,
0540310
0540308 ..

0540306 _°

05400040 " .

0540302 I e
0.540300 C
0.540298.
0540296
0540294

10" 107 10° 10° 107 10° 10° 10

0540312
0540310
0540308
0540306
0540304
0540302 o

0540300 -
0540298
0540296
0540294

107" 1070 107 107 107 10 107 107 107 1072

Typické zavislost vysledku numerické derivace na kroku
(nesymetricky a symetricky odhad derivace funkce sin v bodé 1).

Vyjdeme z odhadu chyby metody tvaru
Mp+1 hP,
c
kde p je fad metody,
My1 je odhad | f#+)]
¢ je konstanta pro danou metodu (nejcastéji (p + 1)!).
Zaokrouhlovaci chybu odhadneme vyrazem )
br M[) h 5
kde My je odhad |f],
r je relativni pfesnost numerického vypoctu funkénich hodnot,
b je konstanta pro danou metodu (vétsSinou radu jednotek, uréend poctem séitancu v Citateli pouzitého vyrazu).
Odhad celkové chyby:

M 1
dpn(h) = —2EL0P 4 b My —
c h
minimum nastane pro hqop:
e/(hdop) =0
M, +1 1 bTMO
p L hsop - h2 =0

dop
[ber My
Raop = P70
> pMpia
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Pro d,(z,h):p=1,¢c=2,b=2,

M,
haop = 2 TM 0 odhad chyby metody hdop \/—27“ ~r
2

To je Spatnd zprava! (Zaokrouhlovaci chyba je podobnd.)
Pro ds(x,h): p=2, c=6, b =1 (v Citateli mame dva cleny, ale délime dvéma),

7 M, 1
haop = | 3t Mo ihad chyby metody = aop =

Ms; 2.3

Piiklad: r = 10719, funkéni hodnoty i hodnoty derivaci zhruba stejné (jako napt. u funkce z + e%):
Pro odhad dy, (2, h): haop =2V10710 = 2107 s odhadem relativni chyby Yotz \/r = \/r = 1077,

2/3 ,1/3 .
Pro odhad ds(x, h): haop = /310710 = 6.7-10~* s odhadem relativni chyby 2_311/3 % r2/3 = 23%/3 r
7.47-1078.

Pro funkci z — e

Mg/?’ M31/3 ,r,2/3

2/3 -

100z (pouze zména métitka na ose x) je My = 100% My,

e pro odhad d,,(z,h): hgop =2v10714 =2-1077 s odhadem relativn{ chyby /7 = 107°,
e pro odhad ds(7,h): hiop = V310716 =6.7-107¢ s odhadem relativni chyby 5 31/3 r2/3 = 7.47.1078.

Pro odhad derivace In v bodé z = 10~° (piedchozi délky krokt nelze pouzit): My = 14, M; = 10%, My = 10'2,
My =2.10'8,

e pro odhad dy,(z, h): haop = V4-14-10722 = 8-107!! s odhadem relativni chyby 111(')%).012 VT =3.74-1075,
142/3.(2.1018)"/? )
(B0 s

e proodhad dy(z,h): haop = V3 - 7-10-28 = 1.3.10~? s odhadem relativni chyby 2.311/3
5.47-1077.

Upresnéni:

Dosud jsme uvazovali jen chybu vyhodnoceni funkce f pro presny argument, odhadnutou vyrazem r My. Ne-
presnost r x v argumentu se projevi ve funkéni hodnoté chybou priblizné r x My, kterda mtze byt znacna, bude-li
velkd (absolutni hodnota) derivace funkce f. Proto je zddouci volit ¢isla h,z,z 4+ h tak, aby byla v podcitadi
zobrazena piesné, tedy nikoli napi. h = 10~2 v bindrni reprezentaci.

Odvozeni optimalni délky kroku by se mélo modifikovat podle toho, kterd z chyb r My, rx M; je vétsi. (JeSté
lépe by bylo uvazovat obé chyby najednou, ale tim by se feseni zkomplikovalo, ani by nemuselo byt jednoznacéné.)

2.5 Obecny princip Richardsonovy extrapolace

Motivace:

4.x107°

2.x10°

01
—2.x10°°.
-6 |

error —4 x10

—6.x107°

—8.x107°

Zavislost chyby symetrického odhadu derivace (= kvadratickd).

Princip:
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SE———" g

3
q

Uloha: Spravny vysledek néjakého vipoctu je g(0) = %in% g(h). Predpokladdme, Ze g m4 v okoli bodu 0 Taylorav
,—>
rozvoj
hP h"”
g(h) = g(0) + gg(p)(o) + gg(r)(o) +...,

kde p (f4d metody) zndme a r > p. Z hodnot funkce g v koneéné mnoha nenulovych bodech mame odhadnout

9(0).
Zanedbame c¢leny rada vyssich nez p a aproximujeme g polynomem p(h) = s+ch?, s,c € R. Ke stanoveni s, ¢
zvolime 2 uzlové body h, h/q, kde q # 1:

p(h) =s+ch” = g(h),
p(i) el = 08)

To je regularni soustava dvou linedrnich rovnic pro dvé nezndmé s, ¢, z nichz nas zajima pouze s = ¢(0):
(" —1)s=q"g (%) —g(h),

g (%) —g(h)
o1

Odhad s hodnoty ¢(0) je zatiZen pouze chybami vyssich ¥adt nez p (zde Fadu r).
Casto g = 2, pak
L 29(5) —9(h)
2P — 1

2.6 Vyuziti Richardsonovy extrapolace v numerické derivaci
Odhad d,(x,h) ma chybu fddu 1; z hodnot d,,(z, h), d,,(x, h/q) vypotteme odhad

bt ) B0l )

s chybou radu 2. Pro g = 2:

—flz+h) +4f(z+h/2) -3 f(z)

dpn(z,h) =2d,(x,h/2) — d,(z, h) = W

Ze symetrickych odhadu ds(z, h), ds(z, h/q):

qus(x7 h/q) _ ds(l', h)
¢ —1 ’

dRs(JU, h) =
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s chybou radu 4. Pro g = 2:

dps(z,h) = 4ds(x,h/2;—ds(x,h) _
ff(x+h)+8f(x+h/2)*8f(m—h/2)+f($7h).

6h

Symetricky odhad ds(x, h) lze téZ dostat Richardsonovou extrapolaci z odhadu dg,(x,h) s ¢ = —1.

0.540312
0540310

0.540308

0540306

0540304 " " *
0540302 e
0540300 -
0.540298

0.540296

0.540294

107" 10 10 107 10
h

Vysledky symetrického vzorce zpresnéného Richardsonovou extrapolaci.

0.002 0.008 0010

—5.x10™""
—1.%x1071
error

—~1.5 %107

—2.%x107

Chyba (4. fddu) symetrického vzorce zpfesnéného Richardsonovou extrapolaci.

error

Chyba (4. fadu) symetrického vzorce zpfesnéného Richardsonovou extrapolaci.

2.7 Odhad derivace z realnych dat

Vyjdeme z motivaéni tlohy (teplota pacienta).

Pouzijeme nesymetricky i symetricky vzorec pro odhad derivace a porovname s derivaci diive pouzitych apro-

ximaci.
Interpolace polynomem

42

41-

200 ' 400 ' 600 ' 800 " 1000 1200

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |
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Interpolace polynomem

0.04 -

0.02 -

—0.02+

—0.04+

—0.06-

|:Q 6 bodt derivace nesym. @ 5 bodii derivace sym. — derivace aproximace |

Interpolace splinem

33 T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |
Interpolace splinem
0.010+
0.005 - PY
0 T T T
200 1200 1400
L
—0.005
—0.010 -

[ @ 6 bodd derivace nesym. @ 5 bodu derivace sym. — derivace aproximace |
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Metoda nejmensich étverct pol. (6 parametrd)

42-
41

33 | | | 1 1 1 1
200 400 600 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |
Metoda nejmensich étverct pol. (6 parametrd)
@
0.005 -
0 7
1400
—0.005
—0.010 @
—0.015 4
—0.020

|:Q 6 bodt derivace nesym. @ 5 bodi derivace sym. — derivace aproximace |

Metoda nejmensich étvercl gon. (6 parametri)

200 400 600 800 " 1000 1200 1400

[ - 1441 bodi (testovaci) @ 6 bodii (trénovaci) — aproximace |
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0.015

0.010

0.005

Metoda nejmensich étverci gon. (6 parametri)

—0.005

—0.010

—0.015

35y /]

L

|j 5 bodii derivace nesym. @ 4 bodi derivace sym. — derivace aproximace |

Interpolace polynomem

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) — aproximace |

Interpolace polynomem - derivace

200 400 600 800 1000 1200 1300

[ @ 24 bodii derivace nesym. e 23 bodii derivace sym. — derivace aproximace |

52



Interpolace splinem

42-
41

® 260 460 560 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) — aproximace |
Interpolace splinem - derivace
0.03
0.02 -

EWANTVAN

\&o0¢’ 1000 |
—0.01-
—0.02-
™y
—0.03-

| » 24 bodu derivace nesym. e 23 bodii derivace sym. —— derivace aproximace |

Metoda nejmensich étvercd pol. (13 parametri)

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) — aproximace |
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Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)
)

0.03

0.02 -

0.01 -

—0.01+

—0.02+

| ® 24 bodu derivace nesym. e 23 bodii derivace sym. — derivace aproximace |

Metoda nejmensich étvercid gon. (13 parametrt)

33 : : T T T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 24 bodii (trénovaci) — aproximace |

Metoda nejmensich étvercid gon. (13 parametrt)
L]

—0.01

—0.02+

—0.03

[ @ 23 bodii derivace nesym. e 22 bodii derivace sym. — derivace aproximace |

54



Interpolace splinem

42-
41

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) - 97 bodii (trénovaci) —— aproximace |

Interpolace splinem
0.08 -
0.06 -
0.04.
0.02

—0.02
—0.04

—0.06-

—0.08-

| "+ 96 bodu derivace nesym. -« 95 bodi derivace sym. —— derivace aproximace |

Metoda nejmensich étvercd pol. (13 parametri)

200 400 600 800 " 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 97 bodii (trénovaci) — aproximace |
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Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)

0.06 -

004 - L. .
o..- ... o. . ..

0.02, X - . R E

[ % ) 1000 W
—0.02- S e 7 - \

—0.04- T

. .

—0.06 - .
| '+ 96 bodu derivace nesym. -« 95 bodi derivace sym. — derivace aproximace |

Metoda nejmensich étvercid gon. (13 parametrt)

33 : : : : : :
200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) + 96 bodii (trénovaci) — aproximace |

Metoda nejmensich étvercid gon. (13 parametrt)

0.03
0.02
0.01

—0.01+
—0.02+
—0.03+
—0.04- N
—0.05+

[+ 95 bodii derivace nesym. + 94 bodii derivace sym. — derivace aproximace |
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Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)

42-
41

33

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) - 1441 bodii (trénovaci) —— aproximace |

Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)

—0.4-

—0.6

| - 1440 bodii derivace nesym. - 1439 bodii derivace sym. —— derivace aproximace |

Metoda nejmensich étvercid gon. (13 parametrt)

33

200 400 600 800 " 1000 1200 1400

[ - 1441 bodii (testovaci) - 1441 bodii (trénovaci) — aproximace |
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Metoda nejmensich étvercil gon. (13 parametri)
0.2

| - 1440 bodii derivace nesym. - 1439 bodii derivace sym. — derivace aproximace |
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.
Znadeni specifické pro kapitoly [2] a
f ... derivovana funkce
h ... krok pfi numerickém odhadu derivace
¢ ... funkce aproximujici zavislost na kroku
d,d,ds,dgn, dgs ... numerické odhady derivace, d(z,y) ~ f'(x) atd.
Znaceni pouzivané podobné v celém predmétu
I(...) ... nejmensi interval obsahujici ¢isla (body) v zévorce, napt. I(xq,...,2,—1) = (min x;, max ;)
K3 K3

M; ... horni odhad absolutn{ hodnoty j-té derivace derivované funkce, |fU )| <M ; na pouzitém intervalu
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3 NUMERICKA INTEGRACE

Uloha: Odhadnout X
I = / f(t)de

na zakladé hodnot funkce f v koneéné mnoha uzlovych bodech zg, ..., z,_1.
Pouziva se nékdy i v pripadech, kdy existuje analytické reseni.
Priklad: .
/ sin'?0 ¢ dt
a

je naroc¢nou tlohou pro pocitacové algebraické systémy, ale z numerického hlediska neni nijak zvlast obtizny.
Napad 1: Funkei f nahradime aproximaci ¢, kterou umime integrovat. Pokud je |f — ¢| < e,

‘I/abga(t)dt‘ -

/ (o) - so(t))dt'

IN

b
/If(t)—so(t)ldté(b—a)E-

Piiklad: Vyjdeme z motivaéni dlohy (teplota pacienta).
Presny vysledek nezname, ale za jeho dobry odhad mizeme povazovat aritmeticky primeér vsech dat, 36.45.

metoda krok pocet udaju | odhad integralu
interpolacni polynom | 4 hodiny 7 35.97
interpola¢ni polynom | 2 hodiny 13 36.96
spline 4 hodiny 7 36.32
spline 2 hodiny 13 36.52
MNC pol. (6 param.) | 4 hodiny 6 36.34
MNC pol. (6 param.) | 2 hodiny 6 36.42
MNC gon. (6 param.) | 4 hodiny 12 36.71
MNC gon. (6 param.) | 2 hodiny 12 36.46
referen¢ni odhad 1 minuta 1440 36.45

mar—

36.8 MNC gon.

36.6 spline

MNC pol.
36.4
36.2
36.0

35.8

35.6

po 4 hodindch — po 2 hodindch — referenéni odhad

Slozitost dle pouzité metody.
Népad 2: Pokud X je ndhodnd veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim na (a,b), tj. s hustotou fx(t) = 7= na
(a,by (neplést f s fx), pak je vzorec pro stiedni hodnotu

1 I
dt = .
b—a b—a

b b
B = [ 10 S0t = [ 50
a a
Priblizny vysledek mtzeme dostat simulaci, kdy vybirdme ¢ s rovnomérnym rozdélenim na (a,b) a pouzijeme
vybérovy prumér z funkénich hodnot f(¢) (metoda Monte Carlo).
Spojité rovnomérné rozdéleni ale neumime doopravdy simulovat, takze ho aproximujeme diskrétnim.
Riskujeme, Ze mohou byt vybrany hodnoty jen z malé ¢dsti intervalu (a, b) a vysledek muze byt hodné neptesny.
Proto (a,b) rozdélime na k intervald, nejlépe stejné délky,

(aj,a;11), J=0,...,k—1,
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kde ap = a, ap = b, aj41 —a; =h = bfT“, z kazdého vezmeme stejny pocet vzorki.
Dostaneme jednoduchy vzorec, tj. odhad I jA integralu

I = /:Hl Ft)dt.

J
Sectenim dostaneme slozeny vzorec, tj. odhad
A _ A
=31
Jj<k
integralu
b
=1 :/ ft)de.
i<k a

Napad 3: Misto integrandu zintegrujeme jeho aproximaci interpola¢nim polynomem.
Misto nédhrady v celém intervalu (a,b) pouzijeme v dilé¢ich intervalech ndhradu polynomem nizkého stupné,
vedouci na jednoduchy vzorec.

Linearita: Integrdl zavisi na integrandu linedrné, proto odhad integralu zévisi linedrné na f(zo),..., f(n-1):
=" w f(x),
i<n
Muzeme volit pouze uzlové body xg,...,x,_1 a jejich vahy wg, ..., wy_1.
z
SLAS—— A
y= [

3.1 Newtonovy-Cotesovy vzorce
Zjednoduseni: Vsechny dil¢i intervaly maji stejnou délku

b—a
hzik = Qjy1 — aj .

Kazdy diléi interval lze linedrni substituci prevést na jednotkovy interval (0,1). Obecny piipad dostaneme

linearni substituci
t— aj
U = 5 t=a;+hu,

ajt1 L !
]j:/a f(t)dt:/0 hf(aj+hu)du=/0 gj(u)du,

gj(u) =h fla; + hu),

Budeme potiebovat jeji m-tou derivaci

g§m) (u) = h™*! fm) (a; +hu).
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3.1.1 Metoda levych obdélniki

Jediny uzlovy bod v krajnim bodé intervalu, uo = 0; g; nahradime konstantou g;(uo) = g;(0).
Jednoduchy vzorec:

IJ'L:/O g;(0)dt = g;(0) = h f(a;).

P=N"1E =0y fla;)=hY fla+jh).

j<k j<k j<k

Slozeny vzorec:

/

o \/ 0

Rovnocenny je odhad pro volbu ug = 1, metoda pravych obdélniki.

3.1.2 Obdélnikova metoda

Uzlovy bod ve stfedu intervalu, ug = 1/2.
Prolozime konstantu g;(ug) = g,(1/2).
Jednoduchy vzorec:

1
I :/O 0;(1/2) dt = g;(1/2) = h f(a; + h/2).

Slozeny vzorec:

I"=3"IF=hYy flag+h/2)=hY flarys+jh),

i<k <k i<k
kde 01/2 =a+ h/2
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Yy _

3.1.3 Lichobéznikova metoda

Dva uzlové body na krajich intervalu, ug =0, u; = 1.
Prolozime linearni funkci, vysledkem bude plocha pod pifimkou, neboli obsah lichobéznika.
Jednoduchy vzorec:

7 _ 9i(wo) +gi(w) _ g;(0) +g;(1) _, flag) + flaj+1)

J 2 2 2
Slozeny vzorec:
_ o Fla) + flagen) [ F@)+f0) .
IT—;CIJ-T—hZ% e = : +j§::1f(a+yh)

lichobéznikova metoda

10

/]Q'\ 112 1/2
0

b
£

-10

Ekvivalentni vyklad je, ze funkci g; nahrazujeme
o v levé poloviné intervalu, (0,1/2) hodnotou v levém krajnim bodé, ¢;(0),

e v pravé poloving intervalu, (1/2,1) hodnotou v pravém krajnim bodé, g;(1).

3.1.4 Simpsonova metoda

TFi uzlové body; dva na krajich intervalu, jeden uprostied, ug = 0, u; = 1/2, us = 1. Prolozime kvadraticky
polynom a zintegrujeme.
Jednoduchy vzorec:

IJ-S = wo g;(uo) + w1 gj(ur) + w2 gj(uz)
wo g5(0) + w1 g;(1/2) + w2 g;(1).

Vzorec bude pfesny, bude-li g; libovolny kvadraticky polynom. Specidlné pro g;(u) € {1,u,u?}:

1
wo + w1 +wy = /1du:1,
0
L e du = L
211}1 Wy = O’U, u-2,
1 v, 1
- = du=-.
4w1+w2 /Ou U 3

To je soustava 3 linedrnich rovnic pro 3 nezndmé wy, wy, we, Feseni:

1 2 1
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Ekvivalentni vyklad je, Ze funkci g; nahrazujeme
e na intervalu (0,1/6) hodnotou v levém krajnim bodé, ¢;(0),
e na intervalu (1/6,5/6) hodnotou ve stfedu, g;(1/2),
e na intervalu (5/6, 1) hodnotou v pravém krajnim bodé, g;(1).
Jednoduchy vzorec:
2 1

o= /O gj(l/Q)dtZégj(o)‘f'ggj(l/Q)"'ng(l)

= ¥ (Pla) + 4+ 1/2)+ Flagen))

Slozeny vzorec (kde ai/o = a + h/2; pozor na meze sum!):

k—1 k—1
=3 Z<f<a0>+f(ak)+2 Zf(aj)+4 Zf(aj+h/2)>

j<k
h k—1 k—1
= 5 (f(a>+f<b)+2 ;f(a+jh)+4 jz_jof(almjh)) :

15 = "2 () +4 £ (oa) 2 £ (@) + 40 (as) o4 frai) + F(20),

kde z; = a + 1 hy jsou uzlové body (pro funkei f, nikoli g;) a ho = h/2 je vzdalenost mezi sousednimi uzlovymi
body. Pocet intervalt délky ho must byt sudy!

Simpsonova metoda

10

AN

213

ta
£

0 1712 1

-10

3.1.5 Obecné Newtonovy-Cotesovy vzorce
e oteviené (obdélnikovd metoda)
e uzaviené (lichobé&znikovd a Simpsonova metoda)

e polooteviené (metoda levych obdélniki)

3.2 Odhad chyby numerické integrace

Zjednoduseni: pro lichobéznikovou metodu.
Predpokladejme, Ze g; mé na intervalu (0, 1) spojitou druhou derivaci. Funkei g; nahrazujeme linedrnim poly-
nomem ¢;; chyba interpolace v bodé u je

max, g7 (v)]

l95(0) = 3 ()| < = (= 0) (u—1)],
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T
7 -

’/ @;(u du—/gj )du
0

/ R (uw)| du
7
W/(NW (1-1)
0

- 2 2 2 3
1
= — = —h?’ max "@®)].
13 g7 (v)] = t€<aj’aj+1>|f (t)]
Vyjadiime pomoci
My > max |f"(t)],
te(a,b)

1
T 3
] = 1] < 5 1* Mo,

slozeny vzorec

k
< - 2
[IT — 1| < = h3 My,
12
po nahradé konstantniho sou¢inu kh =0 —a
| 7T Il < M h2.
- 12

3.3 Réad metod integrace

Definice 3.1 Necht funkce I wvyjadiuje vysledek integracni metody v zdvislosti na délce kroku, I je sprdvng
vysledek. Pokud existuje
In|I4(h) -1
o ) =11
h—0 Inh

nazyvd se rad metody.

Poznamka 3.1 V logaritmickych soutadnicich md rad metody vjznam smérnice asymptoty v (—oo, —00).
Plati analogie véty

Véta 3.1 Necht funkce I vyjadiuje visledek integracni metody v zdvislosti na délce kroku, I je sprdvng vysledek.
Necht p je exponent u h v nejniZsim nenulovém clenu Taylorova rozvoje chyby metody podle h v okoli bodu 0.
Pokud md I? spojitou p-tou derivaci v 0, pak p je 7dd metody ve smyslu Definice .

metoda horni odhad chyby rad
levych obdélnikil )M, 1
lichob&zn{kov “";ﬂ h? 2
obdélnikové B=a) s 2 2
. (b—a) My 34 _ (b—a) My 14
Simpsonova 72880 =) 50 Mo 4

Simpsonova metoda dava chybu nikoli tietiho, ale ¢tvrtého fddu. Je-li f, a tedy i g;, polynom stupné nejvyse 3,
pak chyba interpolace kvadratickym polynomem je imérna

W)= (u—0)(u—1/2)(u—1).

/OIW(u)du—O.

Na hodnoté integralu se to neprojevi, nebot
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Priklad 1:

2 2
I:/e*t dt
0

s presnosti € = 107°. Stanovte postacujici pocet krokii pro jednotlivé metody.

met. M, horni odhad h pocet krokt
It \/5 =086 | 207 =1.16-10° 1 720 000
g 2 VB <1710 | 15
IR 2 V20 = 245107 817
Is 12 (/2800 =g 20
Pro k =20
I = 0.9311046,
I® = 08821118,
IT = 0.8820204,
I = 0.8820813,

2
/exp(—tz)dt = 0.882081390.
0

3.4 Numericka integrace realnych dat

Vyjdeme z motivacéni tlohy (teplota pacienta).

Presny vysledek nezname, ale za jeho dobry odhad miZeme povazovat aritmeticky prumér vsech dat, 36.45.
Zkusime ho odhadnout z podstatné mensiho poc¢tu dat.

To bude pohodlnéjsi pro pacienta i pro persondl.

Obrazky by zde moc nového nerekly.

metoda krok interval méfeni | pocet idaju | odhad integralu
levych obdélniku 4 hodiny 4 hodiny 6 36.26
levych obdélniku 2 hodiny 2 hodiny 12 36.49
pravych obdélnikl | 4 hodiny 4 hodiny 6 36.33
pravych obdélniki | 2 hodiny 2 hodiny 12 36.53
obdélnikova 4 hodiny 4 hodiny 6 36.71
obdélnikova 2 hodiny 2 hodiny 12 36.46
lichobéznikova 4 hodiny 4 hodiny 7 36.29
lichobéznikova 2 hodiny 2 hodiny 13 36.51
Simpsonova 8 hodin 4 hodiny 7 36.22
Simpsonova 4 hodiny 2 hodiny 13 36.57
referencni odhad 1 minuta 1 minuta 1440 36.45

Zde se vyhoda Simpsonovy metody moc neuplatnila; presnost jejiho vysledku se opirala o 2x vice dat.

.6-levé obd. Pravé obd.

[ po 4 hodindch — po 2 hodindch — i odhad |

To jsme dosahli s linedrni sloZitosti.
Pro prabéh integralu by bylo 1épe pouzit aproximaci v celém rozsahu.
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3.5 Gaussova metoda integrace

Na intervalu (—1,1) volime za uzlové body kofeny zp,...,zs—1 € (—1,1) tzv. Legendreovych polynomi.
Linearni transformaci
z+1
=5 z=2u—1
dostaneme uzlové body ug, ..., us—1 € (0,1). Uzlové body a jejich vahy wo, ..., ws_1 jsou tabelovany nebo radéji

pocitany algoritmem. Volime pouze jejich pocet s, a tim i fad metody.

’ S \ uzlové body \ vahy ‘

1] 0 [ 2 ]

’ 2 \ i% = 40.577350 \ 1 \
3| +y/2 = +0774507 5
0 ;

4 i\/3°+4miio.861136 0.347855
i\/30 V30 = 40339981 | 0.652145

5 i\/%iiwomso 0.236927

j:\/ T0-AVT0 = £0.538469 | 0.478629
0 0.568889

Jednoduchy vzorec:

G() Zwlg] u; thwl (a; +hu;).

<58 1<8s

Slozeny vzorec:

ZIG() hZZwZ aj—i—hu2 _hz<wizfd+]h>

i<k i<k i<s i<s <k
kde d; = a + hu; € {(ag, a1). Horni odhad chyby

s (b—a) (s My, 5,
199 — Il < G D e
kde

max |f%*)(0)].

MQs >
v€E(a,b)

Chyba metody je fddu 2s, diky volbé s uzlovych bodi a s vah, tj. 2s parametri. V Newtonovych-Cotesovych
vzorcich jsme volbou s vah (prfi danych uzlovych bodech) dostali metody fadu s nebo s + 1.

pocet uzlovych boda | horni odhad chyby | rad
1 E=0) M3 2 2
; T
3 soiaquh’ | 6
1 CrErzmh | 8
5 rarscaam i | 10

Priklad 1 (pokracovani):

2 2
I:/e_t dt
0

s presnosti e = 1076,
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g M, horni odhad h p. krokt
I* 22086 2102 21161076 1720 000
" 2 V120 = 171078 1155
IR 2 V20 = 245107 817
s 12 (/20 =g 20
6@ 12 (/4820000 = 115 18
160 | 1680 | R/LTBLRU0I00 29y | g

3.6 Richardsonova extrapolace pri integraci

Richardsonovou extrapolaci dostaneme novy odhad

p TA(hY _ TA
5y = ¢ I (qu)—1] (h):IA(%H

IA(%) — 14(n)
o1

Vyraz
A(h A
IA(R) - TA(n)

~ 717_TA(R
R )

muzeme rovnéz povazovat za odhad chyby vysledku I A(%).
Speciélné pro ¢ = 2 (metoda polovi¢niho kroku):

20 I4(3) — I4(h) I(5) - I(h)

B _ Arh 2
I7(h) = 9 — 1 =17(3) + o — 1 ;
IA(LYy — 14(h
o — 1

Extrapolaci nemusime provddét az ve vysledném (sloZzeném) vzorci, Ze ji prenést do jednoduchého vzorce a
dokonce az do jeho vah. Jednoduché vzorce pro kroky h a h/q (kde g je celé éislo > 1) a vysledek Richardsonovy
extrapolace lze napsat ve tvaru

= X wngyun)
Mh/q) = szgy u;)
:Z@igj (wi),

i

kde u; oznacuji vSechny uzlové body potifebné pro obé délky kroku (nejsou-li nékteré uzlové body pouZity,
odpovidajici vdhy jsou nulové). Index j oznacuje pofadi intervalu pii kroku h, ostatni vysledky jsou tomu
prizpusobeny.

I L) g () — X, wig5(us)

IP(h) = =
5 () g — 1 q? — 1
quz_wz =]
ZZ @ —1 gj(“i)zzwigj<ui>7
= "W —wy
[ qp—l 9

coz odpovida Richardsonové extrapolaci uplatnéné na vahy.
Pro lichobéznikovou metodu lze doporucit ¢ = 2
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112 1/2 112

0 1 0 1/2 1

2/3

0 172 1

Polovina novych uzlovych bodii (pro krok h/2) se kryje se starymi (pro krok h); dostaneme odhad

IT(5) —I"(h) _ 21%(h) + 1" (h)

7L
(2)+ 3 3 bl

shodny se Simpsonovou metodou.
Richardsonovou extrapolaci 1ze zpresnit i Simpsonovu metodu, dostaneme odhad 6. radu

15(4) — 1)

15(%

Richardsonovou extrapolaci pro obdélnikovou metodu s poloviénim krokem dostaneme odhad

I7(5) — I"(h)

R
I(5)+ 3 :

ktery se vsak nehodi:

1/2 112

0 1/2 1 0O 14 12 314 1
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2/3 2/3

. 1/2 .

0 1/4 3/4 1
-1/3

R(hy _ TR
Vhodnéjsi je tfetinovy krok, ¢ = 3, 78 + "3) < ")
1
1/3 1/3 113
0 112 1 0 16 12 16 1
3/8 3/8

1/4

1/6 172 116 1

o

3.6.1 Rombergova metoda

Vychdzi z vice odhadu ziskanych lichobéznikovou metodou pro kroky h, h/2,h/4,.. ..
Taylortuv rozvoj chyby lichobéznikové metody mé nenulové pouze ¢leny sudého radu. Proto se kazdou Richard-
sonovou extrapolaci zvysi rad o dvé.
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fad 2 4 6 8
k 1m(%) IHED)
ko | IT(h) = I,
N\
2k | IT(B) =1L, — I,
e ¢
dky [ I"(8)=1], — 17, - I,
¢ ¢ e
8ko | IT(B)=1I, — II, - If, — I
Obecné ve sloupci j + 1:
I'T' 1 'Tl 1
T T ,]— =1,
Ii,j Ii,jfl + 4 — 1

Za vysledek bereme IiT,i, chyba je ¥ddu 24 a odhadujeme ji zhruba vyrazem ‘IiT,z’—1 —IiT_l,i_l\ nebo |IZTZ —IiT_l,i_l\.

2
Pfiklad 1 (pokracovani): Vysledky Rombergovy metody pro / e dt s pocatecni volbou 4 intervali
0

déleni:

rad 2 4 6 8
LT PeD

4 | 0.88061

8 | 0.88170 0.8820655

16 | 0.88170 0.8820803 0.88208139

32 | 0.88205 0.8820818 0.88208138 0.88208138

S platnymi ciframi 0.882081 se shoduji vysledky vyznacené kurzivou.

Zde je vyhoda Simpsonovy metody (sloupec s vysledky 4. fadu) zjevna.

s
Priklad 2: Vysledky Rombergovy metody pro / sin® ¢ dt, s pocateéni volbou 1 intervalu déleni:
0

rad 2 4 6 8 10
FT0) e

1 0

2 1.57080  2.09440

4 1.17810 1.0472 0.97738

8 1.17810 1.17810 1.18683  1.19015

16 | 1.17809 1.17809 1.17809 1.17795 1.17790

S platnymi ciframi 1.178 se shoduji vysledky vyznacené kurzivou. Zde extrapolace nebyla tspésnd, naopak
zhorsila vysledky. Duvodem je nevhodné zvoleny maly pocet intervali na zacatku.

3.7 Praktické stanoveni poctu intervalu

e 7 horniho odhadu chyby.

e Metoda dvojiho (nejcastéji poloviéniho) kroku.

2 2
I:/e*75 de
0

s presnosti e = 1076, Simpsonova metoda s kroky 2 a 1:

Priklad 1 (pokracovani):

5(2)
5(1)

0.8299444 ,
= 0.8818124.
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Odhad chyby medotou polovi¢niho kroku je

[15(1) — I°(2)]

= 0.0034578
15 ’

pozadovand chyba je zhruba 3458 x mensi, coz vyzaduje zvy$it pocet krokii v poméru alesponi v/3458 = 7.7.
Pro 4x a 8x mensi krok, tj. pro 8 a 16 intervali déleni:

I5(2) = 0.882080396576,
I5(2) = 0.832081328646.

Odhad chyby posledniho vysledku je

115(3%) —I°(3)]

15

=6.3-1078.

(Jiz vime, Ze postacuje 20 intervali déleni.) Richardsonova extrapolace:

IS 2 —IS 2
5(2)+ w = 0.882081390784 ,
Presnéjsi vysledek je

0.8820813907624216800.

Priklad 3: )

sint
I= —dt
o Vit
s presnosti ¢ = 1078, Zkusime 5-bodovou Gaussovu metodu (10. f4du) s kroky 1 a 1:
19G)(1) = 0.621166517,
IOy = 0.620759367.

Odhad chyby medotou polovi¢niho kroku je

190)(5) = 19 (1)]
210 1

=4-1077,
pozadovana chyba je zhruba 40x mensi, coz vyzaduje zvysit podet krokil v poméru alesponn V/40 = 1.5. Mél by
tedy stacit 2x mensi krok, tj. 4 intervaly déleni:

19001y = 0.620759367
196) (L 0.620615367 .

Odhad chyby posledniho vysledku je

[199)(3) — 190 (3)]
210 1

=14-1077,
tedy jen asi tfikrat mensi, a¢ se mél zmensit v poméru 20 = 1024.
Presnéjsi vysledek je

0.62053660344676220362.

3.8 Reseni obtiznéjsich uloh tpravou zadani

3.8.1 Integrace pres nekonecny interval

Priklad 4: -
I= / et dt
2

s presnosti € = 1076,
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I nekoneény obor integrace lze (nelinedrni) substituci pfevést na koneény (0, 1), zde napf. t = 1/u:

MizZeme vyuzit znamé urcité integraly, napt.

oo oo . 2
1 :/ et dt :/ et dtf/ et dt,
2 0 0
—_———

VT /2

MuZeme se omezit na koneény interval a zbytek zanedbat. V nasem piipadé lze pouzit odhad (se substituci

t—xz=u)
0 t2 2 0 2 2
/ e " dt e ” / e “TY Y du
x 0

o —T
—a? 9w e
< e * e 2" dy =
0 x

2

Pro = > 3.85 je tento vyraz mensi nez %, takze staci vypocitat

385
/ et dt
2

v ’ é
S presnosti 5.

3.8.2 Omezeni intervalu

se muze hodit, i kdyz obor integrace je konecny:
Priklad 5:

1000
—¢2
/ e " dt
2

0.0043821,

Simpsonovou metodou s 1000 kroky:

4-bodovou Gaussovou metodou se 100 kroky:
0.0012304,

Dopustime se chyby mensi nez % = 5-1077, snfzime-li horni mez na 3.85. Pak sta¢i Simpsonova metoda s 23
kroky
0.00414549.

Presnéjsi vysledek je
0.00414553469.
3.8.3 Pomalu konvergentni integraly

Pric¢teni znamého urcitého integralu muze zdsadné zménit obtiznost numerického vypoctu:

Piiklad 3 (pokracovani):
Lsint
o Vi

Integrand mé v okoli nuly neomezenou derivaci. V okoli nuly je sint =~ ¢,

/le/idtz

dt

sint

R V't. Derivace je sice nadéle

neomezend, ale zname

3
tz.

Wl N
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Rozdil Si;‘; — /t mé derivace omezené a jeho integrace neéini zvlastni potize. Vypocet 5-bodovou Gaussovu

metodu (10. fadu) se dvéma a ¢tyFmi intervaly déleni dava

1 .
sint

\/E> at
NG

IG)(Ly = —0.046130081752,

160Ny = —0.046130064858 .

ENE I

Odhad chyby metodou polovi¢niho kroku:

10(3) = I9O)(3)]

K —11
910 — ] =1.7-10 .

Presnéjsi vysledek je
—0.04613006321990446305

/Olsi;;dt /le/idwr/ol(sil/l;—\/i)dt

; —0.04613006486

Vysledek ptivodniho zadéani je

= 0.62053660181

(presnéji 0.6205366034467622036).

Substituce funkci, kterda méa v odpovidajicim bodé ¢ nulové derivace dostatetné mnoha radua, napr. t = c+u®,
kde exponent s volime radéji vyssi nez nizsi.

Priklad 3 (pokracovani):
1 .
sint
—dt
/0 vt

1 1
t
&dt:/ 2 sinu? du .
o Vi 0

5-bodova Gaussova metoda (10. fddu) s jednim a dvéma intervaly déleni:

Substituci ¢t = u? dostaneme

I1G)(1) = 0.620536620796
1601y = 0.620536603496 ,

odhad chyby metodou polovi¢niho kroku

160 (3) — 1901)]

- —11
910 — 7 =1.7-10 .

Chtéli bychom, aby se integrand v okoli problémového bodu blizil konstanté; mohli jsme pouzit téz substituci
3 /. ,
% t2 = u s dobrym vysledkem.

Priklad 6:
> sint
1Vt

s presnosti 1078, Omezeni na koneény obor nepomtiZe, nebot napi.

1000000 _:
Sin £
/ Yt = 0.0019.
999997 \/?E

dt
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Hledany integral neni absolutné konvergentni, nicméné
> sint sint
/ —dt = lim dt—\/?.
0o Vit Moo Jo /T 2

Pottebujeme

® sint ® sint Lgint
—dt = / —dt — / —dt
/1 \/1? 0 \/1? 0 ﬁ
\ /g — 0.620536601808 = 0.632777535507 ,

1
sint
kde ovSsem integrél / W dt byl rovnéz problémovy; vyuzili jsme Teseni prikladu 3. Presnéjsi vysledek je
0

0.6327775338746013102.
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.

Znaceni specifické pro tuto kapitolu
b
I= / f(t)dt ... hledany integrél

a
k ... pocet kroku numerické integrace
h ... délka kroku numerické integrace

ap = a,ai,as,...,ar =b ... délici body intervalu (a, b)
h=2h= b;“ = aj41 — a; ... délka kroku numerické integrace
ajt1
I; = / f@)de, j=1,2,... ... dil¢f integraly (vysledky jednoduchych vzorct)

g;(u) :]hf(aj + hu) ... integrand po linedrni transformaci argumentu (a;, a;41) — [0,1]

IA TR TR 17,19, 160) .. aproximace integralu jednotlivymi metodami (obecnd, levych obdélnikil, obdélnikova,
lichobéznikovd, Simpsonova, Gaussova s-bodova); s indexem j vysledky jednoduchych vzorct na (aj,a;11);
nasleduje-li argument v zavorce, je to délka kroku

Ug, U1, . . . ... uzlové body na intervalu [0, 1]
wp, W1, . . . ... véhy uzlovych bodl na intervalu [0, 1]
Zg, L1, .. ... uzlové body na intervalu (a, b)

p ... fad metody

Znaceni pouzivané podobné v celém predmétu

M; ... horni odhad absolutni hodnoty j-té derivace funkce, |f G )| < Mj na pouzitém intervalu
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4 NUMERICKE RESENI NELINEARNICH ROVNIC
4.1 Formulace problému

Uloha: Hledame redlné feseni rovnice f(x) = 0, kde f je spojitd redlnd funkce na intervalu (ag, bo).
Nutno upresnit:

Uloha: Hleddme redlné feSeni rovnice f(x) = 0, kde f je spojitd funkce na intervalu (ag, bo).

Piitom pfedpokladdme, ze f(ao) - f(bo) < O (tj. f(ao), f(by) maji opatnd znaménka) a ze f ma v intervalu
(ag,by) pravé jeden kofen, T. Reseni mame stanovit s danou pfesnosti € > 0, tj. mame najit néjakou hodnotu,
kterd se naléza v intervalu (T — e, T + €).

Tomu predchazi separace korenti, kterd neni algoritmizovatelna.

4.2 Metoda pileni intervalu neboli bisekce

- a; +b;
2
o je-li f(x;)- f(a;) <0, pak ;11 = as, big1 = x5,
° je—li f(xz) . f(bl) < 0, pak Qi1 = Ty, b7;+1 = bi,
e je-li f(x;) =0, pak T = x;.
304
204
104
0 T T T
1.2 4 1.6 1.8 2
Podminka ukonéeni:
bi — a;
<g (3)

Konverguje vzdy stejné rychle:
zpresnéni o 3 desetinnd mista béhem 10 kroku

4.3 Metoda regula falsi

Interval (a;, b;) rozdélime v poméru ||§((ZZ)) || , tj. secnou dle , novy délici bod z; je jeji nulové misto:
Ty —a; f(a;)
xp—b;  f(by)’

a; f(bi) — b f(a;)
fi) = flai)

Ty =
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Typicky se od j-tého kroku jeden krajni bod intervalu neméni (napf. pokud f” nemén{ znaménko).
bi — Q; 7L> 0
lim (b; — a;) € {[T — a1, |7 — bs[}
1—00

Podminka ukonéeni:

[f (@) <6 (4)

4.4 Univerzalni odhad chyby

Taylortv rozvoj funkce f se stfedem z; vyhodnotime v bodé Z:
f(@) = @) + (T — ) f'(6:)
—~—

pro né&jaké 6; € I(x;,T)

F—x; = —f(@i)
CH!
Pokud 3Im; > 0 Vx € I(x;,T) : my < |f'(2)],
prechodem k absolutnim hodnotam dostaneme
mi

Véta 4.1 Necht funkce f md na intervalu I(z;,T) spojitou derivaci a
Imy >0Vt € I(x;,T) :my < |f'(t)].

Pak

JEI

my my
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Vétu nelze pouzit, neexistuje-li derivace nebo je-li kofen ndsobny (metoda stdle muze byt pouzitelnd).
Metoda regula falsi konverguje rychleji, pokud zadana funkce je (v okoli kofene) priblizné linedrni.

20 A

1

10

4.5 Metoda secen
Modifikace metody regula falsi: pro dalsi vypocet vzdy pouzijeme vzorec pro dva posledné vypoctené body:

2o = by, T1 = ag

- v of(vio1) — i1 f(zi2)

e f(xiz1) = f(zio2)
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30

20

104

Podminka ukonceni:

|f(zi)| <0

nebo
|z —zi—1] <

Konvergence byva rychlejsi, ale neni zarucena.

4.6 Newtonova metoda (metoda tecen)

Metody
e jednobodové
e dvoubodové
e vicebodové
Tecna t;_1 ke grafu funkce f v bodé (z;_1, f(zi-1)):
tio1(x) = flzio1) + (x —2i1) - f(2ioa),

x; je jeji nulovy bod:

f(@i-1)

Ty =Tj-1— 57—~ -

f'(wiz1)

Predpoklada existenci a znalost prvni derivace, nutno osettit pripadné preteceni nebo déleni nulou.
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300H

2001

1004

Podminka ukondceni:

|f (@) <6

nebo
|z —zi—1] <

Konvergence byva rychlejsi, ale neni zarucena.

4.6.1 Odhad chyby Newtonovy metody
Tayloruv rozvoj funkce f se stfedem x;_; vyhodnotime v bodé x;:

flxi) = f(zicy) + (xi — 1) f/(wim1) *lé(l’i

0

kde & € I(z;,x;—1). Dosadime do univerzdlniho odhadu:

o fw) 1)

2
T—ux = Ty — Ti—1)”,
7o) 2P
Pokud lze najit odhady
dMs Vx € I(ZIIZ',ZIIZ'_l) : |f”(1’)| <
Imq >0V € I(z;,T) : |f/(z)| >

pak prechodem k absolutnim hodnotam dostaneme

7 — ;| < — (wi — mi1)?
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Odhad chyby Newtonovy metody

Véta 4.2 Necht T je jednoduchy koten funkce f, kterd md na intervalu I(x;,x;—1,T) (kde x; je vysledek
jednoho kroku Newtonovy metody aplikované na odhad x;_1) spojitou druhou derivaci. Necht existuji redlnd
¢isla Ms, my > 0 takovd, Ze

Vo € I(z;,T) : |f/(x)| > my
Vo € I(xg, x5 1) : I (z)] <

Pak plati odhad chyby (@
_ 2 2
— o< —= P .
|z — ;] < 2 (s —xi-1)

Dasledek 4.1 Pri spinéni podminky ukonceni (@ |x; — zi—1| < n dostdvame odhad chyby
M.
T — 2| < =1
2m1

Jednoduché pravidlo: pokud Newtonova metoda konverguje a aproximace se nachazi v blizkosti korene,
v kazdém kroku se zhruba zdvojnésobi pocet mist za desetinnou ¢arkou, ktera jsou spravné vypoctena.

Spravné: pokud je chyba mnohem mensi nez 1 a absolutni hodnoty prvni a druhé derivace funkce f jsou

priblizné stejné velké, pak ¢initel 2%21 muzeme zanedbat a pravidlo plati, nebot

‘f — 1’2| =~ (.’Ez — xi,1)2 ~ (f— xi,1)2

Mo
2m1

Pokud se vSsak pomér hodné lisi od jednotky, pravidlo nemuzeme pouzit.

4.6.2 Konvergence Newtonovy metody
Neni zarucena. Metoda muze divergovat zejména pri Spatném pocatecnim odhadu.
Predpoklad: f” je spojitd v okoli jednoduchého kofene Z.

Pak /(%) # 0 a f’ je spojita v okoli T
—> lze najit uzavrené okoli I bodu ¥ takové, ze

Imy >0Vrel: |f/(z)| > my
dM, Ve e I : \f”(x)| < M,

Necht x;_q € I'\ {Z}.
Taylortiv rozvoj funkce f se stfedem z;_; vyhodnotime v bodé T:

F(@) = flzic) + (@ —zi1) fl(@ic1) + 2@ —220)* (&)
el

kde &; € I(T, xz;—1). Odecteme
0= fzi—1) + (@i — z-1) ['(wiz1)

0 = @—z)f(wic1)+35@—zi1)* f'(&)

_ (&)
T—x; = —Qf,(ii_)l)(x—:ril)Q
T -z _ I"(&)
@—wi—1)?  2f(wi1)
‘f*l’” < M2
(f—a)’i,1>2 - 2m
T —Z; My
|$—$i_|1| S 2m1 |IL‘ _xi71|
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Konvergence Newtonovy metody

Pro z;_1 dostatec¢né blizko T:

My _

Tml‘l‘—xifl‘ < gq
| — @i ¢
\E—xi,ﬂ

pro néjaké (predem dané) g < 1, tj. chyba se v jednom kroku zmensi v poméru aspoii g a metoda konverguje.

Véta 4.3 Nechl funkce f md spojitou druhou derivaci v okoli jednoduchého korene T. Pak Newtonova metoda
konverguje v néjakém okoli korene .

4.6.3 Nahrada derivace numerickym odhadem

Alternativou je numericky vypocet derivace, ktery zde lze zaclenit do metody.
Vypoctu dalsich funkénich hodnot se vyhneme pouzitim poslednich dvou vypoétenych, f(x;—1), f(x;—2); derivaci
nahradime smérnici seény:

f(l”iq) — f(ﬂfz‘fz)
i }(iﬂiq) _ Ti—of(xim1) — vim1 f(wi—2)
f(@i—1) — f(zi—2) f(@i-1) — f(zi-2)

Ti—1 — Tj—2

f/(xifl)

i Ti—1 —

Nic nového pod sluncem: metoda secen (ale myslenka byla spravnd).
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4.7 Konvergence a jeji rychlost (fad metody)

]
10" .

10°

107

107

10°

10777

-
L
L]
0.9- * =2
0.8- .
0.7 -4
0.6
0.51 .
0.4 . -6
0.3
0.2 . -8
0.1
Oee—3 : . . . : :
02 04 06 08 10 12 14 -104
_12.
.

Chyba v poslednim kroku (svisle) a v pfedposlednim kroku (vodorovné) pro Newtonovu metodu; vlevo
linearni méritko, vpravo logaritmické
(skute¢nd chyba je nahrazena rozdilem poslednich dvou iteraci)

Konvergence zavisi na

. |E — CEZ|

L(1) := lim — .
1—>00 |.’,E — .’Ei_1|

Plati:

L(1) <1 = metoda konverguje,

L(1) > 1 = metoda diverguje.

Rychlost konvergence zavisi na radu metody,

. In |f — J,‘Z|
p=lim ——.
i—oo In |:TJ — .’E¢71|
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Poznamka 4.1 Vyneseme-li body (|T — x;|,|T — x;—1]) v logaritmickych souradnicich, md rdd metody vgznam
smérnice asymptoty v (—oo, —00).

Véta 4.4 Necht metoda teseni rovnice f(x) = 0 7ddu p ddvd za vysledek posloupnost aproxzimaci x;, i € N,
konvergugjici ke koreni T. Necht r > 0,

. [T — ]
L(r) := lim ————. 10
(r)i=Jlim =— % (10)
Pak
r<p = L(r)=0,
r>p = L(r) =0,

r=p = L(r) = L(p) mize (ale nemusi) existovat a mize byt koneénd a nenulovd.

Dikaz. Limitu zlogaritmujeme:

l(r):==InL(r) = lim In [z = i = lim (In|Z — ;| —r In|T —2;_4]) .
N— ————

1—00 |f — {L‘i71|7- 71— 00

In \E—wi |

——LE==2 - — 1 (limita sou¢tu/soudinu je sou-
pln|z—xz;_1|

Nezméni se, pokud vyznaceny vyraz vynasobime vyrazem
¢et/soudin limit, pokud vsechny vyrazy jsou definovany, coz dodatecné ovérime).

In|z — x;
((r) = lim (m T — 25| — v (I [T — 2i_1]) nlxw)
1— 00

pln |f— ZEi_1|

lim (In |7 — a;]) (1 - f) .
100 e’ P
——00 >

r<p = V,>0,0r)=—o0, L(r) =exp({(r)) =0,
r>p = V, <0, {(r) =00, L(r) = exp({(r)) = oo,
r=p = V, =V, =0, mize existovat kone¢nd limita ¢(r) a kone¢n4 limita L(r) = exp(¢(r)) > 0.
(Zpétné vidime, ze predpoklady o existenci limit souétti a sou¢intt nenarusily platnost vysledku.) O

R4d metody se obvykle zavadi jako takové r, pro které limita (10) existuje, je koneénd a nenulovi. Neni to
vsak navod, jak rad vypocitat nebo odhadnout z experimentu. To neumoznuje pfimo ani zde pouzité definice,
protoze je v ni pouzit nezndmy kotfen T. Bez néj se vsak lze obejit:

Véta 4.5 Necht metoda Tesent rovnice f(x) = 0 ddvd za vysledek posloupnost aprozimact x;, i € N, konvergujici
ke koteni T a

L) = tim 2= )
1—00 |Jf — .CCZ‘_1|
Pak rdd metody je
lim In |.L“i+1 - Z‘il ’
i—oo In |$Z — .Ti_1|
pokud limita existuje.
Dikaz. Jelikoz B
LTS )<,
T —Ti-1
tak pro néjaké § > 0 a vSechna dostatecné velkd i je
S P
T — Tj—1
—1-6) < 2T 1.
T — Ti—1
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To dovoluje omezit vyraz

|:Zi_xi—1|:‘(f_xi—l)_(f_zi)|: ?—Ii_l_if—l‘i _’1_ Xr —x; €<5’2_5>
|T — @] |T — 21 T—Zi—1 T—Ti T —xi1
€(—(1-9),1-96)
a pomér logaritmu
‘xl 1’2—1'
In |l’ $¢_1| —
In|z; — 21| |T — x| _
In|Z —x;_1] In|Z — x;_1]
€(6,2—0) €(Iné6,In(2—46))
1 %= fff'ifl| n 1% = éf7z>1|
M Ewal el
In|Z — x;_1] In|Z — x;_1]
—0 ——00
Stejné (substituci i := i + 1) dokéZeme, Ze
ln\xljl —CEZ'| N
In|Z — x
a dostaneme
lim In|ziy1 — @ o In|ziyr — x| [T —21] In|T— a4 _
imoo In|z; —x;—1|  imoo [T —a; Inla; — a2, 1] In|T — 24|
—1 —1
. In |f - l‘il
= lim ————— =p.

i—oo In |f — Ii_1| o

]

4.7.1 RAd Newtonovy metody

Véta 4.6 Necht funkce f md nenulovou spojitou druhou derivaci v okoli jednoduchého korene T. Pokud New-
tonova metoda konverquje k T, je rddu 2.

Dukaz. 1€
_ - i) 2
T—x; = _2fl(9i) (T —wi—1)”,
kde & € I(T,x;-1), 0; € I(2;,T). Piejdeme k absolutnim hodnotdm a zlogaritmujeme:
_ _ /" (&)
In|z—z;/=2In|x —2;_1| +In =—2—,
Foml =2k nal g e,
_ Lf7 (&)
ngoml o, TRre) Y
In|Z — x;_1] In|Z — x;_1|
/(=
nebot Citatel posledniho zlomku konverguje ke konstanté In 2J|“f/((x)>|| € (0,00) a jmenovatel k —oo. O
z

4.7.2 RAd metody regula falsi

Véta 4.7 Metoda regqula falsi je 1. tddu, pokud druhd derivace funkce f meméni na wvaZovaném intervalu
znaménko.

Dikaz. Tayloriv rozvoj se sttedem T dava v x;_1

fxica) = f(@) + (i1 —T) f/(0:)
N2

0
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kde 0; € I(Z,x;_1). Pokud x;_; neni kofen,

Tia) _ ) 20
Ti—1 — T
s limitou
tim L&)y 6 = @) £0.
1—00 Tj—1 — T 71— 00

(Pfedpoklady véty a metody regula falsi nep¥ipoustéji ndsobny koten.)
BUNO: Horni mez intervalu se neméni, dolni ano,

ViENZbiZb,ai+1:$i<f,
_af(6) = bla) _ wi f0)~ b f(ri)
’ f(b) _f(ai) f(b) = f(ziz1)
(T —2i—1) f(b) — (=) fziz1)

f—l’i: =

f(b) - f(ﬂCi—1)
(T f(b) _ -0  fl@iza)
= i) (f(b) = flwic1) () = f(zio1) 33361'—1) ’
f(b) 3 z—b _ f(w“))
fO) = flwiza)  f(b) = flwiy) T—mi1)

Jelikoz lim f(z;—1) = f(Z) = 0, limita jmenovatele
11— 00

In(—2;) =In(T —z;-1) +In <

lim (f(b) — f(zi-1)) = f(b) #0,

i—00

lim In

i—o0 <f(b)—f($i1) fO) = flzica) T—xia
(ot 1)

coZ je konstanta, kterd po vydéleni In(Z — x;_1) dava limitu 0, takze

/() T-b f(%:—l)) _

ln(f - 331)

li =1.
ziglo h’l(f — 1'171)

O

metoda rad podminka

bisekce nedef. (~ 1)

regula falsi 1 druhd derivace neméni znaménko

secen (14++/5)/2 = 1.6 | jednoduchy koten

Newtonova 2 jednoduchy koren

Metoda bisekce nekonverguje monoténné, takze nema rad, ale kdybychom misto skuteénych chyb pouzili ve
vzorci jejich horni odhady, dostali bychom
h’l(bi_l - ai_l) —1n2 o

ln(bi — ai) .
lim ————— =1 =1
zi}go ln(bi,1 - ai,l) ziglo ln(bi,1 - (Lifl) ’

coz je podobna situace jako u metod 1. radu.

4.8 Kombinace startovacich a zpresnujicich metod

Kombinace dvou metod — startovaci a zpresnujici.

Vypocdet zahdjime startovaci metodou, od niz se pozaduje zarucend konvergence, byt tfeba pomald (napf. me-
toda bisekce nebo regula falsi). Ta vlastné jen vylepsi separaci kofene.

Poté zkusime uplatnit zpresnujici metodu, kterd by méla rychleji konvergovat a urychlit tak zpresnéni naleze-
ného odhadu (napf. Newtonova metoda). Jeji konvergence nebyvé zarucena, ale muzeme se vratit ke startovaci
metodé.
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4.9 Metoda prosté iterace (MPI)

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentn{ tvar ¢(z) = z, napt. o(z) = f(z) + «.
Pocéatecni odhad o, x; = @(xi_q).
Podminka ukonéeni: |z, — xim1] < 7.

Tvrzeni 4.1 Pokud MPI konverguje k & a ¢ je v & spojitd, pak (%) =&, f(Z) = 0.

Dukaz.

o(Z) = ga(_lirn xl) = lim ¢(x;) = lim z;41 = lim z; = .
1— 00 71— 00 1— 00 71— 00

O

Priklad pouziti MPI

Priklad 4.1 Hledame nejmensi kladné teSent rovnice f(x) =0, kde f(x) = x — cotg z.
[E)=5-1<0, J(5)=5>0 = Te(53)

Zvolime p(x) = Af(x) + x, kde A # 0; podminka ukoncent pro n = 0.001.

Vyzkousime X € {—0.2,0.2,—0.65, —0.8}.

1.54 1.89
1.44 1.6
1.3
1.44
1.24
1.24
1.14
1.04 1.0
0.9
0.8
0.8
0.6
0.7
0.6+ 04+
06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 06070809101.112131415
ZTiy1 = 0.8z; + 0.2cotg z;, Tiy1 = 1.22; — 0.2cotg z;,
xo9 = 1.5, zo = 0.88
konverguje monoténné diverguje monotonné

1.5 /

1.0
0.8
0.9
0.8
0.6
0.7
0.6 04+
06 07 08 09 1.0 1.1 12 13 14 15 06 07 08 09 1.0 1.1 12 13 14 15
Ti+1 = 0.35x; + 0.65 cotg x;, Ti+1 = 0.22; + 0.8 cotg x;,
xo = 1.5, xo = 0.88,
konverguje nemonoténné diverguje nmemonotonné
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4.9.1 Kontraktivni funkce

Definice 4.1 Rekneme, Ze funkce ¢ je na intervalu I kontraktivni (s koeficientem q), jestlize
dg<1Vu,vel:|pu)—e) <qg-|u—1.
kontraktivita = spojitost

Véta 4.8 (Postacujici podminka pro kontraktivitu) Necht funkce ¢ md na intervalu I spojitou derivaci

a existuje q < 1 takové, Ze
Veel:|p(x)] <q.

Pak ¢ je na I kontraktivni s koeficientem q.

/v" o' (z) dz

4.9.2 Véta o pevném bodé

Dikaz. |p(u) — ¢(v)| = S/ |<p'(a:)|dx§/ gde=q-|lu—v|. O

v v

Véta 4.9 (Banachova véta o pevném bodé pro redlné funkce) Nechl ¢ je funkce kontraktioni s koefici-
entem q < 1 na néjakém uzavieném intervalu I = (a,b) takovd, Ze zobrazuje I do I. Pak rovnice ¢(x) = = md
v intervalu I prdvé jedno teseni T. To dostaneme MPI s libovolnou pocdtecni hodnotou xo € I. Odhad chyby:

|E—Ii|§ |SCZ‘—I1'_1|.

Dukaz.

e FExistence feseni:

o zobrazuje I do I

Y(x) = p(x) —x je ¢ v a nezdpornd a v b nekladnd; je spojitd, a tedy ma v I nulovy bod; ten je FeSenim rovnice

.‘P (f;gdioq;naénost feSeni: Pfedpoklddejme dalsi feseni T € I. Pak
T-7=p@) - @) <q¢-lT-7] = T=7
o Konvergence MPI k feseni:
T — 2 = |p(T) = p(xi1)| < q- [T —zia| < ... < ¢ [T — 20| = 0.
e Odhad chyby:

T -2 <q-[T—mia|=q |(FT—2:) + (25 — 1)

<q-|T—mi|+q-|wi —xioa],

T —zi| < 13(1 |zi — @i
([l
Koeficient kontrakce ¢ je hornim odhadem
L) = tim 2=l g

i—00 |f - {Ei,1|

coz je kritérium konvergence pouzité u predchozich metod.
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4.9.3 Optimalizace MPI

Jak rovnici f(x) = 0 prevést na ekvivalentn{ tvar ¢(x) = x takovy, ze MPI rychle konverguje?
Mozné Teseni:

p(x) =z + Af(),
kde A # 0 a

¢'(z) =1+ \f'()

je mala.

Piiklad 4.2 (pokracovéni PF. [4.1) f'(z) =2+ cotg?z € (2,3) = X € (—3, _%> ,
—1/7'(0.86) = —0.365 = A = —0.365,

p(x) =0.6352 + 0.365cotg x .

/

0.84
0.74

0.6

T T T T T T T T T T
06 07 08 09 1.0 LI 12 13 14 15

Zit1 = 0.635z; 4+ 0.365 cotg z;, g = 1.5
konverguje monotonné a rychle

4.9.4 RAd metody prosté iterace

Véta 4.10 Necht MPI konverquje k T. Necht p je nejmensi prirozené cislo, pro které w(p)(f) £0, a P je
spojita v nejakém okoli bodu T. Pak vad metody je p.

Dikaz. Taylortav rozvoj funkce ¢ se stfedem T vyhodnotime v x;_1:

1 e _
p(ri1) = p(@) += (21 —T)P 9P (1), kde &1 € [(T,25-1),
N—— N~~~ P

1
In|= (z;_1 —T)P 0P (&_
ln‘f—lﬂ n p! ((E 1 x) 14 (f 1) B
In|Z— 21| In|Z — ;1| B
—o® (@)20
()
In|Z —x;— In p! 1 PI(E;
_p Hlfﬂ Ti1| np +H|<€ 3 1)|%p.
In|Z—xz;—1| WZT—2,-1] In|T—a;-1]
-0 -0

]

Poznamka 4.2 Nejcastéji je ¢'(T) # 0, takze MPI je 7ddu 1. Nemusi to vSak byt vidy, napr. Newtonova metoda
je specidlnim pripadem MPI.
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Zrychleni konvergence MPI
Napad: V kazdém kroku zvolime jiny koeficient \; tak, aby ¢'(x;) = 0, tj.

Dostaneme

_ f(@i)
frlai)’
coz je Newtonova metoda (jako specidlni ptipad MPI); ta je (obvykle) fadu 2, zatimco MPI (obvykle) fadu 1.

Tit1 =i + N flzi) = 2
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Newtonova metoda jako specialni pripad MPI

0.9

sl " 1L

0.7

0.6

T T T T

06 07 08 09 10 11 12 13 14 15

Tiy1 = T — Jf,((’;ii)), zo=1.5

konverguje nemonoténné a rychle

4.9.5 Kritéria pro vybér metody reseni rovnic

e jednobodové, napi. MPI (kterd je v jistém smyslu univerzalni jednobodovou metodou), Newtonova metoda,
e dvoubodové, napt. bisekce, regula falsi, metoda secen,

e vicebodové.

7 programatorského hlediska:

e nevyzadujici derivaci, napt. bisekce, regula falsi, metoda secen a obvykle MPI (zdlez{ na zvoleném itera¢nim
vzorci),

e vyzadujici znalost prvni derivace, naptr. Newtonova,

e vyzadujici znalost vyssich derivaci.

Podle konvergence délime metody feSeni rovnic na

e vzdy konvergentni, napt. bisekce a regula falsi,

e ostatni, napr. Newtonova, metoda secen, MPI.

4.10 Podobné ulohy
4.10.1 Hledéani nasobnych korenu

e V okoli kofene sudé ndsobnosti funkce nemeéni znaménko, takze nelze pouzit metody bisekce a regula falsi.

e Metoda seCen a Newtonova metoda jsou sice pouzitelné pro hledani nasobnych korent, ale jejich konvergence
je pak prvniho radu.

e V metodé prosté iterace zalezi pouze na pouzitém itera¢nim vzorci, nikoli na nasobnosti korene puvodni
rovnice.

1. metoda: Najdeme (vSechny) koteny funkce f’ a vyzkousime, zda néktery z nich je kofenem funkce f. Tam,
kde mé f koien sudé nasobnosti, m4 f’ kofen liché ndsobnosti a méni znaménko.

Hledani nasobnych korentu

2. metoda: Uvazujme funkci h(z) = f,((g;)) (kde ,odstranime odstranitelné nespojitosti*).

Tvrzeni 4.2 Necht T je k-ndsobny koven funkce f, v jehoZ okoli md f spojitou derivaci vadu k. Pak T je jed-
noduchym kotenem funkce h = f/f'.

Diikaz. Definice k-ndsobného kotene iika, ze fU)(Z) = 0 pro j < k a f*)(Z) # 0. Opakovanym uzitim
I"Hospitalova pravidla odvodime nenulovou limitu
f'(@)

lim f(@) = lim =...=lim
T—T (x—f)k x%ik(x—f)k_l T k!
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Tedy podil prvnich dvou vyrazt je definovan a je jednotkovy,

@) k@
L L 7 B

tim dostavame pro funkci A limitu
. h(z)
lim

=T L — T

1
= #0.

V posledni limité konverguje jmenovatel k nule, musi k nf tedy konvergovat i ¢itatel, takze lim, .z h(z) =0 a
T je kofenem funkce h. Nenulova je podle 'Hospitalova pravidla téz lim,_,z h'(z), takze T je jednoduchy kofen
funkce h. O

Pokud funkce f mé pouze koreny konecné ndsobnosti, pak funkce h mé tytéz koreny, ale jednoduché (neni vsak
Spojitd).

4.10.2 ReSeni algebraickych rovnic neboli hledani kofenti polynom

Speciélni pripad rovnice f(z) =0, kde f je polynom.

Véta 4.11 (Odhad polohy kofend polynomu) Vsechny (komplexni) koreny rovnice

n
E a;xt =0
i=0

magji absolutni hodnotu nejvyse
max (|ag|, ..., |an—1])

|an|

1+

4.10.3 Reseni rovnic v komplexnim oboru

Metoda bisekce a metoda regula falsi jsou zavislé na Uplném usporadéani redlnych Cisel = ve vétsi dimenzi
nepouzitelné.

Metoda secen a Newtonova metoda jsou pouzitelné pro komplexni koteny.

Pro nalezeni komplexnich korent muze byt nutny pocateéni odhad s nenulovou imaginarni ¢asti.

4.10.4 ResSeni soustav rovnic

Newtonova metoda mé i zobecnéni pro soustavy nelinedrnich rovnic; pak misto derivace pracujeme s jacobidnem
a misto déleni jej potfebujeme invertovat, ¢imz se jednak zvysuje slozitost vypoctu, jednak vznikaji problémy
Metoda prosté iterace je pouzitelna i v prostorech vétsi (koneéné) dimenze. Zajisténi kontraktivity pouzitého
zobrazeni muze byt problém.

Kvili obtizim se zajisténim konvergence se pro feseni soustav rovnic ¢asto pouzivaji metody zalozené na jinych
principech nez v jednodimenziondlnim pripadé.
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.

Znaceni specifické pro tuto kapitolu

f ... funkee, jejiz kofeny hleddme; Fesime rovnici f(z) =0

(ag, bo) ... pocdtecni interval, ve kterém hleddme koteny (vysledek separace kofenti)

T ... pfesné FeSenf; f(Z) =0

Tg,T1,x2, ... ... posloupnost odhadu reseni

€ ... poZzadovand presnost feseni (v argumentu, |z; — Z| < )

J ... pozadovand presnost funkéni hodnoty (|f(x;)| < 9)

7 ... hodnota pro podminku ukonceni podle rozdilu poslednich odhadu (|z; — z;—1| <7n)
q ... (prevazné) koeficient kontrakce u kontraktivniho zobrazeni

r ... Tad metody

© ... iteraéni funkce v metodé prosté iterace s predpisem z; = p(x;—1)

Znaceni pouzivané podobné v celém predmétu
I(...) ... nejmensi interval obsahujici ¢isla (body) v zavorce, napt. I(xq,...,Z,—1) = [min z;, max ;]
K2 ?

M; ... horni odhad absolutni hodnoty j-té derivace funkee, |f()| < M; na pouZitém intervalu
m; ... dolni odhad absolutni hodnoty j-té derivace funkee, |f (J)| > m; na pouzitém intervalu
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5 NUMERICKE RESENI SOUSTAV LINEARNICH ROVNIC

5.1 Formulace tlohy a jeji obtize

Uloha: Hleddme feseni soustavy n linearnich rovnic o n neznamych x1, o, ..., z,
GmaT1+a 2T+ Fai T, = b
211+ a2+ -+ a2z, = ba
an,1T1 +an,2 To+ - +an,n Tn = bn

Maticovy tvar:
Ai=0,
kde A = (a; ;)i j=1,....n je (reguldrni) matice soustavy,
b= (b1,bo,...,b,) " vektor pravych stran,
= (x1,22,...,2,) vektor neznamych.
Cramerovo pravidlo mé velkou vypocetni slozitost a numerické chyby.

5.1.1 Druhy problému
Matice soustavy:
e plné, ne prilis velké,
o 1idké, ¢asto velmi velké (mj. u kubického splinu).
5.1.2 Spatni podminénost
F=A"1b

Mala zména koeficientt soustavy nebo pravé strany muze zptsobit velkou zménu feseni.
Zpétné dosazeni (nepfesného) feseni 7. dd reziduum reseni:

F=b—AZ.,
Pokud matice A~ m4 velké prvky, miize byt reziduum # malé, i kdyz se vektor Z. podstatné 1isi od pfesného
Teseni .
= AT-AZ. =A(Z-7,),

—Z. = A7

=

8l

Jsou-li prvky matice A~! velké, miiZe i mald slozka vektoru  zptisobit velky rozdil Z — &,.
Malé reziduum nezarucuje malou chybu feseni!
Takové soustavy nazyvame Spatné podminéné.

Priklad 5.1 Soustava

2x + 6y = 8
2x+6.0000ly = 8.00001

md reseni =1, y=1;
minimdlni zména koeficienti na soustavu
2z + 6y = 8
2x45.99999y = 8.00002
zmeéni 1eseni na x = 10, y = —2.

Inverzni matice k obéma soustavdm maji proky vddové 10°, coZ ukazuje na jejich §patnou podminénost.
Rowvnice v soustavdach jsou ,skoro linedrné zdvislé “.
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5.1.3 Zdroje chyb

e nepresnost koeficientti soustavy a pravé strany,
e zaokrouhlovaci chyby pfi vypoctu,
e chyby metody — nekoneény proces je nahrazen koneénym poctem kroka (u itera¢nich metod).

5.2 Primé metody

Po koneéném poctu kroku vedou (teoreticky) k pfesnému FeSeni.

5.2.1 Gaussova eliminace (GEM)

Postupné tpravy matice soustavy pomoci ekvivalentnich tprav (neméni feseni soustavy) na horni trojihelniko-
vou matici, ze které 1ze zpétnym dosazenim snadno ziskat feSeni.
Rozsifena matice soustavy mé prvky

a0

a; = @, proi=12....n j=12....mn
ag,oﬁﬂ = b, proi=1,2,...,n
Soustavu
ago{ ] + a(o) To+ -+ a(o) — agor)lﬂ
a}goi 1+ a(o) Tyt -+ gofl Tp = agOBLH
(0) ) 21 +a( ) x2+--~+a§3%mn _ agzlﬂ

prevedeme povolenymi ipravami na tvar

(0) (0) (0) (0)

1T+ aj T2+ +ay = 0]
(1) (1) (1)
ATzt -+ a3, Tn = a354
(n—1) _  (n-1)
a’n,n LTn = n,n+1>

ze kterého zpétnou substituci vypocitame vektor reseni.

Pokud vyjde na diagondle nulovy prvek, sta¢i provést zaménu radka (resp. sloupci — v tom piipadé musime
zaménit i odpovidajici slozky vektoru reSeni!).

To 1ze, pokud je matice soustavy regularni.

Algoritmus 5.1 Prok=1,2,....n—1,proi=k+1,k+2,...,n, j=k+1L,k+2,...,n+1
PG

NON S a; (k 1)
Ui j = (k 1)
A,k
Pokud po provedeni primého chodu je néjaky diagonalni prvek a(l D—o (resp. |a \ < €), matice soustavy

je (resp. muze byt) singuldrni.
V opacéném ptipadé pouzijeme zpétnou substituci

1 (i-1) (i—1) .
R 1)(Zzn+1 Zal j), proi=nn—1,...,1.
zz j=t1+1

5.2.2 Vybér hlavniho prvku

Pokud ¢islo na diagonale je v absolutni hodnoté malé, jeho mald zména vyvola velkou zménu vysledku pii déleni
a rostou zaokrouhlovaci chyby.

Proto v kazdém kroku eliminace vybereme na diagondlu koeficient s co nejvétsi absolutni hodnotu = hlavni
prvek (pivot).

GEM s vybérem hlavniho prvku

e tplnym — vybirdme z (n — k)? prvki zbylé étvercové podmatice (vypocetné slozité),

e sloupcovym — vybirdme v ramci sloupce a pouze vyménime radky,

e radkovy — vybirdme v ramci fddku a vyménime sloupce (i poradi nezndmych!).
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5.2.3 Gaussova-Jordanova redukce

GEM mize pokracovat eliminaci prvkia nad diagonalou.

Diagonalni prvky lze prevést na jednicky.

Sloupec pravych stran je pak vektor reseni.

Pro jedno pouziti je vétsi sloZitost, ale vyplati se, pokud mame mnoho tloh lisicich se pouze pravou stranou (napf.
vypocet inverzni matice, kdy feSime soustavu linearnich rovnic soucasné pro n pravych stran, kde vychazime
z jednotkové matice).

5.2.4 LU-rozklad

Oznacme
1 0 0
faii 1 0 0
_as1 O 1
L, = a% !
1 0
—dnl g ...0 1

a1

a vynasobme Lj - A. Dostaneme prvni pridruzenou soustavu z GEM s vynulovanym prvnim sloupcem pod
diagonélou. Pokracujeme:

A():A, Ai+1:Li+1'Ai proi:O,l,...,an,

kde
1 0
0 1 0
0 1
Li+1 = _"’522,7’,4-1
o
i1,i+1
: 1 0
(%)
0 0 ——mil 0 1
Qi i1

Po provedeni n — 1 maticovych nasobeni mame
L, 1-L,s...Ly-Li -A=1U,

kde matice U je horni trojihelnikova (=vysledek piimého chodu GEM) a L =L,,_; -L,_5-...- Ly - L; dolni
trojuhelnikova s jednotkami na diagonédle. Inverzni matice L' =1L existuje a je rovnéz dolni trojihelnikova
s jednotkami na diagondle.

LA = U,

A - L'u=L.U.

Ptvodni soustavu A Z = L - U & = b nahradime dvéma soustavami s trojihelnikovymi maticemi

S

Lj =
Ui =

<y

-,

(nebot AZ=L-UZ=Ly=0),
které fesime zpétnou substituci.
Rozepsanim soucinu L - U dostavame
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Algoritmus 5.2 Pror=1,2,...,n

1—1
Uip = iy — g lisasr proi=1,2,...,7,
s=1
1 r—1
lir = (am — g lis usﬂa) proi=r+1,r+2,...,n,
UT’T o —
s=1
i—1
Y = bi—g lis Ys proi=1,2,...,n,
s=1
1 n
T; = (yi— g ui,sxs> prot=mn,...,2,1.
Uj,j =
s=i+41

Potfebujeme vSechny prvky u,, # 0 (i béhem vypoctu) nenulové = vybér hlavniho prvku (¢asteény); zmensi
se tim i zaokrouhlovaci chyby.

Poznamka: Cely algoritmus miuizeme realizovat ,na misté“, v jediné ¢tvercové matici. Pro prekryvajici se
diagonélni prvky pouzijeme u,.,, protoze na diagondle matice L jsou jednicky, které nepocitdme ani neuklddame.
Poznamka: Tato metoda je zvlasté vhodna pro fadu tloh lisicich se pouze pravymi stranami.

Lze pouzit i vipodet inverzni matice A~1 (ovSem s vétsi slozitosti).

5.2.5 Vypocet inverzni matice

E = jednotkovd matice
A-A'=E = A vynésobend j-tym sloupcem matice A~! je rovna j-tému sloupci jednotkové matice E.
#; = j-ty sloupec A~}
€; = j-ty sloupec E
AZ; =¢

Maéme soustavu rovnic, kde Z; je vektor nezndmych.
Jednotlivé sloupce inverzni matice A~! dostaneme jako feseni soustavy pro rtizné pravé strany — sloupce ma-
tice E.
Muzeme vyuzit GEM pro jednu matici soustavy a nékolik pravych stran soucasné; sta¢i ,prodlouzit“ cyklus pro
fadky rozsifené matice soustavy typu (nx2n), tedy j = k+1,k+2,...,2n (viz Gaussova-Jordanova redukee).
Pouziti LU-rozkladu: A =L - U:

A'=@L-Uu)y'=Uut.L!.

Vypocet U™ a L™! je snadny, inverzni matice k trojiihelnikové je opét trojihelnikova.

5.2.6 Vypocet determinantu

Podle definice pouze pro velmi malé rady matic.
n 2|13 | 4 5 10 20 30
pocet operaci | 4 | 18 | 96 | 600 | 36288000 | 4.8-10™ | 7.9-10%
GEM: po eliminaci jako souc¢in prvkl na diagondle:

det A = :I:a(l(’)i aég agfg, e agf;l) .

POZOR! Vyména fadku ¢i sloupct (pii vybéru hlavniho prvku) méni znaménko determinantu. (Stac¢i si
pamatovat, zda pocet vymén byl sudy nebo lichy.)

LU-rozklad A =L - U:
det A = det (L . U) =detL -detU = U1,1 U22U3,3 ---Unn -

(Jedn4 se o trojihelnikové matice a L mé navic na diagonale jednotky:.)
Opét nutno osetrit znaménko pri vyménach radka nebo sloupct.
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5.2.7 Zpresnéni vysledkti pomoci rezidua

Presné feSeni T muzeme vyjadrit pomoci nepresného feseni Z.:

T=F. 49,
kde § = (61,62,...,8,)T je vektor oprav.
AT b
A(Z.+0) = b
A, +As = b
A§ b—AZ. =7

Vektor oprav je feSenim stejné soustavy s pravou stranou nahrazenou reziduem 7.
Je-li reziduum podobné velké jako ptuvodni pravé strany, nema smysl pokracovat.
Postup mtizeme nékolikrat opakovat (je vyhodné pouzit LU-rozklad) a ziskat dalsi zpfesnénd resen{

H) )

5.3 Iteracni metody

Snazi se konstruovat posloupnosti vektora, konvergujici k presnému feseni soustavy.

5.3.1 Normy vektort a matic

R™ ... n-rozmérny aritmeticky vektorovy prostor
R™™ .. prostor ¢tvercovych matic radu n

0 € R™ ... nulovy vektor

O € R™"™ ... nulov4d matice

E € R™" ... jednotkova matice

Definice 5.1 (Vektorovd) | norma| je zobrazent ||. ||,: R™ — R splriujici
o ||Z]l, >0, pricemZ|Z|, =02 =0,

o lello = el 7.,

o |24+ Ullo < IZ]v + [|F]]o (trojiihelnikovd nerovnost) .

,, Vektorovych norem je hodné:*

Priklad 5.2

o ||Zle= )3 a7 euklidovska
i=1
o |7, =  max |24 maxzimovd, CebySevova
i=1,...,n
n
o || Z]s = |a] souctovd, ,manhattanskd“
=1 ;
o |7, = (Z \$i|q) ’, qg=>1 spoleéné zobecnéni predchozich
i=1

Co neni norma: Pro ¢ = 1/2 bychom dostali

n

2
||37H1/2 = (Z A% |33i\)
i=1
Porusuje trojuhelnikovou nerovnost:

(13 1) = (170) + (07 1) )
Do =2 =4 (01,0 + 0, Dllyjo =141 =2.

Zména méritka: Je-li ||. ||, vektorova norma a r > 0, pak ||Z], = 7 ||Z||, je také vektorova norma.
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Tvrzeni 5.1 Norma je konvexni funkce.

Dikaz. Pro ¢ € (0,1):

leZ+ (1 =) Fllo < lle@llo + I(1 = ) Fllo = c[[Z[|l + (1 =) [|F]]

|

Definice 5.2 Posloupnost vektord 0,71, 22 konverguje k vektoru @ € R™, jestlize
kli_)n;oxl(»k):xi proi=1,2,...,n.

Véta 5.1 Posloupnost vektord &0, 21 72 . konverguje k vektoru € R™, prdvé kdyz

lim ||Z® — &, =0,
k—oco

kde za normu mizZeme zvolit libovolnou z vyse wvedenych vektorovich norem.

(Konvergence nezélezi na volbé normy.)

Stejné muzeme definovat normy i pro matice; ty také tvori vektorovy prostor, ale mé to hacek:
Nechceme, aby ,maly vektor“ nasobeny ,malou matici“ mohl dat ,velky vysledek*.

Priklad (maximové norma ||. ||, vektort i matic):

(1,1) - (O'g 0'9> =(1.8,1.8),

0.9 0.9
0.9 0.9
L.
[ERVIS H(OOQ 0.9)

Hiute pro ,velkou“ dimenzi n > 1:

=0.9-1=09< [(18,1.8)], = 1.8.

T

1/2 -+ 1/2
(1/2,...,1/2) - et = (/4. n/4),
1/2 .- 1/2
1/2 -+ 1/2
11 1 n
1/2,...,1/2)|,. - Do : =——-=- 4,... Y, =—.
R YT | I | e (G2
12 - 12 )|,
Jesté hure pro kx opakované nasobeni:
1/2 - 12\ "
k k
n n
(1/2,71/2) : : :(2k+17.'.72k+1)7
1/2 -+ 1/2
1/2 - 172\ ||
1 nk n¥ nk
||(1/2a~-~71/2)||7~’ R : = 9k+1 < “<2k+1""’2k+1>“ :2k+1'
T
12 - 12 )|
Pro normu ||. ||as (étvercovych) matic a normu ||. ||, (sloupcovych) vektort budeme pozadovat

Vi e R+ By < [IBl[ar [|7]] -

Takova norma ||. || se nazyvd souhlasnd s vektorovou normou ||. [|,.
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Véta 5.2 Ke kazdé (vektorové) normé ||. ||, lze najit souhlasnou normu matic ||. ||v. Staci pro kaZdou matici
B € R™" definovat |B||v jako nejmenst cislo, které spliuje (11)). Takto definovand funkce ||. |v: R™" — R

je norma a nazyvd se operdtorovd norma indukovand (vektorovou) normou ||. ||,. Ekvivalentné ji lze zavést
predpisem
BZ . . Z
IB||v = sup ” — [ = sup B, (u— — > .
#zs 1@l .= [Eci
Dasledek 5.1 Norma matic ||. ||ar je souhlasnd s vektorovou normou ||. ||, prdvé kdyz ||. ||am > |- v, kde
I [lv je operdtorovd norma indukovand vektorovou normou ||. ||,.

Operdtorovd norma je nejmensi souhlasna maticovd norma (pro danou vektorovou normu).
Disledek 5.2 |IElv =1.

Poznamka: Zde mame prostor kone¢né dimenze, kde sup je max.
Pro kx opakované ndsobeni vektoru matici chceme

IB* #ll < IB*|[ar I 7]lo < IBII3 1],

proto budeme pozadovat
IB*[ar < B3

a obecnéji i pro nasobeni riznych matic

IB-Cllar < |IBllas IClIas (Schwarzova nerovnost).

Ne vSechny ,normy matic® spliuji Schwarzovu nerovnost:

Priklad 5.3 (maximova norma ||. [|,)
11 11y (22
11 11) \22)"

GG (+2)

Definice 5.3 ‘ Maticovd norma ‘ je zobrazent ||. || ar: R™™ — R splriujici

=1-1=1<

T T

e |B|pm >0, pricemZ|Blly=0B=0

o |lcBllar = [e][[Blla,

o |[B+Clnm <|Bllam+ ICllas (trojihelnikovd nerovnost),
e |B:Cly < |BllamlICllm (Schwarzova nerovnost) .

Véta 5.3 KaZdd operdtorovd norma je maticovd norma.

Dikaz. Netrividlni je jen dliikaz Schwarzovy nerovnosti:
Je-li |BC|ly >0, & # 0, pak i := C ¥ # 0,

||BC||V — max ||BCf||U — max (HBCf”U |C'f||v)
T#0 ”va T CT#d ”Cfllv ”va

< ( IIBCfllv) < IICfIIU>
< max — max —
#czzs ||CZ, 25 ||Z||v
_( . HBMM>< can>
= X — max ——
geCr™ g£5 |7l azo || @

<(ma|Ban>( |Cﬂv)
< X = max =

=5 |l J \es |20
= Bllv - ICllv -
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Priklad 5.4 Operdtorovd norma indukovand souctovou normou vektori:

IBlls = sup [[Bills.

llalls=1

yJednotkovd koule “ v normé ||. ||s je konveznim obalem svgch vrcholi, tj. vektord tvaru (£1,0,0,...,0), (0,£1,0,...,0),...
(0,0,...,0,£1).

Jeji obraz v linedrnim zobrazent reprezentovaném matici B je konvexnim obalem obrazu téchto vrcholi, cozZ jsou
+ sloupce matice B.

Mazimum normy se nabjvd v nekterém z téchto obrazi,

IBlls = max (b1s -y bng)lls =
n
w3
= (01,155 b ) lss 11,25+ b2 lss - - s [ (P15 Brn)ls) ],

To je tzv. sloupcovd maticovd norma.
Priklad 5.5 Operdtorovd norma indukovand maximovou normou vektoru:

IBllr = sup [Bdl.
llall»=1
wJednotkovd koule “ v normé ||. || je hyperkrychle; je konvexnim obalem svjch vrcholi, tj. vektord tvaru (£1,+1,...,£1).
Jeji obraz v linearnim zobrazeni reprezentovaném matici B je konvexnim obalem obrazi téchto vrcholi. Maxi-
mum normy nastdvd pro néktery z nich, reknéme U, a to pro k-tou slozku obrazu, (Bw), = >, by u;; ta je
mazimdind, pokud éleny by j u; maji pro vSechna j stejnd znaménka (bez Wjmy na obecnosti kladnd), pak

By =Y brjuy = by sign(by) = > |biyl,
k k

J

kde k bylo vybrano jako optimdlni ze vsech i € {1,2,...,n}. Dostdvdme operdtorovou normu
n
IBllr = Z:Iglaxnz |bs,| =
j=1
= max |[[(bi1,. .., bin)lls =
i=1,...,n
= (11, o) llss [1(B2,05 - b2 lss - 1Bty -5 ) 5

To je tzv. radkovd maticovd norma.

Priklad 5.6

je maticovd norma zvand euklidovskd nebo Frobeniova.
NemiiZe to bijt operdtorovd norma, nebot pro jednotkovou matici ||E||p = /n # 1. Neni to operdtorovd norma
indukovand euklidovskou normou vektoru,

sup [[Be,

llalle=1

pro tu neexistuje jednoduchy vzorec, protoZe je napr. zdola omezend vlastnimi c¢isly matice B.
Pozdéji ukdZeme, Ze Frobeniova norma matic je souhlasnd s euklidovskou normou vektoru.

Priklad 5.7 Pro libovolnou maticovou normu ||. ||a

k
11 i 11
=2 — o0 pro k — oo,
1 11
M M
k
1
T2k

—_

— 0 prok — oc0.

NN

/N
e i
N—

I

||M




Konvergence nekoneéného soucinu: Dosadme B := B*:
IB* - Clar < IBI}; IClnr = |B"-Cllsr =0 pro [Bllas <1, k- oo.

Tvrzeni 5.2 Operdtorovd norma je bezrozmérnd, zména méritka vektorové normy nemd vliv. Pokud vektorovou

normu || . ||, vyndsobime r > 0, |Z||, := r ||Z]|,, operdtorovd norma se nezméni:
Bzr Bz Bz
nax || Hx”u = max T” ﬁ‘rHU :ma}f || ﬁ‘rHU — ||B||V
w20 [T, wte T, w2a (|17,
Véta 5.4 Ke kazdé maticové normé ||. | v existuje alespori jedna souhlasnd vektorovd norma ||. ||, a to ||Z||, =
IXl[ar, kde
z1 00 0
z2 00 0
X = .
z, 00 ... 0
Dikaz.

En b27j$j0...0

2?21 bLjaﬁj 0...0
— =1 —
1B ]|, = ! =B~ X|lar < IBllas [ XIlar = 1Bllas [|Z]]o -
Z?Zlbn’jxj 0...0 M

O
Disledek 5.3 ||. ||F je souhlasnd s ||. ||c-
Dikaz. )

1 00 0

i) 00 n 9 9

=Y =72
: i=1

z, 00 ...0 P

|
: ; 0) — (p0\m 1) _ (py™ 2) _ (p(2\" .
Definice 5.4 Posloupnost matic B(O) = (bi,j)w.:l, BM = (bm)i’j:l, B® = (biJ)i,j:l"" konverguje
k matici B = (bi,j)i,jzl, jestlize
lim bgk.):bij pro kazdé i,5 =1,2,...,n.
k—oo ’
B®) ... k-t élen posloupnosti)
Véta 5.5 Posloupnost matic B, B, B®) . konverguje k matici B, prdvé kdyz
lim |[B® — By =0,
k—o0

pro néjakou maticovou normu ||. || ar-
(Konvergence nezélezi na volbé normy.)
Definice 5.5 Matice B je konvergentni, jestlize posloupnost matic B, B2, B3, B?, ... konverguje k nulové

matici. V opacném pripadé rekneme, Ze matice B je divergentni.
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5.3.2 Vlastni ¢isla a spektralni polomér

Definice 5.6 Cislo A € C je vlastni (charakteristické) ¢islo matice B € R™", téZ vlastni ¢islo line-
arniho zobrazeni ¥ — BZ, jestliZe existuje nenulovy vektor £ € C" (vlastni (charakteristicky) vektor)
splniujici £ +— AT, tj. BT = \Z.

Véta 5.6 Cislo \ je vlastni ¢islo matice B, prdve kdyZ det(B — AE) = 0.

Dukaz. Je-li A vlastni ¢islo matice B, pak 3% # 6: AZ =B, tedy Bf —AZ =0, (B—AE)Z = 0.

Necht det(B—AE) # 0, tedy matice B—AE je reguldrni. Homogenni soustava rovnic s reguldrni matici soustavy
ma pouze trividlni feSeni = spor.

Naopak z predpokladu det(B — A E) = 0 pfimo plyne, Ze matice B—\E je singuldrni a 37 # ¢: (B—AE)Z = 0.
Tedy B — A ¥ =0, A\d=BZ. O

5.3.3 Vypocet vlastnich cisel

Pro matice malych fadu:

e Vypocteme det(B — AE), coZ je polynom v proménné A stupné n (charakteristicky polynom matice B).
e Vlastn{ ¢isla \; jsou kofeny charakteristického polynomu matice B (rovnice det(B — AE) = 0 je charakte-
risticka rovnice).

Poznamka: Za vlastni ¢isla nadale povazujeme vsechny kofeny charakteristické rovnice véetné komplexnich.
(O téch bychom méli spravné hovorit jen v komplexnim vektorovém prostoru; v redlném neni nasobeni kom-
plexnim ¢islem definovédno.)

Definice 5.7 Spekiralni polomér matice B € R™™ je cislo

i=1,2,...,
kde A\i,i=1,2,...,n, jsou vlastni ¢isla matice B (vcetné komplexnich).
Véta 5.7 Kazdd maticovd norma ||. ||a spliuje
1Bl > o(B).

Dukaz. (Jen pro pripad, Ze vlastni ¢islo A s nejvétsi absolutni hodnotou je redlné.)
Necht 3 je vlastni vektor prislusny A, By = \¢/.

Maticovd norma ||. ||as je souhlasna s néjakou vektorovou normou ||. ||,, tedy vétsi nebo rovna ptislusné opers-
torové normé ||. ||y, indukované ||. ||,, pro kterou plati
Bz By Al
a0 @y 191l 141

|
Véta 5.8 Matice B je konvergentni < o(B) < 1.
Véta 5.9 Postacujici podminka konvergentnosti matice B:
o ||B|la < 1 pro néjakou maticovou normu,
neboli

o linedrni zobrazeni ¥ — B T, reprezentované matici B, je kontraktivni (vzhledem k néjaké vektorové norme,
souhlasné s maticovou normou || . ||ar)-

Priklad 5.8 Matice
B 0.8 0.8
—\0.10.1

je konvergentni, |B| ¢ =0.9 < 1, ackoli |B||, =1.6 >1, |B|p,=v13>1.
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5.3.4 Maticové iterac¢ni metody

Hleddme posloupnost vektorit Z(%) € R™ spliwjici ##) — Z, tj. [|2*) — Z|,, — 0.
Pouzijeme rekurentni vzorec
ZF D = p 0, gk gkem)y

Omezime se na linearni jednobodové stacionarni maticové iterac¢ni metody, tj. Fj nezavisi na k, zavisi
jen na #¥), a to ,linedrné* (spravné afinné),

kD =Bz 4 @,

Napt.
b = A7,
T+b = F+AT=(E+A)T,
i = B+A)Z-b,
kD — (E4+A)z® —b
H,—/ vﬂ
B c
Vektor chyby:
g0 = g _F  (pfedpokldddme +# 0)
® = Bz 4@
7 = BZ+¢
7 = B@EFY -3 =B*@* 2 _7)=... =B -7
g — gk = —BFO
lim B¥ =0 = lim &%) = 3.
k—o00 k—o00

Véta 5.10 Nutnd a postacujici podminka konvergence iteracni metody tvaru #*+1) = Bi*F) +-& je o(B) < 1.
Pak pro vzddlenost od limity T plati

= = Q(B) —| —(f—
”m(k) — Ty < 1_79(]3) ||x(k) _ gk 1)Hv-

Véta 5.11 Postacujici podminka konvergence iteracni metody tvaru Z*++1) = BZ*) + & je |B|ly < 1 (pro
néjakou maticovou normu). Odhad chyby je

(k) _ = IBllar k) k1)
1% — |, < 179 — #*=V,
1—Blla

(normy matice a vektori muZeme volit, ale musi byt souhlasné).

(Pocatecni odhad i vektorovad norma mohou byt libovolné.)

5.3.5 Jacobiova iteraéni metoda (JIM)

Vyjadiime matici A ve tvaru
A=D+L+U,

kde D je diagonélni, L ostfe dolni trojithelnikova a U ostfe horni trojihelnikova.
AZ=(D+L+U)Z=Di+(L+U)Z¥ = b,
DZ = —(L+U)Z+0,
i = D '(—(L+U)Z+b),
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volime

7D — DN L+ U) M + D

z (L+U) &% +

BJM €JIM

Predpokldddme, Ze hlavni diagondla matice A neobsahuje zddny nulovy prvek (toho lze dosdhnout vyménou
fadkia nebo sloupcti).
Chceme, aby na diagonale byly ,velké“ prvky.
Po slozkach:

1 b1
X1 = —— (0,1,2 xro + a1,3T3 + ...+ a1,n l‘n) + —
a1 a1,1
1 by
ro = —— (CL2711L’1 +a273x3+...+a2,nxn)+—
) 2,2
1 bn
Tn = - (@n1 21+ an2T2+ ...+ Apn-1Tp-1) +
An,n An,n
i—1 n
k+1 1 k k b; .
x5+):——<g aijx(-)—i— E aijx()>+—l, 1=1,2,...,n.
Qi s g ] Qi s
Lt j=it1 1,1

Podminka ukonéeni: |2+ — 28|, < e.

5.3.6 Gaussova-Seidelova iteraéni metoda (GSM)

Kazd4 uz vypoctens slozka vektoru Z*t1) se ihned pouzije v dalsim vypoétu.
1 i—1 n b,
@ii \—} = Qi
J= Jj=it+l

Pro realizaci vypoctu sta¢i pouze jeden vektor .
Maticovy tvar:

D+L)# = —-UZ+b,
7 = —(D+L)" " (UZ-b),
D) = D+L)'UZP 4+ (D+L) .
—_— — ————
BgsMm casMm

Mize se stét, Ze konverguje pouze jedna z téchto metod (nebo Z4dnd).

Véta 5.12  [Num. Recipes] Pokud JIM i GSM konverguji, pak 0 < o(Basm) = 0(Bum)? < oBym) < 1, takze
GSM konverguje rychleji.

(Muzeme ocekdvat, ze bude stacit asi 2x méné krok.)

Problém: urceni vlastnich ¢isel matice.

Definice 5.8 Matice A € R™" se nazjvd ostre diagondlné dominanitni, jestlize

n
la; | > Z la; ;|  pro keidéi=1,2,...,n.
J=1 g

Véta 5.13 Necht matice A € R™"™ je ostre diagondlné dominantni, pak JIM i GSM konverguje pro libovolnou
pocdtecni iteraci.
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Dikaz. Pro JIM: By méa prvky

Qs j - -
b___{ai,Ji Z3£J7
] T . .
0 t=17,

n n

B R= max bl = max @i = max a; i
[ J J
N P i=1,...,n |a1,z| ’

Py LA pEwr

<1.

]

Poznamka: Pro transponovanou matici dostaneme jinou podminku, ale stejné uziteénou, nebot zajisti |B|ls <
1.

Poznamka: Ostie diagonalné dominantni matice vychazi napt. u soustav linedrnich rovnic, kterymi se resi
osvétleni scény za predpokladu lambertovskych povrchii. (Soustavy jsou extrémné velké, mnohdy se ani nevejdou
do paméti.) Navic pfi zméné osvétleni se zmén{ jen pravd strana.

Definice 5.9 Matice A € R™"™ se nazjvd pozitivné definitni, jestlize pro kaZdy nenulovy vektor £ € R™ plati

ZTAZ>0.

Véta 5.14 Necht matice A € R™" je symetrickd a pozitivné definitni, pak GSM konvergugje.

Poznamka: Symetricka a pozitivné definitni je napr. matice soustavy normélnich rovnic u metody nejmensich
¢tverct.

Poznamka: Matice soustavy rovnic pro koeficienty kubického splinu je ostie diagonalné dominantni, navic
ridka, takze slozitost jedné iterace je imérna n. Pfi rovnomérném rozdéleni uzlovych bodu je navic symetricka,
coz dovoluje Teseni s témér linedrn{ slozitosti [Spielman, Teng].

5.3.7 Superrelaxac¢ni metoda (SOR — Successive OverRelaxation method)
Konvergenci urychli jakakoliv modifikace, ktera vede ke zmenseni spektralniho poloméru matice B.

—_
D7 = Ditw (—A:E+5) -

— Ditw ((—L—D—U)f+5) :

Di+wLi = (1-w)DF-wUZ+wb, (GSM: w :=1)
D+wl)Z = [(1-w)D —wU]x—i—wb,
T = D+wl)™! ([(1—w)D—wU]f+wg)=
= D+wl) ' [1-w)D-wU]Z+wD+wL) b,
FHD = D4 wl) T [(1-w)D-wU] & +u(D+wl) b,
B., G

kde w je relaxacni faktor. (Pro w = 1 dostdvdme GSM.) Po slozkéch:

w
2D = ( Zam §k+1) z ai; @ >+b) (1-w)z®

Jj=1+1
Véta 5.15 Metoda SOR konverguje pro libovolnou pocdtecni iteraci pravé tehdy, kdyZ o(B,,) < 1.

Véta 5.16 (Ostrowského) Necht A je symetrickd matice s kladngmi proky na diagondle. Pak plati o(B,) < 1
prave tehdy, kdyz matice A je pozitivne definitni a 0 < w < 2.

Poznamka: Casto je lepsf relaxaéni faktor nadhodnotit.
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5.4 Jaky postup volit?

Poznamka: Slozitost feseni soustavy n linedrnich rovnic o n nezndmych s jednim vektorem pravych stran
pomoci GEM a dalsich piimych metod je imérna n3. Je-li matice soustavy trojuhelnikova (specialné pii zpétném
chodu GEM a v feseni soustavy pii zndmém LU-rozkladu), vychazi slozitost imérna n?. RovnéZ vynisobeni
vektoru pravych stran zndmou inverzni matici méa slozitost timérnou n?. Je-li matice soustavy diagondlni, je
slozitost feSeni amérnd n.
U itera¢nich metod ma v obecném piipadé jeden krok sloZitost imérnou n?. Pocet krokii zavisi na pozadované
presnosti a rychlosti konvergence (a ta na spektralnim poloméru iteraéni matice).
Uloha:

AZ=B

Poznamka: Matice B zde reprezentuje pravé strany soustavy, nikoli itera¢ni matici.

e A plnd (mélo nulovych prvka), B mélo sloupcti: GEM nebo jeji modifikace

e A plnd, B mnoho sloupcii: vypocet A~! a FeSeni maticovym nasobenim nebo LU-rozklad
e A fidkd (mnoho nulovych prvki) nepravidelné: GEM s vybérem hlavniho prvku

e A ridka pravidelné: itera¢ni metody JIM, GSM, SOR
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.

Znaceni specifické pro tuto kapitolu

n ... pocet rovnic i neznamych

R™ ... n-rozmérny aritmeticky vektorovy prostor
R™™ ... prostor ¢tvercovych matic fadu n

0 € R™ ... nulovy vektor

O € R™"™ ... nulova matice

E € R™" ... jednotkova matice

A ... matice soustavy

b ... vektor pravych stran

Z ... vektor Treseni

T ... spravné fedent

#®) k=1,2,... ... posloupnost piibliznjch Feseni

- ... jakékoli priblizné feseni

... residuum priblizného feseni Z,.

L, U ... matice z LU-rozkladu (dolni a horni trojihelnikovi)

D,L,U ... matice v itera¢nich metodach (diagondlni, ostfe dolni a ost¥e horni trojihelnikova)

B, By, Basm, By .. iteraéni matice (obecnd, Jacobiova, Gaussova-Seidelova, superrelaxaéni)

Ai, t=1,2,... ... vlastni ¢isla itera¢ni matice

(.) ... spektralni polomér

G, Cy1M, CGSM, Cu ... konstantni vektor v itera¢nich metodach (obecnd, Jacobiova, Gaussova-Seidelova, superrela-
xacni)

SR

)

Vektorové normy:

I-llv -.. obecnd

[Ille ... euklidovské

||l ... maximové, Cebysevova

[Ills ... souctovd, ,manhattansk4®
Illg --- spoleéné zobecnéni pro ¢ > 1

Maticové normy:

[I-llazr ... obecnd

[Ille ... euklidovskd, Frobeniova
Iz .. Fadkova

I-lls .. sloupcova

Znaceni pouzZivané podobné v celém predmétu

R ... mnozina vSech realnych c¢isel
C ... mnozina vsech komplexnich ¢isel

109



Literatura

[Navara, Némecek] Navara, M., Némecek, A.: Numerické metody. CVUT, Praha, dotisk 2005.

[Knuth] Knuth, D.E.: Fundamental Algorithms. Vol. 1 of The Art of Computer Programming, 3rd ed., Addison-
Wesley, Reading, MA, 1997.

[Num. Recipes] Press, W.H., Teukolsky, S.A., Vetterling, W.T., Flannery, B.P.. Numerical Recipes
(The Art of Scientific Computing). 3rd edition, Cambridge University Press, Cambridge, 2007.
http://www.nrbook.com/a/bookcpdf . php

[Handbook Lin. Alg.] Hogben, L. (ed.): Handbook of Linear Algebra. Chapman & Hall/CRC, Boca Ra-
ton/London/New York, 2007.

[Spielman, Teng] Spielman, D.A., Teng, S.H.: Nearly-Linear Time Algorithms for Preconditioning and Sol-

ving Symmetric, Diagonally Dominant Linear Systems. arXiv:cs/0607105v5, 2112. DOI 10.48550/ar-
Xiv.cs/0607105

110



