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2 NUMERICKA DERIVACE A RICHARDSONOVA EXTRAPO-
LACE

2.1 Formulace problému

Uloha: Odhadnout f’(z) pomoci funkénich hodnot v koneéné mnoha bodech.

Pro¢ to nedélat?

1. Umime symbolicky zderivovat jakykoli vyraz. ®

2. Napf. aproximace polynomem dle Weierstrassovy véty ma libovolné velkou chybu derivace. ®

Proc to délat?

1. Symbolickd derivace je programatorsky naroc¢ns. ®

2. Ne vzdy je derivovana funkce zadana vzoreckem, mame napr. jen diskrétni data. ®
3. Chce se to po nas.

Zakladni numerické odhady derivace

7 definice

h—0 h ’

dostaneme odhad

f(z+h) - f(z)
. :

Smérnici teény nahrazujeme smérnici seény v bodech (z, f(x)) a (x + h, f(z + h)).

dp(z, h) =

Symetricky odhad

ds(l‘, h) _ dn(ﬂf, h) +2dn($, —h) _ f(l‘ + ]7,)2—hf(1' — h)7

je smérnice secny, vedené body (x — h, f(x — h)) a (z + h, f(z + h)).

f(x+h)
S
F(x)
Sflx—h)
x—h x x+h
z+h)—f(x—h
fa ) ads(xvh):%
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2.2 Chyba metody u numerické derivace
Taylortv rozvoj funkce f a odhadi derivace podle h v okoli O:
h2
fla+h)=f(x)+hf'(x)+ -

h3 h h?
”:C 7!/11, 7():1; 7()1’
5 @)+ @)+ 5 V@) + 5 @)+
flat+h) - flz)

dp(z,h) = o
2 3 4
= @)+ @)+ @)+ SO @) 4 s FO@)
ooty = L= S 1)
h h? h3 h*
= f'(z) - §f”(33) + Ff”’(x) - ﬂf(‘l)(a?) + Hofw)(x) -
iy = L0 Ta
h? h*
= f'@)+ 5" @) + 55 V@) +

Vsimnéte si, ze libovolny odhad derivace déli f krokem h, takze v jejim Taylorové rozvoji se h? nésobi f (pH)(;v).

2.2.1 RAad metod numerické derivace

h
001 003 005 007 010

rrrrr

Zavislost chyby nesymetrického odhadu (= linedrnf) a symetrického (= kvadratickd).
Obecné derivaci f’(x) nahrazujeme odhadem
d(z, h) = f'(z) + e(h),

kde e(h) je chyba odhadu (jeji zavislost na z zde nevyznacujeme).
Ta byva pro malé h pfiblizné amérna néjaké jeho mocning,

le(P)| = ¢ - [R]".

Zlogaritmovanim ziskame linedrni zavislost na parametrech:

Inle(h)] =lnc+p In|hl,
Inle(h)] —1 Inle(h
. Infe(m) ~Inc __ Ine(h)

In || In |h|
pro h — 0, tj. In |h| = —o0.
Definujeme rad metody (fdd odhadu d(z, h)) jako
. Inle(h)|
=1
D=0 T

(pokud limita existuje).

Poznamka 2.1 V logaritmickjch souradnicich md 7dd metody vjznam smérnice asymptoty v (—oo,00).
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1.x107
1.x107
error error 10

1.x10™

1.x10

Zavislost chyby nesymetrického odhadu (= linearni) a symetrického (& kvadraticka).
Véta 2.1 Necht p je nejmensi ¢islo > 1, pro které koeficient u h? v Taylorové rozvoje chyby odhadu d(x, h) deri-

vace f'(x) miZe bt obecné nenulovy. Necht f md v okoli bodu x spojitou derivaci 7ddu p+1. Pak p je rad metody.

Dikaz. Z Lagrangeova tvaru zbytku Taylorova rozvoje

dngﬂHWm

pro néjaké &, € I(z,x + h).

lim h—X
h—>0§ ’

lim fP*0(g,) = fHD (@) € (—00,00),

Infe(h)] _ . pnlh|—Inpl+1n |00 (6]

h—0 In |h] h—0 In |A|
Inpl I [fPTV(g,)]
P e TS T T

Citatel posledniho zlomku konverguje k In |1 ()|, jmenovatel k —oo, cely zlomek k 0. O
Odhad d,(x, h) je fadu 1, ds(z, h) fadu 2.
2.3 Odhady chyb metody u numerické derivace
Pro nesymetricky odhad:
dalar, ) = /@) + 5 £(6),
kde € € I(z,x + h), pokud f mé na intervalu I(z,z + h) spojitou druhou derivaci. Pak existuje My takové, Ze

Vt € I(z,x+h):|f"(t)] < M,.
M.
(o)~ 7)) < 2 .

Odhady chyb metody u numerické derivace

Pro symetricky odhad:

h2
e,

kde £ € I(x — h,z+ h), pokud f m4 na intervalu I(x — h, z + h) spojitou t¥eti derivaci. Pak existuje M3 takové,
ze

ds(z,h) = f'(x) +

Vte I(x —h,z+h):|f" () < Ms.
M3

ds(, h) = @) < == b2
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2.4 Doporucena délka kroku
Typické vysledky numerické derivace

Typicka zavislost vysledku a chyby numerické derivace na kroku
(odhady derivace funkce sin v bodé 1, presnéjsi vysledek 0.5403023059):

nesymetricky odhad symetricky odhad
krok vysledek chyba vysledek chyba

102 | 0.5360859800 | —4.2- 1073 | 0.5402933000 | —9-10~°
102 | 0.5398815000 | —4.2-10~* | 0.5403022000 | —1-10~7
10~* | 0.5402600000 | —4.2- 1075 | 0.5403020000 | —3 - 107
107° | 0.5403000000 | —2.3-107% | 0.5403100000 | 7.7-1076
10~% | 0.5403000000 | —2.3-107% | 0.5404000000 1-1074

10~7 | 0.5400000000 —3-107* | 0.5400000000 | —3-10~*
10~% | 0.5400000000 —3-10~* | 0.5400000000 | —3-10~*
10=2 | 0.5000000000 —4-1072 | 0.4000000000 —.14
1010 0 —0.54 0 —0.54

0540312,
0540310
0540308 ..

0540306 _°

05400040 " .

0540302 I e
0.540300 C
0.540298.
0540296
0540294

10" 107 10° 10° 107 10° 10° 10

0540312
0540310
0540308
0540306
0540304
0540302 o

0540300 -
0540298
0540296
0540294

107" 1070 107 107 107 10 107 107 107 1072

Typické zavislost vysledku numerické derivace na kroku
(nesymetricky a symetricky odhad derivace funkce sin v bodé 1).

Vyjdeme z odhadu chyby metody tvaru
Mp+1 hP,
c
kde p je fad metody,
My1 je odhad | f#+)]
¢ je konstanta pro danou metodu (nejcastéji (p + 1)!).
Zaokrouhlovaci chybu odhadneme vyrazem )
br M[) h 5
kde My je odhad |f],
r je relativni pfesnost numerického vypoctu funkénich hodnot,
b je konstanta pro danou metodu (vétsSinou radu jednotek, uréend poctem séitancu v Citateli pouzitého vyrazu).
Odhad celkové chyby:

M 1
dpn(h) = —2EL0P 4 b My —
c h
minimum nastane pro hqop:
e/(hdop) =0
M, +1 1 bTMO
p L hsop - h2 =0

dop
[ber My
Raop = P70
> pMpia
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Pro d,(z,h):p=1,¢c=2,b=2,

M,
haop = 2 TM 0 odhad chyby metody hdop \/—27“ ~r
2

To je Spatnd zprava! (Zaokrouhlovaci chyba je podobnd.)
Pro ds(x,h): p=2, c=6, b =1 (v Citateli mame dva cleny, ale délime dvéma),

7 M, 1
haop = | 3t Mo ihad chyby metody = aop =

Ms; 2.3

Piiklad: r = 10719, funkéni hodnoty i hodnoty derivaci zhruba stejné (jako napt. u funkce z + e%):
Pro odhad dy, (2, h): haop =2V10710 = 2107 s odhadem relativni chyby Yotz \/r = \/r = 1077,

2/3 ,1/3 .
Pro odhad ds(x, h): haop = /310710 = 6.7-10~* s odhadem relativni chyby 2_311/3 % r2/3 = 23%/3 r
7.47-1078.

Pro funkci z — e

Mg/?’ M31/3 ,r,2/3

2/3 -

100z (pouze zména métitka na ose x) je My = 100% My,

e pro odhad d,,(z,h): hgop =2v10714 =2-1077 s odhadem relativn{ chyby /7 = 107°,
e pro odhad ds(7,h): hiop = V310716 =6.7-107¢ s odhadem relativni chyby 5 31/3 r2/3 = 7.47.1078.

Pro odhad derivace In v bodé z = 10~° (piedchozi délky krokt nelze pouzit): My = 14, M; = 10%, My = 10'2,
My =2.10'8,

e pro odhad dy,(z, h): haop = V4-14-10722 = 8-107!! s odhadem relativni chyby 111(')%).012 VT =3.74-1075,
142/3.(2.1018)"/? )
(B0 s

e proodhad dy(z,h): haop = V3 - 7-10-28 = 1.3.10~? s odhadem relativni chyby 2.311/3
5.47-1077.

Upresnéni:

Dosud jsme uvazovali jen chybu vyhodnoceni funkce f pro presny argument, odhadnutou vyrazem r My. Ne-
presnost r x v argumentu se projevi ve funkéni hodnoté chybou priblizné r x My, kterda mtze byt znacna, bude-li
velkd (absolutni hodnota) derivace funkce f. Proto je zddouci volit ¢isla h,z,z 4+ h tak, aby byla v podcitadi
zobrazena piesné, tedy nikoli napi. h = 10~2 v bindrni reprezentaci.

Odvozeni optimalni délky kroku by se mélo modifikovat podle toho, kterd z chyb r My, rx M; je vétsi. (JeSté
lépe by bylo uvazovat obé chyby najednou, ale tim by se feseni zkomplikovalo, ani by nemuselo byt jednoznacéné.)

2.5 Obecny princip Richardsonovy extrapolace

Motivace:

4.x107°

2.x10°

01
—2.x10°°.
-6 |

error —4 x10

—6.x107°

—8.x107°

Zavislost chyby symetrického odhadu derivace (= kvadratickd).

Princip:
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SE———" g

3
q

Uloha: Spravny vysledek néjakého vipoctu je g(0) = %in% g(h). Predpokladdme, Ze g m4 v okoli bodu 0 Taylorav
,—>
rozvoj
hP h"”
g(h) = g(0) + gg(p)(o) + gg(r)(o) +...,

kde p (f4d metody) zndme a r > p. Z hodnot funkce g v koneéné mnoha nenulovych bodech mame odhadnout

9(0).
Zanedbame c¢leny rada vyssich nez p a aproximujeme g polynomem p(h) = s+ch?, s,c € R. Ke stanoveni s, ¢
zvolime 2 uzlové body h, h/q, kde q # 1:

p(h) =s+ch” = g(h),
p(i) el = 08)

To je regularni soustava dvou linedrnich rovnic pro dvé nezndmé s, ¢, z nichz nas zajima pouze s = ¢(0):
(" —1)s=q"g (%) —g(h),

g (%) —g(h)
o1

Odhad s hodnoty ¢(0) je zatiZen pouze chybami vyssich ¥adt nez p (zde Fadu r).
Casto g = 2, pak
L 29(5) —9(h)
2P — 1

2.6 Vyuziti Richardsonovy extrapolace v numerické derivaci
Odhad d,(x,h) ma chybu fddu 1; z hodnot d,,(z, h), d,,(x, h/q) vypotteme odhad

bt ) B0l )

s chybou radu 2. Pro g = 2:

—flz+h) +4f(z+h/2) -3 f(z)

dpn(z,h) =2d,(x,h/2) — d,(z, h) = W

Ze symetrickych odhadu ds(z, h), ds(z, h/q):

qus(x7 h/q) _ ds(l', h)
¢ —1 ’

dRs(JU, h) =

48



s chybou radu 4. Pro g = 2:

dps(z,h) = 4ds(x,h/2;—ds(x,h) _
ff(x+h)+8f(x+h/2)*8f(m—h/2)+f($7h).

6h

Symetricky odhad ds(x, h) lze téZ dostat Richardsonovou extrapolaci z odhadu dg,(x,h) s ¢ = —1.

0.540312
0540310

0.540308

0540306

0540304 " " *
0540302 e
0540300 -
0.540298

0.540296

0.540294

107" 10 10 107 10
h

Vysledky symetrického vzorce zpresnéného Richardsonovou extrapolaci.

0.002 0.008 0010

—5.x10™""
—1.%x1071
error

—~1.5 %107

—2.%x107

Chyba (4. fddu) symetrického vzorce zpfesnéného Richardsonovou extrapolaci.

error

Chyba (4. fadu) symetrického vzorce zpfesnéného Richardsonovou extrapolaci.

2.7 Odhad derivace z realnych dat

Vyjdeme z motivaéni tlohy (teplota pacienta).

Pouzijeme nesymetricky i symetricky vzorec pro odhad derivace a porovname s derivaci diive pouzitych apro-

ximaci.
Interpolace polynomem

42

41-

200 ' 400 ' 600 ' 800 " 1000 1200

| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |

49



Interpolace polynomem

0.04 -

0.02 -

—0.02+

—0.04+

—0.06-

|:Q 6 bodt derivace nesym. @ 5 bodii derivace sym. — derivace aproximace |

Interpolace splinem

33 T T T T T T T
200 400 600 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |
Interpolace splinem
0.010+
0.005 - PY
0 T T T
200 1200 1400
L
—0.005
—0.010 -

[ @ 6 bodd derivace nesym. @ 5 bodu derivace sym. — derivace aproximace |

50



Metoda nejmensich étverct pol. (6 parametrd)

42-
41

33 | | | 1 1 1 1
200 400 600 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) @ 7 bodii (trénovaci) — aproximace |
Metoda nejmensich étverct pol. (6 parametrd)
@
0.005 -
0 7
1400
—0.005
—0.010 @
—0.015 4
—0.020

|:Q 6 bodt derivace nesym. @ 5 bodi derivace sym. — derivace aproximace |

Metoda nejmensich étvercl gon. (6 parametri)

200 400 600 800 " 1000 1200 1400

[ - 1441 bodi (testovaci) @ 6 bodii (trénovaci) — aproximace |
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0.015

0.010

0.005

Metoda nejmensich étverci gon. (6 parametri)

—0.005

—0.010

—0.015

35y /]

L

|j 5 bodii derivace nesym. @ 4 bodi derivace sym. — derivace aproximace |

Interpolace polynomem

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) — aproximace |

Interpolace polynomem - derivace

200 400 600 800 1000 1200 1300

[ @ 24 bodii derivace nesym. e 23 bodii derivace sym. — derivace aproximace |
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Interpolace splinem

42-
41

® 260 460 560 800 1000 1200 1400
| - 1441 bodii (testovaci) e 25 bodii (trénovaci) — aproximace |
Interpolace splinem - derivace
0.03
0.02 -

EWANTVAN

\&o0¢’ 1000 |
—0.01-
—0.02-
™y
—0.03-

| » 24 bodu derivace nesym. e 23 bodii derivace sym. —— derivace aproximace |
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Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)
)
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Interpolace splinem

42-
41

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) - 97 bodii (trénovaci) —— aproximace |
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Metoda nejmensich étvercd pol. (13 parametri)
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| - 1441 bodii (testovaci) + 97 bodii (trénovaci) — aproximace |
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Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)
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Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)

42-
41

33

200 400 600 800 1000 1200 1400

| - 1441 bodii (testovaci) - 1441 bodii (trénovaci) —— aproximace |

Metoda nejmensich étverct pol. (13 parametri)
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Metoda nejmensich étvercil gon. (13 parametri)
0.2

| - 1440 bodii derivace nesym. - 1439 bodii derivace sym. — derivace aproximace |
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.
Znadeni specifické pro kapitoly [2] a
f ... derivovana funkce
h ... krok pfi numerickém odhadu derivace
¢ ... funkce aproximujici zavislost na kroku
d,d,ds,dgn, dgs ... numerické odhady derivace, d(z,y) ~ f'(x) atd.
Znaceni pouzivané podobné v celém predmétu
I(...) ... nejmensi interval obsahujici ¢isla (body) v zévorce, napt. I(xq,...,2,—1) = (min x;, max ;)
K3 K3

M; ... horni odhad absolutn{ hodnoty j-té derivace derivované funkce, |fU )| <M ; na pouzitém intervalu
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