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4 NUMERICKE RESENI NELINEARNICH ROVNIC
4.1 Formulace problému

Uloha: Hledame redlné feseni rovnice f(x) = 0, kde f je spojitd redlnd funkce na intervalu (ag, bo).
Nutno upresnit:

Uloha: Hleddme redlné feSeni rovnice f(x) = 0, kde f je spojitd funkce na intervalu (ag, bo).

Piitom pfedpokladdme, ze f(ao) - f(bo) < O (tj. f(ao), f(by) maji opatnd znaménka) a ze f ma v intervalu
(ag,by) pravé jeden kofen, T. Reseni mame stanovit s danou pfesnosti € > 0, tj. mame najit néjakou hodnotu,
kterd se naléza v intervalu (T — e, T + €).

Tomu predchazi separace korenti, kterd neni algoritmizovatelna.

4.2 Metoda pileni intervalu neboli bisekce

- a; +b;
2
o je-li f(x;)- f(a;) <0, pak ;11 = as, big1 = x5,
° je—li f(xz) . f(bl) < 0, pak Qi1 = Ty, b7;+1 = bi,
e je-li f(x;) =0, pak T = x;.
304
204
104
0 T T T
1.2 4 1.6 1.8 2
Podminka ukonéeni:
bi — a;
<g (3)

Konverguje vzdy stejné rychle:
zpresnéni o 3 desetinnd mista béhem 10 kroku

4.3 Metoda regula falsi

Interval (a;, b;) rozdélime v poméru ||§((ZZ)) || , tj. secnou dle , novy délici bod z; je jeji nulové misto:
Ty —a; f(a;)
xp—b;  f(by)’

a; f(bi) — b f(a;)
fi) = flai)

Ty =
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-8-

Typicky se od j-tého kroku jeden krajni bod intervalu neméni (napf. pokud f” nemén{ znaménko).
bi — Q; 7L> 0
lim (b; — a;) € {[T — a1, |7 — bs[}
1—00

Podminka ukonéeni:

[f (@) <6 (4)

4.4 Univerzalni odhad chyby

Taylortv rozvoj funkce f se stfedem z; vyhodnotime v bodé Z:
f(@) = @) + (T — ) f'(6:)
—~—

pro né&jaké 6; € I(x;,T)

F—x; = —f(@i)
CH!
Pokud 3Im; > 0 Vx € I(x;,T) : my < |f'(2)],
prechodem k absolutnim hodnotam dostaneme
mi

Véta 4.1 Necht funkce f md na intervalu I(z;,T) spojitou derivaci a
Imy >0Vt € I(x;,T) :my < |f'(t)].

Pak

JEI

my my
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Vétu nelze pouzit, neexistuje-li derivace nebo je-li kofen ndsobny (metoda stdle muze byt pouzitelnd).
Metoda regula falsi konverguje rychleji, pokud zadana funkce je (v okoli kofene) priblizné linedrni.

20 A

1

10

4.5 Metoda secen
Modifikace metody regula falsi: pro dalsi vypocet vzdy pouzijeme vzorec pro dva posledné vypoctené body:

2o = by, T1 = ag

- v of(vio1) — i1 f(zi2)

e f(xiz1) = f(zio2)
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30

20

104

Podminka ukonceni:

|f(zi)| <0

nebo
|z —zi—1] <

Konvergence byva rychlejsi, ale neni zarucena.

4.6 Newtonova metoda (metoda tecen)

Metody
e jednobodové
e dvoubodové
e vicebodové
Tecna t;_1 ke grafu funkce f v bodé (z;_1, f(zi-1)):
tio1(x) = flzio1) + (x —2i1) - f(2ioa),

x; je jeji nulovy bod:

f(@i-1)

Ty =Tj-1— 57—~ -

f'(wiz1)

Predpoklada existenci a znalost prvni derivace, nutno osettit pripadné preteceni nebo déleni nulou.
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300H

2001

1004

Podminka ukondceni:

|f (@) <6

nebo
|z —zi—1] <

Konvergence byva rychlejsi, ale neni zarucena.

4.6.1 Odhad chyby Newtonovy metody
Tayloruv rozvoj funkce f se stfedem x;_; vyhodnotime v bodé x;:

flxi) = f(zicy) + (xi — 1) f/(wim1) *lé(l’i

0

kde & € I(z;,x;—1). Dosadime do univerzdlniho odhadu:

o fw) 1)

2
T—ux = Ty — Ti—1)”,
7o) 2P
Pokud lze najit odhady
dMs Vx € I(ZIIZ',ZIIZ'_l) : |f”(1’)| <
Imq >0V € I(z;,T) : |f/(z)| >

pak prechodem k absolutnim hodnotam dostaneme

7 — ;| < — (wi — mi1)?

81

2.5 3

—xi1)? f(&),

0; € I(l‘l,f) .

M,
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Odhad chyby Newtonovy metody

Véta 4.2 Necht T je jednoduchy koten funkce f, kterd md na intervalu I(x;,x;—1,T) (kde x; je vysledek
jednoho kroku Newtonovy metody aplikované na odhad x;_1) spojitou druhou derivaci. Necht existuji redlnd
¢isla Ms, my > 0 takovd, Ze

Vo € I(z;,T) : |f/(x)| > my
Vo € I(xg, x5 1) : I (z)] <

Pak plati odhad chyby (@
_ 2 2
— o< —= P .
|z — ;] < 2 (s —xi-1)

Dasledek 4.1 Pri spinéni podminky ukonceni (@ |x; — zi—1| < n dostdvame odhad chyby
M.
T — 2| < =1
2m1

Jednoduché pravidlo: pokud Newtonova metoda konverguje a aproximace se nachazi v blizkosti korene,
v kazdém kroku se zhruba zdvojnésobi pocet mist za desetinnou ¢arkou, ktera jsou spravné vypoctena.

Spravné: pokud je chyba mnohem mensi nez 1 a absolutni hodnoty prvni a druhé derivace funkce f jsou

priblizné stejné velké, pak ¢initel 2%21 muzeme zanedbat a pravidlo plati, nebot

‘f — 1’2| =~ (.’Ez — xi,1)2 ~ (f— xi,1)2

Mo
2m1

Pokud se vSsak pomér hodné lisi od jednotky, pravidlo nemuzeme pouzit.

4.6.2 Konvergence Newtonovy metody
Neni zarucena. Metoda muze divergovat zejména pri Spatném pocatecnim odhadu.
Predpoklad: f” je spojitd v okoli jednoduchého kofene Z.

Pak /(%) # 0 a f’ je spojita v okoli T
—> lze najit uzavrené okoli I bodu ¥ takové, ze

Imy >0Vrel: |f/(z)| > my
dM, Ve e I : \f”(x)| < M,

Necht x;_q € I'\ {Z}.
Taylortiv rozvoj funkce f se stfedem z;_; vyhodnotime v bodé T:

F(@) = flzic) + (@ —zi1) fl(@ic1) + 2@ —220)* (&)
el

kde &; € I(T, xz;—1). Odecteme
0= fzi—1) + (@i — z-1) ['(wiz1)

0 = @—z)f(wic1)+35@—zi1)* f'(&)

_ (&)
T—x; = —Qf,(ii_)l)(x—:ril)Q
T -z _ I"(&)
@—wi—1)?  2f(wi1)
‘f*l’” < M2
(f—a)’i,1>2 - 2m
T —Z; My
|$—$i_|1| S 2m1 |IL‘ _xi71|
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Konvergence Newtonovy metody

Pro z;_1 dostatec¢né blizko T:

My _

Tml‘l‘—xifl‘ < gq
| — @i ¢
\E—xi,ﬂ

pro néjaké (predem dané) g < 1, tj. chyba se v jednom kroku zmensi v poméru aspoii g a metoda konverguje.

Véta 4.3 Nechl funkce f md spojitou druhou derivaci v okoli jednoduchého korene T. Pak Newtonova metoda
konverguje v néjakém okoli korene .

4.6.3 Nahrada derivace numerickym odhadem

Alternativou je numericky vypocet derivace, ktery zde lze zaclenit do metody.
Vypoctu dalsich funkénich hodnot se vyhneme pouzitim poslednich dvou vypoétenych, f(x;—1), f(x;—2); derivaci
nahradime smérnici seény:

f(l”iq) — f(ﬂfz‘fz)
i }(iﬂiq) _ Ti—of(xim1) — vim1 f(wi—2)
f(@i—1) — f(zi—2) f(@i-1) — f(zi-2)

Ti—1 — Tj—2

f/(xifl)

i Ti—1 —

Nic nového pod sluncem: metoda secen (ale myslenka byla spravnd).
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4.7 Konvergence a jeji rychlost (fad metody)
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Chyba v poslednim kroku (svisle) a v pfedposlednim kroku (vodorovné) pro Newtonovu metodu; vlevo
linearni méritko, vpravo logaritmické
(skute¢nd chyba je nahrazena rozdilem poslednich dvou iteraci)

Konvergence zavisi na

. |E — CEZ|

L(1) := lim — .
1—>00 |.’,E — .’Ei_1|

Plati:

L(1) <1 = metoda konverguje,

L(1) > 1 = metoda diverguje.

Rychlost konvergence zavisi na radu metody,

. In |f — J,‘Z|
p=lim ——.
i—oo In |:TJ — .’E¢71|
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Poznamka 4.1 Vyneseme-li body (|T — x;|,|T — x;—1]) v logaritmickych souradnicich, md rdd metody vgznam
smérnice asymptoty v (—oo, —00).

Véta 4.4 Necht metoda teseni rovnice f(x) = 0 7ddu p ddvd za vysledek posloupnost aproxzimaci x;, i € N,
konvergugjici ke koreni T. Necht r > 0,

. [T — ]
L(r) := lim ————. 10
(r)i=Jlim =— % (10)
Pak
r<p = L(r)=0,
r>p = L(r) =0,

r=p = L(r) = L(p) mize (ale nemusi) existovat a mize byt koneénd a nenulovd.

Dikaz. Limitu zlogaritmujeme:

l(r):==InL(r) = lim In [z = i = lim (In|Z — ;| —r In|T —2;_4]) .
N— ————

1—00 |f — {L‘i71|7- 71— 00

In \E—wi |

——LE==2 - — 1 (limita sou¢tu/soudinu je sou-
pln|z—xz;_1|

Nezméni se, pokud vyznaceny vyraz vynasobime vyrazem
¢et/soudin limit, pokud vsechny vyrazy jsou definovany, coz dodatecné ovérime).

In|z — x;
((r) = lim (m T — 25| — v (I [T — 2i_1]) nlxw)
1— 00

pln |f— ZEi_1|

lim (In |7 — a;]) (1 - f) .
100 e’ P
——00 >

r<p = V,>0,0r)=—o0, L(r) =exp({(r)) =0,
r>p = V, <0, {(r) =00, L(r) = exp({(r)) = oo,
r=p = V, =V, =0, mize existovat kone¢nd limita ¢(r) a kone¢n4 limita L(r) = exp(¢(r)) > 0.
(Zpétné vidime, ze predpoklady o existenci limit souétti a sou¢intt nenarusily platnost vysledku.) O

R4d metody se obvykle zavadi jako takové r, pro které limita (10) existuje, je koneénd a nenulovi. Neni to
vsak navod, jak rad vypocitat nebo odhadnout z experimentu. To neumoznuje pfimo ani zde pouzité definice,
protoze je v ni pouzit nezndmy kotfen T. Bez néj se vsak lze obejit:

Véta 4.5 Necht metoda Tesent rovnice f(x) = 0 ddvd za vysledek posloupnost aprozimact x;, i € N, konvergujici
ke koteni T a

L) = tim 2= )
1—00 |Jf — .CCZ‘_1|
Pak rdd metody je
lim In |.L“i+1 - Z‘il ’
i—oo In |$Z — .Ti_1|
pokud limita existuje.
Dikaz. Jelikoz B
LTS )<,
T —Ti-1
tak pro néjaké § > 0 a vSechna dostatecné velkd i je
S P
T — Tj—1
—1-6) < 2T 1.
T — Ti—1
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To dovoluje omezit vyraz

|:Zi_xi—1|:‘(f_xi—l)_(f_zi)|: ?—Ii_l_if—l‘i _’1_ Xr —x; €<5’2_5>
|T — @] |T — 21 T—Zi—1 T—Ti T —xi1
€(—(1-9),1-96)
a pomér logaritmu
‘xl 1’2—1'
In |l’ $¢_1| —
In|z; — 21| |T — x| _
In|Z —x;_1] In|Z — x;_1]
€(6,2—0) €(Iné6,In(2—46))
1 %= fff'ifl| n 1% = éf7z>1|
M Ewal el
In|Z — x;_1] In|Z — x;_1]
—0 ——00
Stejné (substituci i := i + 1) dokéZeme, Ze
ln\xljl —CEZ'| N
In|Z — x
a dostaneme
lim In|ziy1 — @ o In|ziyr — x| [T —21] In|T— a4 _
imoo In|z; —x;—1|  imoo [T —a; Inla; — a2, 1] In|T — 24|
—1 —1
. In |f - l‘il
= lim ————— =p.

i—oo In |f — Ii_1| o

]

4.7.1 RAd Newtonovy metody

Véta 4.6 Necht funkce f md nenulovou spojitou druhou derivaci v okoli jednoduchého korene T. Pokud New-
tonova metoda konverquje k T, je rddu 2.

Dukaz. 1€
_ - i) 2
T—x; = _2fl(9i) (T —wi—1)”,
kde & € I(T,x;-1), 0; € I(2;,T). Piejdeme k absolutnim hodnotdm a zlogaritmujeme:
_ _ /" (&)
In|z—z;/=2In|x —2;_1| +In =—2—,
Foml =2k nal g e,
_ Lf7 (&)
ngoml o, TRre) Y
In|Z — x;_1] In|Z — x;_1|
/(=
nebot Citatel posledniho zlomku konverguje ke konstanté In 2J|“f/((x)>|| € (0,00) a jmenovatel k —oo. O
z

4.7.2 RAd metody regula falsi

Véta 4.7 Metoda regqula falsi je 1. tddu, pokud druhd derivace funkce f meméni na wvaZovaném intervalu
znaménko.

Dikaz. Tayloriv rozvoj se sttedem T dava v x;_1

fxica) = f(@) + (i1 —T) f/(0:)
N2

0
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kde 0; € I(Z,x;_1). Pokud x;_; neni kofen,

Tia) _ ) 20
Ti—1 — T
s limitou
tim L&)y 6 = @) £0.
1—00 Tj—1 — T 71— 00

(Pfedpoklady véty a metody regula falsi nep¥ipoustéji ndsobny koten.)
BUNO: Horni mez intervalu se neméni, dolni ano,

ViENZbiZb,ai+1:$i<f,
_af(6) = bla) _ wi f0)~ b f(ri)
’ f(b) _f(ai) f(b) = f(ziz1)
(T —2i—1) f(b) — (=) fziz1)

f—l’i: =

f(b) - f(ﬂCi—1)
(T f(b) _ -0  fl@iza)
= i) (f(b) = flwic1) () = f(zio1) 33361'—1) ’
f(b) 3 z—b _ f(w“))
fO) = flwiza)  f(b) = flwiy) T—mi1)

Jelikoz lim f(z;—1) = f(Z) = 0, limita jmenovatele
11— 00

In(—2;) =In(T —z;-1) +In <

lim (f(b) — f(zi-1)) = f(b) #0,

i—00

lim In

i—o0 <f(b)—f($i1) fO) = flzica) T—xia
(ot 1)

coZ je konstanta, kterd po vydéleni In(Z — x;_1) dava limitu 0, takze

/() T-b f(%:—l)) _

ln(f - 331)

li =1.
ziglo h’l(f — 1'171)

O

metoda rad podminka

bisekce nedef. (~ 1)

regula falsi 1 druhd derivace neméni znaménko

secen (14++/5)/2 = 1.6 | jednoduchy koten

Newtonova 2 jednoduchy koren

Metoda bisekce nekonverguje monoténné, takze nema rad, ale kdybychom misto skuteénych chyb pouzili ve
vzorci jejich horni odhady, dostali bychom
h’l(bi_l - ai_l) —1n2 o

ln(bi — ai) .
lim ————— =1 =1
zi}go ln(bi,1 - ai,l) ziglo ln(bi,1 - (Lifl) ’

coz je podobna situace jako u metod 1. radu.

4.8 Kombinace startovacich a zpresnujicich metod

Kombinace dvou metod — startovaci a zpresnujici.

Vypocdet zahdjime startovaci metodou, od niz se pozaduje zarucend konvergence, byt tfeba pomald (napf. me-
toda bisekce nebo regula falsi). Ta vlastné jen vylepsi separaci kofene.

Poté zkusime uplatnit zpresnujici metodu, kterd by méla rychleji konvergovat a urychlit tak zpresnéni naleze-
ného odhadu (napf. Newtonova metoda). Jeji konvergence nebyvé zarucena, ale muzeme se vratit ke startovaci
metodé.
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4.9 Metoda prosté iterace (MPI)

Rovnici f(x) = 0 pfevedeme na ekvivalentn{ tvar ¢(z) = z, napt. o(z) = f(z) + «.
Pocéatecni odhad o, x; = @(xi_q).
Podminka ukonéeni: |z, — xim1] < 7.

Tvrzeni 4.1 Pokud MPI konverguje k & a ¢ je v & spojitd, pak (%) =&, f(Z) = 0.

Dukaz.

o(Z) = ga(_lirn xl) = lim ¢(x;) = lim z;41 = lim z; = .
1— 00 71— 00 1— 00 71— 00

O

Priklad pouziti MPI

Priklad 4.1 Hledame nejmensi kladné teSent rovnice f(x) =0, kde f(x) = x — cotg z.
[E)=5-1<0, J(5)=5>0 = Te(53)

Zvolime p(x) = Af(x) + x, kde A # 0; podminka ukoncent pro n = 0.001.

Vyzkousime X € {—0.2,0.2,—0.65, —0.8}.

1.54 1.89
1.44 1.6
1.3
1.44
1.24
1.24
1.14
1.04 1.0
0.9
0.8
0.8
0.6
0.7
0.6+ 04+
06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 06070809101.112131415
ZTiy1 = 0.8z; + 0.2cotg z;, Tiy1 = 1.22; — 0.2cotg z;,
xo9 = 1.5, zo = 0.88
konverguje monoténné diverguje monotonné

1.5 /

1.0
0.8
0.9
0.8
0.6
0.7
0.6 04+
06 07 08 09 1.0 1.1 12 13 14 15 06 07 08 09 1.0 1.1 12 13 14 15
Ti+1 = 0.35x; + 0.65 cotg x;, Ti+1 = 0.22; + 0.8 cotg x;,
xo = 1.5, xo = 0.88,
konverguje nemonoténné diverguje nmemonotonné
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4.9.1 Kontraktivni funkce

Definice 4.1 Rekneme, Ze funkce ¢ je na intervalu I kontraktivni (s koeficientem q), jestlize
dg<1Vu,vel:|pu)—e) <qg-|u—1.
kontraktivita = spojitost

Véta 4.8 (Postacujici podminka pro kontraktivitu) Necht funkce ¢ md na intervalu I spojitou derivaci

a existuje q < 1 takové, Ze
Veel:|p(x)] <q.

Pak ¢ je na I kontraktivni s koeficientem q.

/v" o' (z) dz

4.9.2 Véta o pevném bodé

Dikaz. |p(u) — ¢(v)| = S/ |<p'(a:)|dx§/ gde=q-|lu—v|. O

v v

Véta 4.9 (Banachova véta o pevném bodé pro redlné funkce) Nechl ¢ je funkce kontraktioni s koefici-
entem q < 1 na néjakém uzavieném intervalu I = (a,b) takovd, Ze zobrazuje I do I. Pak rovnice ¢(x) = = md
v intervalu I prdvé jedno teseni T. To dostaneme MPI s libovolnou pocdtecni hodnotou xo € I. Odhad chyby:

|E—Ii|§ |SCZ‘—I1'_1|.

Dukaz.

e FExistence feseni:

o zobrazuje I do I

Y(x) = p(x) —x je ¢ v a nezdpornd a v b nekladnd; je spojitd, a tedy ma v I nulovy bod; ten je FeSenim rovnice

.‘P (f;gdioq;naénost feSeni: Pfedpoklddejme dalsi feseni T € I. Pak
T-7=p@) - @) <q¢-lT-7] = T=7
o Konvergence MPI k feseni:
T — 2 = |p(T) = p(xi1)| < q- [T —zia| < ... < ¢ [T — 20| = 0.
e Odhad chyby:

T -2 <q-[T—mia|=q |(FT—2:) + (25 — 1)

<q-|T—mi|+q-|wi —xioa],

T —zi| < 13(1 |zi — @i
([l
Koeficient kontrakce ¢ je hornim odhadem
L) = tim 2=l g

i—00 |f - {Ei,1|

coz je kritérium konvergence pouzité u predchozich metod.
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4.9.3 Optimalizace MPI

Jak rovnici f(x) = 0 prevést na ekvivalentn{ tvar ¢(x) = x takovy, ze MPI rychle konverguje?
Mozné Teseni:

p(x) =z + Af(),
kde A # 0 a

¢'(z) =1+ \f'()

je mala.

Piiklad 4.2 (pokracovéni PF. [4.1) f'(z) =2+ cotg?z € (2,3) = X € (—3, _%> ,
—1/7'(0.86) = —0.365 = A = —0.365,

p(x) =0.6352 + 0.365cotg x .

/

0.84
0.74

0.6

T T T T T T T T T T
06 07 08 09 1.0 LI 12 13 14 15

Zit1 = 0.635z; 4+ 0.365 cotg z;, g = 1.5
konverguje monotonné a rychle

4.9.4 RAd metody prosté iterace

Véta 4.10 Necht MPI konverquje k T. Necht p je nejmensi prirozené cislo, pro které w(p)(f) £0, a P je
spojita v nejakém okoli bodu T. Pak vad metody je p.

Dikaz. Taylortav rozvoj funkce ¢ se stfedem T vyhodnotime v x;_1:

1 e _
p(ri1) = p(@) += (21 —T)P 9P (1), kde &1 € [(T,25-1),
N—— N~~~ P

1
In|= (z;_1 —T)P 0P (&_
ln‘f—lﬂ n p! ((E 1 x) 14 (f 1) B
In|Z— 21| In|Z — ;1| B
—o® (@)20
()
In|Z —x;— In p! 1 PI(E;
_p Hlfﬂ Ti1| np +H|<€ 3 1)|%p.
In|Z—xz;—1| WZT—2,-1] In|T—a;-1]
-0 -0

]

Poznamka 4.2 Nejcastéji je ¢'(T) # 0, takze MPI je 7ddu 1. Nemusi to vSak byt vidy, napr. Newtonova metoda
je specidlnim pripadem MPI.
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Zrychleni konvergence MPI
Napad: V kazdém kroku zvolime jiny koeficient \; tak, aby ¢'(x;) = 0, tj.

Dostaneme

_ f(@i)
frlai)’
coz je Newtonova metoda (jako specidlni ptipad MPI); ta je (obvykle) fadu 2, zatimco MPI (obvykle) fadu 1.

Tit1 =i + N flzi) = 2
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Newtonova metoda jako specialni pripad MPI

0.9

sl " 1L

0.7

0.6

T T T T

06 07 08 09 10 11 12 13 14 15

Tiy1 = T — Jf,((’;ii)), zo=1.5

konverguje nemonoténné a rychle

4.9.5 Kritéria pro vybér metody reseni rovnic

e jednobodové, napi. MPI (kterd je v jistém smyslu univerzalni jednobodovou metodou), Newtonova metoda,
e dvoubodové, napt. bisekce, regula falsi, metoda secen,

e vicebodové.

7 programatorského hlediska:

e nevyzadujici derivaci, napt. bisekce, regula falsi, metoda secen a obvykle MPI (zdlez{ na zvoleném itera¢nim
vzorci),

e vyzadujici znalost prvni derivace, naptr. Newtonova,

e vyzadujici znalost vyssich derivaci.

Podle konvergence délime metody feSeni rovnic na

e vzdy konvergentni, napt. bisekce a regula falsi,

e ostatni, napr. Newtonova, metoda secen, MPI.

4.10 Podobné ulohy
4.10.1 Hledéani nasobnych korenu

e V okoli kofene sudé ndsobnosti funkce nemeéni znaménko, takze nelze pouzit metody bisekce a regula falsi.

e Metoda seCen a Newtonova metoda jsou sice pouzitelné pro hledani nasobnych korent, ale jejich konvergence
je pak prvniho radu.

e V metodé prosté iterace zalezi pouze na pouzitém itera¢nim vzorci, nikoli na nasobnosti korene puvodni
rovnice.

1. metoda: Najdeme (vSechny) koteny funkce f’ a vyzkousime, zda néktery z nich je kofenem funkce f. Tam,
kde mé f koien sudé nasobnosti, m4 f’ kofen liché ndsobnosti a méni znaménko.

Hledani nasobnych korentu

2. metoda: Uvazujme funkci h(z) = f,((g;)) (kde ,odstranime odstranitelné nespojitosti*).

Tvrzeni 4.2 Necht T je k-ndsobny koven funkce f, v jehoZ okoli md f spojitou derivaci vadu k. Pak T je jed-
noduchym kotenem funkce h = f/f'.

Diikaz. Definice k-ndsobného kotene iika, ze fU)(Z) = 0 pro j < k a f*)(Z) # 0. Opakovanym uzitim
I"Hospitalova pravidla odvodime nenulovou limitu
f'(@)

lim f(@) = lim =...=lim
T—T (x—f)k x%ik(x—f)k_l T k!
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Tedy podil prvnich dvou vyrazt je definovan a je jednotkovy,

@) k@
L L 7 B

tim dostavame pro funkci A limitu
. h(z)
lim

=T L — T

1
= #0.

V posledni limité konverguje jmenovatel k nule, musi k nf tedy konvergovat i ¢itatel, takze lim, .z h(z) =0 a
T je kofenem funkce h. Nenulova je podle 'Hospitalova pravidla téz lim,_,z h'(z), takze T je jednoduchy kofen
funkce h. O

Pokud funkce f mé pouze koreny konecné ndsobnosti, pak funkce h mé tytéz koreny, ale jednoduché (neni vsak
Spojitd).

4.10.2 ReSeni algebraickych rovnic neboli hledani kofenti polynom

Speciélni pripad rovnice f(z) =0, kde f je polynom.

Véta 4.11 (Odhad polohy kofend polynomu) Vsechny (komplexni) koreny rovnice

n
E a;xt =0
i=0

magji absolutni hodnotu nejvyse
max (|ag|, ..., |an—1])

|an|

1+

4.10.3 Reseni rovnic v komplexnim oboru

Metoda bisekce a metoda regula falsi jsou zavislé na Uplném usporadéani redlnych Cisel = ve vétsi dimenzi
nepouzitelné.

Metoda secen a Newtonova metoda jsou pouzitelné pro komplexni koteny.

Pro nalezeni komplexnich korent muze byt nutny pocateéni odhad s nenulovou imaginarni ¢asti.

4.10.4 ResSeni soustav rovnic

Newtonova metoda mé i zobecnéni pro soustavy nelinedrnich rovnic; pak misto derivace pracujeme s jacobidnem
a misto déleni jej potfebujeme invertovat, ¢imz se jednak zvysuje slozitost vypoctu, jednak vznikaji problémy
Metoda prosté iterace je pouzitelna i v prostorech vétsi (koneéné) dimenze. Zajisténi kontraktivity pouzitého
zobrazeni muze byt problém.

Kvili obtizim se zajisténim konvergence se pro feseni soustav rovnic ¢asto pouzivaji metody zalozené na jinych
principech nez v jednodimenziondlnim pripadé.
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Dodatek: Prehled znaceni

Popis je zjednoduseny a nemusi byt presny, podrobnosti jsou v textu. Znaceni pouzité jen lokdlné zde neni
uvedeno.

Znaceni specifické pro tuto kapitolu

f ... funkee, jejiz kofeny hleddme; Fesime rovnici f(z) =0

(ag, bo) ... pocdtecni interval, ve kterém hleddme koteny (vysledek separace kofenti)

T ... pfesné FeSenf; f(Z) =0

Tg,T1,x2, ... ... posloupnost odhadu reseni

€ ... poZzadovand presnost feseni (v argumentu, |z; — Z| < )

J ... pozadovand presnost funkéni hodnoty (|f(x;)| < 9)

7 ... hodnota pro podminku ukonceni podle rozdilu poslednich odhadu (|z; — z;—1| <7n)
q ... (prevazné) koeficient kontrakce u kontraktivniho zobrazeni

r ... Tad metody

© ... iteraéni funkce v metodé prosté iterace s predpisem z; = p(x;—1)

Znaceni pouzivané podobné v celém predmétu
I(...) ... nejmensi interval obsahujici ¢isla (body) v zavorce, napt. I(xq,...,Z,—1) = [min z;, max ;]
K2 ?

M; ... horni odhad absolutni hodnoty j-té derivace funkee, |f()| < M; na pouZitém intervalu
m; ... dolni odhad absolutni hodnoty j-té derivace funkee, |f (J)| > m; na pouzitém intervalu
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