PST Pisemna zkouska 14. 2. 2020

1. (15 bodi) Néhodna veli¢ina X mé hustotu pravdépodobnosti danou funkei

0, pokud z € (—o0,1),
fx(x)=¢ax, pokud z € (1,3),
0, pokud z € (3,00).

a) UrCete neznamy parametr a € R. (1 bod)
b) Urcete distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny X. (4 body)
c¢) Urcete rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny Y = X — 2. (3 body)

d) Urcete rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veli¢iny Z = 2 - X. (3 body)

)
)
)
)
e) Urcete hodnotu pravdépodobnosti P(X? € (2,4)). (4 body)

Reseni:
a) a=1.
b)
0, pokud z € (—o0,1),
Fx(z) =< =L, pokud = € (1,3),
1, pokud z € (3,00).
c)
0, pokud z € (—o0,—1),
Fy(z) = @53 - pokud @ € (—1,1),
1, pokud z € (1,00).
d)
0, pokud z € (—o0,2),
Fy(z) = %, pokud x € (2,6),
1, pokud z € (6,00).
e) P(X? e (§,4)) = 5.

2. (15 bodu) V urné jsou hraci kostky dvou druhii, pravdépodobnosti jejich vysledka udavaji
nédhodné veliciny X, Y, jejichz rozdéleni jsou dana tabulkou. Opakované jsme vytahli kostku,
hodili ji a vratili ji zpét. Cetnost vysledkt udavéa tabulka. Odhadnéte, kolik procent kostek
v urné je prvniho druhu.

hodnota ¢ 1 2 3 4 5 6
px(t) | 1/912/911/9]2/9|1/9]2/9
py(t) | 2/912/912/911/9]1/9|1/9

Cetnost n 6 10 8 6 6 4
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Reseni:
Podil kostek prvniho druhu ozna¢me w € (0, 1). Realizovali jsme smés Z = Mix,, (X, Y)
s pravdépodobnostni funkei py = wpx + (1 — w) py:

hodnota ¢ 1 2 3 4 5 6
(t) 2—w [ 21 2—w [ IT+w [T 1T+w
bz 9 |9] 9 9 9] 9

Metoda momenti:

Porovname stfedni hodnoty EX =32 = & EY =3, EZ = wEX+(1-w)EY =3+2w

s realizaci vybérového primeéru z = ts P10 _ 3% = 3—|—§ w; vysledek w = 0.3 vyhovuje
zadani.

0 — 5

Metoda maximalni vérohodnosti:

L(w) = o

l(w) =InL(w) = (n1 +n3) In(2 —w) + (ng +ng) In(l +w) + ¢,

. (2 . w)n1+n3 . (1 + w)n4+n6 .9n2 N5 7

kde ¢ je konstanta nezavisla na w. Lokalni maximum nastava pro w takové, Ze

0 ~ N1 + ns Ny + Ng —14 10
O:—E = — =
W= 5 115 35 115
1
w=-¢€{0,1),
W= (0,1)

coz je i globalni maximum vérohodnosti.

3. (15 bodi) Markoviv fetézec je dan diagramem. Pocatecni stav je 1.

q

a) Doplate v diagramu chybéjici pravdépodobnosti prechodu. (1 bod)
b) Jakych hodnot miize nabyvat parametr ¢? (1 bod)

¢) Klasifikujte v8echny stavy i cely fetézec. (3 body)
)

d) Najdéte vSechny uzaviené mnoziny stavi. (2 body)
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e) Najdéte pravdépodobnosti stavii po dvou krocich v zavislosti na parametru g. (2 body)

f) Najdéte asymptotické rozdéleni pravdépodobnosti v zavislosti na parametru q. (6 bodii)

ResSeni:

b) ¢ € (0,1/2).

¢) Stavy 1,2 jsou pfechodné, 3,4, 5 absorpéni; cely fetézec je rozloZitelny, ma 3 kom-

ponenty, {3}, {4} a {5}.
d) {3,4,5}, {3,4}, {3,5}, {4,5}, {3}, {4}, {5}, 0.
O (- 14280,

f) Po permutaci stavi (3,4,5,1,2) je matice prechodu

100 0 0
010/ 0 0 .
P_00100_<1;g>’
i1 0] 0 3
0 5 dls—a 4

kde prvni tfi stavy jsou absorpéni, zbyvajici dva pfechodné,

1 00 11 0 1
Is=10 1 0], R:<4 411 1), Q:<l 2)7
1 —iNT! 4 (1_q 1)
F: I— _1: 2 = 2 s
(@) (q—% 1—Q) 3-2¢ \5-4q 1
1—q 1 1
1 l—q 5-q 3 3-2¢ 2 23-2¢)
FR: 2 2 _ q q ’
3—2¢ (%— Sog 1 p—¢ 11
3—2q 2 3-—2¢q
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kde prvni fadek udava hledané asymptotické pravdépodobnosti absorpcénich stavii.
Asymptotické pravdépodobnosti vSech ptuvodnich stavi jsou

1— 1
0707 q7_7
3—2q 2 2(3-2q)

).
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