PST Pisemna zkouska

11. 2. 2021

1. (15 bodi) Necht (X,Y) je diskrétni nahodny vektor takovy, ze EX = 1/2 a necht jeho tabulka sdruzenych

pravdépodobnosti px y je nasledujici:

Y l-1l o |1
(2,y): —
PXYALY): 0 a | 1/8]1/4
1 18 b [1/8

kde a,b € R.

a) Urcete koeficienty a a b.

b) Spocitejte kovarianci cov(—2X + 7, 3Y — 100).

¢) Jsou ndhodné veli¢iny X a Y zavislé ¢i nezavislé? Zdivodnéte odpoved.
)

d) Urcete rozdéleni veli¢iny Z = X — Y.

Resent:
(a)

1/2=BEX =0-(a+1/8+1/4)+1-(1/8+b+1/8) =b+1/4 = b=1/4,
a=1-(3-1/84+1/4+b) = a=1/8.

Jing postup: X ma alternativni rozdéleni s parametrem p = EX = 1/2, takze

1/2=P(X=0)=a+1/8+1/4,
1/2=P(X=1)=1/8+b+1/8.
Odtud plyne opét a =1/8, b= 1/4.
(b)
cov(X,Y)=E(XY)-EX EY =-1/16.
=~

0 1/2 1/8
cov(—2X +7, 3Y —100) = (—2) - 3 - cov(X,Y) = 3/8.

(c) Zavislé, dokonce korelované. Lze fesit i bez znalosti hodnot parametri a a b:

L [T 1 [ px]
1A 1/2
1 [1/8[1/2
oy [ [38] ]

Protoze napf. px y(0,1) =1/4#1/2-3/8 = px(0) - py (1), jsou X a Y zavislé.
Jing postup:
P(X=0)=P(X =1)=1/2;

pokud by X a Y byly nezévislé, muselo by platit také
PX=0Y=1)=PX=1,Y=1),

ale to nenf splnéno.

(d) Hodnoty z veli¢iny Z = X — Y jsou pro jednotlivé pFipady uvedeny v tabulce:

Yl -1lo0] 1
X

z(z,y) =z —y: 0 T ol 1

1 2 11| 0
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Pravdépodobnostni funkce pz vznikne sectenim pravdépodobnosti pro jednotlivé piipady

+
pz(z) =P(X =Y =2)= Y PX=zY=y)=Sa+tb=2, z=1,

jou. (z.9)
z,yER pPx. v,y

Zde l1ze Tesit i bez znalosti hodnot parametri a a b, protoze vzdy plati

a+b=1—(3-1/8+1/4)=3/8.

2. (15 bodi) U n = 20 dorostenct jsme zaznamenavali, kolik metrii sko¢i do dalky (veli¢ina X) a za kolik
minut uplavou vzdélenost jednoho bazénu (veli¢ina Y'). Zjistili jsme tyto hodnoty
=57 m, Yy =1.2 min,

20 20

20
21'12:680 m?, ny:50 min? Zmiyi:150 m - min .
i=1 i=1 i=1

Otestujte na hlading vyznamnosti 5 %, jestli veli¢iny X a Y jsou nekorelované. Uved'te pfedpoklady potfebné

pro tento test.

ReZeni:
Pfedpokladame nezavisla méfeni ndhodného vektoru (X,Y) s dvourozmérnym normalnim rozdélenim.
K testovani pouZijeme vybérovy koeficient korelace R(X,Y’) a testovou statistiku

_ R(X,Y)Vn -2
- V/1-R(X,Y)’

kterd méa (za predpokladu nulové hypotézy Hy : o(X,Y) = 0) Studentovo rozdéleni t(n — 2), kde n je
rozsah vybéru. Realizaci r(x, y) vybérového koeficientu korelace R(X,Y’) vypocteme ze vzorce

LSS gy T T
w2 Tl EY 180 _57.1.2 _
= = 0.52.

) ) (5 o) (5

~r(x,y)vn —2 0.52V18 . 9 58

1—r(z,y) V1-0522

7 tabulek nalezneme kvantil

a .
ain2) (1= 5) = @i (0:975) = 2.1.

Protoze
[t| =2.58 >2.1= %(18)(0-975)7

hypotézu ZAMITAME.

3. (15 bodu) Alice, Bob a Cyril hraji nasledujici hru: Za¢ina Alice; hodi kostkou a vysledek je interpretovan

nasledovné:
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6 ... hazi znovu,

e 1 ... vyhrava,

e 2.4 ... pokracuje Bob,
3,

5 ... pokracuje Cyril.
Vybrany chlapec (pokud Alice jiz nevyhrala) hodi kostkou a vysledek je interpretovan nasledovné:

e 6 ... hazi znovu,
e 2.4 .. vyhrava,

e 1.3, 5 ... hra kon¢i nerozhodné.

Jaka je pravdépodobnost vysledki hry?

Reseni:
Absorpéni stavy:
1 vyhrava Alice,
2 vyhrava Bob,
3 vyhrava Cyril,
4 nerozhodné;
prechodné stavy:
5 hazi Alice,

6 hazi Bob,

7 hazi Cyril.
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Matice prechodu, fundamentalni matice a jeji pouZiti:
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Alice, Boba, Cyrila, nerozhodny vysledek).

Jing postup: Jelikoz role Boba a Cyrila jsou stejné, muZzeme je slou¢it a vyslednou pravdépodobnost
jejich vyhry vydélit pro kazdého dvéma. Dostaneme jednodussi Markoviv fetézec:
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Absorpéni stavy:

1 vyhrava Alice,

2 vyhrava Bob nebo Cyril,
4 nerozhodng;

prechodné stavy:

5 hazi Alice,

6 hazi Bob nebo Cyril.

o0z
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Matice prechodu, fundamentalni matice a jeji pouziti:
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Prvni fadek odpovida pocatecnimu stavu 5 a dava pravdépodobnosti vysledki (Vyhra Alice, Boba nebo

Cyrila, nerozhodny vysledek); Bob, stejné jako Cyril, vyhrava s pravdepodobnostl = % = %.

Jing postup: Z pohledu Alice vypada hra nasledovné (0 znagi jakykoli jiny vysledek nez vyhra Alice):

Snadno zjistime (i souftem geometrické Ffady nebo z poméru pravdépodobnosti pfechodu z 5 do 1,
resp. 0), Ze kon¢ime v 1 s pravdépodobnosti 1/5.

S pravdépodobnosti 4/5 ve hie pokracuje Bob nebo Cyril a jejich podminky (tedy i pravdépodobnosti
vysledki) jsou stejné. Z pohledu Boba, pokud dostane piilezitost (coZ nastane s pravdépodobnosti 2/5),
vypada hra nésledovné:
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1/6
1/2

O=INO=]

Ze stavu 6 konéi ve stavu 2 s pravdépodobnosti 2/5, ve stavu 4 s pravdépodobnosti 3/5. Celkové to

znamend vysledek 2 (vyhra Boba) s pravdépodobnosti % . % = %, totéz pro stav 3 (vyhra Cyrila),
stav 4 (remiza) s pravdépodobnosti 2 - % . % = % Mohli jsme také vyuzit jednotkovy soucet vSech

asymptotickych pravdépodobnosti.

4. (5 bodti) Vystrasenému cestovateli se zda piilis velkd pravdépodobnost 1 : 10°, Ze v letadle, kterym po-
leti, by mohla byt bomba. Nékdo mu poradil, at si tam vezme bombu, Ze pravdépodobnost dvou bomb
v jednom letadle je jen 1 : 10'2. Odhlédnéme od problémii realizace této rady a vysvétlete pomoci teorie
pravdépodobnosti, v ¢em je rada chybna.

Reseni:

Stejné jako autor rady, vyskyty obou bomb povaZujeme za nezavislé (pomijime moZnost, Ze nas cesto-
vatel je sdm terorista). Podminéna pravdépodobnost vyskytu druhé bomby za pfedpokladu, Ze jedna
uz v letadle je, je stale 1 : 106, A to je také spravny odhad, kdyZ vime, Ze jev, kterym podmifiujeme,
nastal.

Pozor! Nespravné je vysvétleni, Ze v nyni platném modelu s podminénou pravdépodobnosti nejsou vyskyty
bomb nezévislé. Nezavislé jsou uz proto, ze v tomto modelu je vyskyt jedné z bomb jev jisty, a ten je
nezavisly na vSech ostatnich jevech.
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