27. 1. 2022

1. (15 bodi) Dvojrozmérny nadhodny vektor (X,Y) mé pravdépodobnosti hodnot dané ta-

bulkou:
X Y -1 0 1
-1 1/8 | 1/8 | 3/16
0 1/16 | 1/8 | 1/16
1 3/16 | 1/16 | 1/16
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a) Urcete marginalni pravdépodobnostni funkce px a py. Jsou nahodné veli¢iny X a Y
zévislé ¢i nezavislé? Zduavodnéte.

b) Pro veli¢inu W = X - Y urcéete pravdépodobnostni funkci py a stfedni hodnotu EW.
c) Spocitejte kovarianci cov(X,Y).

Reseni:

a) Marginélni pravdépodobnostni funkce px a py jsou

X Y -1 0 1 Px
1 1/8 [ 1/8 | 3/16 | 7/16
0 1/16 | 1/8 | 1/16 || 4/16
1 3/16 | 1/16 | 1/16 || 5/16

| py [ 6/16 | 5/16 | 5/16 || |

Protoze je napf. pxy(—1,—1) = % =+ 1% . % = px(—1)py(—1), jsou nahodné

veliciny X a Y zévislé.

b) Hodnoty veli¢iny W = X - Y:

X YIi-110|1
-1 110]-1

01010
1 11011

Jeji pravdépodobnostni funkce je

3/16 +3/16 = 3/8, e
g6 4184 1/16+1/16=7/16, i=0,
Pwli) =1 1) 4 1716 = 316, i=1,
0, jinak.

Stredni hodnotu EW vypocteme jako

EW = (-1)-3/840-7/16+1-3/16 = —3/16.
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cov(X,Y) =EW —EX -EY = —— - (_1_6> . <_1_6> -

Zavislost X a Y plyne také z nenulové kovariance.

2. (15 bodt) U nahodné vybranych 100 osob, které navstévuji poradenské centrum pro zdra-
vou vyZzivu, byl sledovan jejich BMI (body mass index = hmotnost|kg]/vyska[m|?) v za-
vislosti na pohlavi. Pro jednoduchost byly zaznamenény pouze tii kategorie, a to podvaha
(BMI < 20), normalni hmotnost (BMI v rozmezi 20 - 25) a nadvaha (BMI > 25). Naméfeny
byly nésledujici cetnosti:

muzi | zeny
podvéaha 10 10
norméalni hmotnost | 20 20
nadvéha 10 30

Statisticky otestujte na hladiné

a) o =5 %, zda je hmotnost klientu poradenského centra zavisla na pohlavi;

b) a =1 %, zda jsou mezi klienty poradenského centra pocty muzi a zen piiblizné stejné.

ResSeni:

Nejprve doplnime tabulku o marginalni ¢etnosti

muzi zeny marginalni cetnosti
podvaha 10 10 ny. = 20
normélni hmotnost 20 20 ng. = 40
nadvaha 10 30 ns. = 40
marginalni ¢etnosti | n; =40 | ny = 60 n = 100

a) Za nulovou, resp. alternativni hypotézu si zvolime

Hy : hmotnost a pohlavi lidi v centru jsou nezévislé,
H, : hmotnost a pohlavi lidi v centru nejsou nezavislé.

Za platnosti Hy mé testova statistika
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rozdélenf priblizné x?((3 — 1)(2 — 1)) = x*(2). Vypocteme tedy hodnotu testové
statistiky z dat, tj.

(10 = Z2)? (10 =220 (20— ) (20 = F30)* (10 — 45?)?

T = 100 100 100 100 100 +
20-40 20-60 40-40 40-60 40-40
100 100 100 100 100
40-60\2
B0~ w )" _ g5
40-60 ’ :
100

Jelikoz T > ¢,2(2)(0.95) = 5.99, zamitdme na hladiné o = 5 % hypotézu H
(nezavislost) ve prospéch H; (zavislost).

b) Za nulovou, resp. alternativni hypotézu si zvolime

HQ P1 = P2 = 05,

Hy : py # po,
kde p; a py jsou pravdépodobnosti, ze ndhodné vybrany klient poradenského cen-

tra je muz, resp. zena.
Za platnosti Hy mé testova statistika

2

o (nz - npi)2
r= Z np;

=1
rozdélenf x?(1). Vypoéteme tedy hodnotu testové statistiky z dat, tj.

(40 — 100 - 0.5)*> (60 — 100 - 0.5)? B

T = + = 4.
100-0.5 100-0.5

Jelikoz T < ¢y2(1y(0.99) = 6.63, nezamitame na hladiné o = 1 % hypotézu H,
(pfiblizné stejny pocet muzi a Zen) ve prospéch Hy (vyznamné rizny pocet muzi
a zen).

3. (15 bodu) Alice a Bob opakované hézeji jednou kostkou. Hra konéi vyhrou Boba, pokud
padne Sestka, vyhrou Alice, pokud padnou dvé liché ¢isla za sebou, jinak se hazi dal. Jaké
Sance na vyhru hrac¢i maji?

Reseni:

Oznac¢me absorpéni stavy:

1 ... vyhrél Bob,

2 ... vyhrala Alice.

Pokud v zadném z nich nejsme, rozlisujeme dva prechodné stavy:

3 ... jesté nic nepadlo (tj. zac¢atek) nebo posledni ¢islo bylo sudé rizné od 6, tj. 2
nebo 4,

4 ... posledni ¢islo bylo liché.
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rr= (17 12).

Po prvnim hodu vyhrava Bob s pravdépodobnosti 1/6, ve zbyvajicich pfipadech je
v jednom z prechodnych stavi, jejich pravdépodobnosti po prvnim hodu jsou (1/3,1/2)
a vysledky maji nepodminéné pravdépodobnosti

(1/3,1/2) - FR = (1/3,1/2),

takze hra je spravedliva a Bob i Alice maji pravdépodobnost vyhry 1/2.

4. (5 bodi) Mam pocit, ze vzdy stojim v téch nejdelsich frontéach, neboli: fronty, ve kterych
stojim, jsou delsi nez prumérné. Co k tomu 1ika teorie pravdépodobnosti?

Reseni:

Néco na tom je. Pocitame-li prumérnou délku front, zapoc¢itame kazdou frontu jen
jednou. Pokud pocitame, v jak dlouhé fronté stoji nahodné vybrany ¢lovek, kazda fronta
se zapocita tolikrat, kolik je v ni lidi. Dostaneme tedy vzdy vétsi primér; staci k tomu,
ze fronty nejsou stejné dlouhé.

Clovek sam prispiva k délce fronty; ta je nutné nenulovi pro frontu, ve které stoji.

Kromé toho prispiva vybérovy efekt: pokud dlouhou frontu nestojime, rychle na to
zapomeneme. Kdyz stojime v dlouhé fronté, mame dost ¢asu na takovéto tvahy.

Pro atéchu lze tici, Zze neni divod se domnivat, ze jini lidé stréavi ve frontéach vice ¢i
méneé casu.




