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1. (15 bodu) Pojistovna sleduje skody na automobilech po nahlasenych havariich. Vyse po-
jistného plnéni, tj. platby klientim, kterfi utrpéli skodu, byly u péti ndhodné vybranych
klient nésledujici (uvedeno v tisicich eur): 2, 2.5, 1, 10 a 5. Pfedpokladejme, Ze data po-
chazeji z rozdéleni s hustotou fx(z) = cx e pro x > 0 (jinak f(x) = 0). Uréete konstantu
¢ a odhadnéte parametr 5 metodou momenti nebo metodou maximélni vérohodnosti.

ReSeni:

Pro hustotu pravdépodobnosti musi platit

/Z fx(z)dz =1,

tedy v tomto pripadé

00 0 00
/ fX(a:):/ de—l—/ ca:e_ﬁxdx:ézléc:ﬂz.
—00 —00 0

Pro odhad metodou momentti spoc¢teme stfedni hodnotu nédhodné veli¢iny udévajici
vysi pojistného plnéni (v tisicich eur), tj.

o0 o0 2
EX = / z fx(x)de = / Brate P dr = 3
—o0 0

a prameér
. 2425+14+10+5
xr = =4.1.
5
Odhad pak ziskame z rovnosti
2 S
E\ =4.1= [ =0.488.

Pro odhad metodou maximalni vérohodnosti sestrojime vérohodnostni funkci

5
LB) =[] B wie ™ =2p7e 2557587 = 250300,

i=1
Logaritmicko-vérohodnostni funkce je pak
[(B) =InL(S) =1n250 + 101In g — 20.5 5,

jeji derivace je

10
I'(B) = — —20.5,
(8) 5
a tedy TeSenim je
10 ~ 10
— —205=0= 0= ——=10.488.
s P 20.5

2. (15 bodu) Sé¢itame n ¢isel zaokrouhlenych na jedno desetinné misto.
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a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pro n = 300 bude chyba vysledku (tj. rozdil mezi souc¢tem
zaokrouhlenych ¢isel a souctem skutecnych ¢isel) v absolutni hodnoté mensi nez 17

b) Chceme, aby pravdépodobnost toho, Ze chyba vysledku bude v absolutni hodnoté
mensi nez 0.5, byla alesponn 0.9. Kolik ¢isel n miZzeme maximélné secist?

Reseni:
Pro ¢ = 1,2,...,n, jsou veliciny X; = “hodnota i-té zaokrouhlovaci chyby” nezavislé a
maji rovnomérné rozdéleni R(—0.05,0.05). Tedy EX; =0 a

(0.05 — (—0.05))* 012 0.01

12 12 12

Chyba vysledku je Z, = > X;. Pro ni je EZ, =0 a DZ, = 2%n

12
=1

a) Pro n = 300 hleddme pravdépodobnost

7. -0 1
PZn<1:P((” < ):P 73 < 2) =
12 <0 =2(| G| < g ) = Ptz <2
norm(Zy)

=2.-9(2)—1=2-09772—-1=10.9544 .
Odhad pomoci éebyéevovy nerovnosti:
1
P(|Z,] < 1) = P(|norm(Z,)| <2) > 1 — 5 = 0.75.

b) Hledame nejvétsi n tak, aby P(|Z,| < 0.5) > 0.9:

0.5
< ) =

0.9 < P(|Z,] < 0.5) = P( ‘norm(Zn)

Mame priblizné

2.@( @)_1209
n

140.
@( @)> +209=0.95

n -

/300
— > ¢71(0.95) = 1.645
n

" < 300
~ 1.6452

=110
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Odhad pomoci Cebysevovy nerovnosti:

300 1 n
P(1Z,] < 0. :P( 7z wh—)>1———:1———.
(|1Z.] < 0.5) |norm(Z,)| < —)= % 300

P1i pozadavku 1 — % > 0.9 mame n < 300-0.1 = 30.

3. (15 bodi) Markovav Fetézec je popsén prechodovym diagramem:

1 2/3 1/2 1/3
1/3 1/2 2/3 1

a) Klasifikujte stavy (véetné piipadné periody).

b) Najdéte stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti stavi a rozhodnéte, zda k nému fe-
tézec konverguje.

¢) Odhadnéte pocateéni stav, jestlize po 4 krocich byl fetézec ve stavu 1.

d) Odhadnéte rozdéleni pravdépodobnosti stavii po 1000 krocich po startu ze stavu 1.

Reseni:
a) Vsechny stavy jsou trvalé s periodou 2, tvori jedinou komponentu.

b) Pokud je rozdéleni p stacionarni, pak
p=pP=pP°. (1)

Matice P? reprezentuje pravdépodobnosti prechodu fetézce s dvojnasobnym kro-
kem; ten ma dvé komponenty, jednu ze sudych, druhou z lichych stavi:

2/3 1/6
1/6 2/3
2/3
1/3

1/3
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Stacionarni rozdéleni pivodniho Fetézce musi byt i stacionarnim rozdélenim fe-
tézce s dvojnédsobnym krokem. Snadno uréime, ze stav 3 musi mit pravdépodob-
nost 4x vétsi nez 1 a 5, zatimco stavy 2 a 4 musi mit stejnou pravdépodobnost.
(Zde lze vyuzit téz symetrie ulohy, permutaci (5,4, 3,2, 1) dostavame tentyz reté-
zec.) V puvodnim Fetézci musi byt stacionarni rozdéleni takové, ze soucet prav-
dépodobnosti pres sudé i pres liché stavy je stejny, tj. 1/2, tedy

_(1 111 1)
P=\1r3112)

Je to jediné stacionarni rozdéleni. (Lze pouzit i standardni postup zalozeny na
feSeni soustavy linearnich rovnic vyjadienych v (1), kteou lze rozdélit na dvé
soustavy, jednu s 3, druhou s 2 rovnicemi a neznamymi.)

V disledku netrivialni periody fetézec k tomuto rozdéleni nekonverguje.
c¢) Stadi sledovat dva kroky komponenty fetézce s dvojnasobnym krokem, ktera ob-

sahuje liché stavy. Vérohodnosti prechodu z lichych stavi do stavu 1 ve dvou
dvojkrocich jsou

11 21 2
4:—-— _ . = = —
pid)=3-3+3:5=5
11 21 1
4:—._ —_ e - = —
psid) =5 3+3°5 5
2 1 1
4:—-—:—
P5,1() 3°6 9’

nejvetsi vérohodnost mé pocatecni stav 1. Tyto vérohodnosti 1ze najit téz v 1. sloupci
matice P*.

d) Po 1000 krocich po startu ze stavu 1 bude fetézec v nékterém z lichych stavi,
a to s pravdépodobnosti blizkou stacionarni (pro tuto komponentu), ktera je
(1/6,2/3,1/6). Pravdépodobnosti vsech péti stavii budou

(1000);(1 0.2.0 1)
p - 6773776 .

4. (5 bodu) ,,Moji pratelé maji vic pratel nez ja.“ Takovy dojem maji mnozi lidé. Je to klam,
nebo mé realnou podstatu?

Resent:
Néco na tom je, i kdyz pomineme vagnost pojmu ,,ptitel”. Pfedstavme si to jako neori-

entovany graf. Uzly vysokého Fadu (s mnoha sousedy) sousedi s vice jinymi uzly a jsou
tedy zapocitany vickrat. Odpovidajici jedinci (s mnoha prateli) se vic projevi.

Kromé toho se muze uplatnit vybérovy efekt; kdo si takto styské, je vic slySet nez ten,
koho to netrapi.




