Aplikace 2: Hledani informativnich pfiznaka pro rozpoznavani

Sonogram stitné zlazy v podélném rezu

zdrava lymfociticka thyroitida
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Zajima nas, kolik se Ize z dat dozvédét o tridé ¢ a , kde"” ta informace je.

g .
Pfiznaky x;, 1 =1,2,...n. F, F{H’Lﬂgh/\ K — A

Informace o tfidé v priznaku x; je podminéna entropie H(c | x;).

Entropie; R. Sara, CMP (p. 21)



Aplikace 3: Normovana stredni vzajemna informace

I(X,)Y)
1 (X,Y) = : 0<4X,Y) <1
( Y ) H(X, Y)’ — ( Y ) —
(X, Y)=0 pokud X,Y jsou nezdvislé
W(X,Y)=1 pokud mezi X, Y existuje bijekce
Y X ={1,2,3,4,5}, Y ={3,5,2,1,6,4}
5 ei /[k({lb[\:’\ g Ly Dy Ly ’ 3 Yy 4y Ly Yy
- by XY 2{(1,3),(2,5),(3,2),(4,1),(5,6), (5,4) }
. fo H(X) = 1.5607 nat, H(Y) = 1.7918 nat
2 | 2 H(X,Y)=1.7918 nat, I(X,Y) = 1.5607 nat
2 “o normovana stf. vzajemna inf. 1(X,Y) =0.8710
d
1 T normalizovany korelaéni koeficient \ p(X,Y) = 0.1964
1 2 3 4 5 6 X Spearmandv rankovy koeficient r(X,Y) = 0.2609

Dva aspekty relace mezi proménnymi
1. sila asociace #(X,Y): jak moc jsou zavislé?

2. statistickd vyznamnost této asociace: postacuji data k takovému zavéru?
Entropie; R. Sara, CMP (p. 22)




Odhad entropie z histogramu

Mdame histogram {ni,nso,...,ni} proménné x se Sirkou prihradky h > 0.
Plati n = Zl;l n;
T 1 ¢ A
A
2 pripady: h <

1. diskrétni nahodna proménna: chceme entropii v prirozeném rozliseni
2. kvantizovand spojitd ndhodnd proménnd: chceme entropii plivodni spojité proménné

k
R ne 1.
H(x)=Inh — — In—
() =1In z:Zl —ln—
e h ...v prirozenych jednotkach oboru hodnot

e Bez ¢lenu In A by hodnota statistiky rostla se zmenSovanim rozliseni histogramu h

Entropie; R. Sara, CMP (p. 23)



Je histogram kvalitnim odhadem rozdéleni psti?

r € {l,...,50} : ndhodna proménna s rovnomérnym rozdélenim
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e teoreticka entropie In(50) = 3.9120 nat
e hodnota Cetnosti je ndhodnd proménnd

Entropie; R. Sara, CMP (p. 24) -



Volba sirky prihradky histogramu

Systém S = {s1, 59, ..., 54}

g dimenze histogramu

n  pocet méreni

0; odhad rozptylu proménné s;

h; Sirka pfihradky pro proménnou s;

Scottovo pravidlo

Predpoklad normdlniho rozdéleni s diagonalni
kovariancni matici

DL%QJ‘IM!{ {/!1[3(03‘/901..‘ ('f =

1 \Ta—1 _
1 —(x—X) ST (x—Xx
£ = TR
\/det(27S)
S = diag(c?, 03, . .. ,02)
hi (35
G */n
B aline

e

Scott, D. W. Multivariate Density Estimation: Theory Practice, and Visualization, John Wiley & Sons,

Chichester 1992.

Entropie; R. Sara, CMP (p. 25)



Priklad

x — spojitd ndhodna proménna s rozdélenim N (0, 2)
H(z) = Inov/2re = 2.1121

n = 100 vzorkd, dimenze ¢ = 1, takze h = 322 ~ 1.51

—_
-
)

optimalni histogram h=1.54 h=0.10

30

H + log(h)

— teorie

N pet=
| | —e— Scott
% (% : _01%"1 1072 1073 10™M 1075
-10 -5 0 5 10 -10 -5 0 5 10 vzorku
H = 2.1279 nat H = 1.3026 nat
Scott: pokazdé vypocteme novou hodnotu h a prepocteme histogram
e entropie z optimalniho histogramu je lepsim odhadem H (x)
Entropie; R. Sara, CMP (p. 26) - -



Estimator entropie bez histogramovani (Kozacenko-Leonénko)

Dano: mnozina vektorovych méreni {x;, i = 1,...,n} z neznamého spojitého rozdéleni
pravdépodobnosti

Cil: vypocet entropie bez diskretizace a histogramovani

g dimenze vektoru méfeni / X
n pocCet méreni ‘

r; euklidovska (Ly) vzdalenost k nejblizSimu sousedu x; i
v Euler-Mascheroniho konstanta (v &~ 0.5772156649)

q
2

+7

4 (n —Dm
H=2) Inr;+1
n; nr; +1n F(1+%)

Poznamky

e mnozina nejbliZSich sousedl pro vsechna x; Ize teoreticky nalézt za dobu O(c? nlogn) pro libovolné gq.

e degenerovanost: pouzit In max(r;, ﬁ) misto In ;.
e vhodné pro velkd q (viz priklad)

e vhodné pro multimodalni rozdéleni psti
o I'(z)= [["t" 'e'dt, z € R I(k)=(k—1), k€N

Entropie; R. Sara, CMP (p. 27)



Priklad

d = 10, 100 pokusu

d =1, 100 pokusu d = 10, 100 pokusu 21.5
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x~ N(0,2), g =1 x~ N(0,2), g =10
e mala dimenze ¢: histogramovaci metoda ma lepsi rozptyl
e velkd dimenze ¢: KL je méné vychyleny, rozptyly srovnatelné
e velkd ¢: histogramova metoda konverguje (pro velmi velkd n)
Entropie; R. Sara, CMP (p. 28) &~



Odhad entropie a jeji chyby

Dano: mnozina D ={x;, i1 =1,2,...,n}
Cil: odhad entropie H(D) véetné& chyby var[H (D)

Jackknife

1. Proi=1,2,...,n délej:
a. zkonstruuj D; = D\ {x;} vynechanim jednoho bodu
b. odhadni H; = H(D;) z D;

2. Vypotti odhad entropie H a chyby var[H]:

S . —1 ~ a2
H:E;Hi, var[H]:nn Z(H—H)

\b‘-d 0'{63\ HG\J‘Q[P \(,40»/"‘1 —PA,F”‘Q\/"’? QC (ofiﬁilLlul,L/
Poznamky ‘ -

e jackknife mlze byt pouzit na jakoukoliv statistiku, nejen entropii, napf. na median,. . .
e Je to metoda Resampling Theory

Entropie; R. Sara, CMP (p. 29)



Kontingencni analyza

Jaka je pravdépodobnost, ze v i-té prihradce histogramu bude n; hodnot kdyz celkem
udélam n méreni (pokusii)?

Sekvence, jejiz prvky jsou Cetnosti ndhodnych pokusi:

{&; se vyskytne n; krat v daném poFadi}f:1

pravdépodobnost takové sekvence

ni,nz2. mns3 n

P1 P2°P3” D vime, v jakém poradi padaly kulicky do prihradek

k

{57; se vyskytne n; krat v libovolném poFadi}i:1 nevime, v jakém poradi padaly do prihradek
Pravdépodobnost, ze v 1. prihradce je n; hodnot, ve 2. pfihradce ns hodnot, . . . :

n!

P(x1 =n1,29 =no, ..., Tk = Ng) = pytpy? - -ka permutace s opak.
nilny! -+ myl
To je multinomické rozdéleni s parametry n, p1,pa, ..., Pk.

Entropie; R. Sara, CMP (p. 30) -



Priklad

Jaké hodnoty relativni ¢etnosti k/n mohu ocekavat v prvni prfihradce dvouprihradkového
,histogramu’, kdyz se hodnota vyskytuje s pravdépodobnosti p; = 0.25 (a druha s py, = 0.75)7

Play =k) = <k> py (1 —p)" "

Binomicke rozdeleni pro p = 0.25
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relativni ¢etnost v prihradce

e nejistotu musime brat v dvahu, kdyz ¢inime né€jaky zavér z relativnich Cetnosti

Entropie; R. Sara, CMP (p. 31)




Vliastnosti multinomického rozdéleni

Necht H = {ni,no,...,ni} ma multinomické rozdéleni a kK — 1 je poclet nezavislych prvki
v H. Pak:

D) (&) = Pi var (&) pi(1 = py)

COV (&, &) _ Db (Pearson)
n n n
Veli¢ina ¢ ma pfi n — oo asymptoticky rozdéleni x5 _, s hustotou_:_) F»t& = [ P&
o) = e
T) =
Tor(y)
m = k — 1: pocet nezdvislych prvki v {nq, ..., ng}

Funkce inverzni k distribu¢ni je Q(%, 5), tj. neiplnd gama funkce

1 ©.
Qa,z) = @/x e 't dt, a >0

Entropie; R. Sara, CMP (p. 32)



Pearsonova Statistika

B (n; — np;)? n; — nahistogramované Cetnosti
1= Zl np; p; — model tj., co v histogramu ocekaviame
1=
Pr:
1. 2-D histogram nezavislych veli¢in z, y, pak p;; = p; - p; =p(x =z;) - ply =y,) a my
pouzijeme odhad p;; modelu —
ij n; n, b2 > u% (13.;2;,“.&:
Pijg — —— ¥ |
non Wi Wy )
2. p; = p(J;Z- | @) (M“d\ —w T ) (mozné, ale nepraktické)
9= 22
A r Wy ktl
Potom ' ©
m x e 1
Q<57§) = P(q > x)
. b4 A4 v Vv 7 . . . 08’
je pravdépodobnost, ze zmérena hodnota statistiky ¢ je P(q > zr)
vétsi nez prah x, za predpokladu platnosti modelu. 0.6
m — pocet prihradek minus pocet dodatecnych pod- 0.4
minek, které musi splfovat soubor {n;} a které jsou 0
potreba k vypoctu hodnoty p; m=v.c -V ¢
y <k k y
(napt. > - n;=na) .  n;;=n;proPr.1). +1 O 10 20 30 a0 o
T

Entropie; R. Sara, CMP (p. 33) -



Standardni kontingencni test

Nulova hypotéza Hj: tvrzeni X plati

Chyba: ,,Odmitnu Hy, a (ale) Hy ve skutecnosti plati* chyba 1. druhu
Cil: P(error) < « o: hladina vyznamnosti
a: penale, které musim zaplatit, kdyz udélam chybu.

Reseni: Procedura statistického testu

1. vyslov H napr. slozky x jsou statisticky nezavislé

2. zméf n hodnot D = {x1,Xo,...,Xn}

3. vypocti néjakou statistiku g z D napt. Pearsonovu statistiku

4. zvol (malé) a typicky o = 0.01 nebo o = 0.05

5. odmitni Hy kdyz g > T'(«) \ musim znat T(-), T = Q™'
—

® ¢ roste s rostouci odchylkou dat od Hj
e " monotonicky klesa s « —— dostanu velké T pro malé «

e CoZ znamena: ‘Jsem velmi tolerantni a odmitnu Hj jen, kdyz je ve zfejmém rozporu s daty.’

Entropie; R. Sara, CMP (p. 34) -



Na$ problém

Napriklad:
e Hyj: p(a, b) = 1p(a) : 2p(b) pro test nezavislosti subsystémii
e Hy: pla,b,c) = 1p(a, b) - 2p(c | b) pro test statistické vyznamnosti rekonstrukce struktury systému

Pozn: {a, b}, {a, b, c} jsou rozklady mnoziny (vzorkovacich) proménnych systému. M{izeme si predstavit, ze
a, b, c jsou vektorové proménné.

Procedura testu

1. vyslov H

zmérf n hodnot D = {x1,Xs,...,Xn}
vypocti Pearsonovu statistiku g z D
vypocti a takové, ze ¢ = T'(a)

AW

. je-li dano D, H, plati s pravdépodobnosti alespon o

¢ odmitnutim Hj udélam chybu a: P(odmitnu A plati) = «

® malé @ = mohu odmitnout

® velké o = nemohu odmitnout = musim pfijmout

® P(H, plati) = P(pfijmu A plati) + P(odmitnu A plati) > «
< < Plodm

e

Entropie; R. Sara, CMP (p. 35) o -



Postup pro p(a,b) = 'p(a) - p(b)

1. Z kontingencni tabulky vypocteme

skutecna cetnost n(a;,b;)

\ L

=Sy s
i n

stupné volnosti: DOF = (r — 1)(c — 1)
vypocteme o = () (D7OF, %)

vyjde-li malé «, pak tvrdim, Zze a a b zavislé

oA W N

. vyjde-li velké «, pak tvrdim, Zze a a b jsou nezavislé
s pravdépodobnosti alespon «

0.8/

0.6/

0.4

0.2

cetnost predikovand modelem n - p(a;) - p(b;)

-

DOF gq
2 2

)

10

20

30

Entropie; R. Sara, CMP (p. 36)
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poznamky

Pocet stupnli volnosti DOF =rc — (r+c¢)+1=(r—1)(c—1)

e Mame rc prvkl v tabulce, ale pouzili jsme dodate¢né vztahy n.; = > . n;; a
n;. = Zj n;;, kterych je dohromady r + c.

e Ale tyto podminky nejsou nezavislé, protoze » . n.; + >, n; =n, odecteme 1.

rychlost rlistu prahu prijatelnosti

s rostoucim rozlisenim

a=0.9

— 0a=0.5| |
— 0a=0.1

0 20 40 60 80
DOF

100

| mnoho méreni = velky DOF = T = DOF

Andél, J. Statistické metody, MATFYZPRESS Praha 1998.
Press, WH. — Teukolsky SA. et al. Numerical Recipes in C, Cambridge University Press. 1992,

Entropie; R. Sara, CMP (p. 37)





