Sila a vyznamnost asociace mezi proménnymi v systému

Program

Entropie jako mira neusporadanosti.

Entropie jako mira informace.

Entropie na rozkladu mnoziny elementdrnich jevi.
Vlastnosti entropie.

Podminéna entropie.

Vlastnosti podminéné entropie.

Vzajemna informace.

Optimalni histogramovani.

© o0 NSOk W=

Vypocet entropie ze vzorku dat.

—

Kvalita asociace: kontingencni test.

Papoulis, A. Probability, Random Variables, and Stochastic Processes. McGraw Hill 1991, kap. 15.
Andél, J. Statisticke metody. Praha: Matfyzpress, 1998; str. 157-167.

Duda, RO. — Hart, PE. — Stork, DG. Pattern Classification, 2nd ed. John Wiley & Sons, 2001; ¢ast 9.4.1.

Entropie; R. Sara, CMP (p. 1)



Jev z;: kulicka padla do prihradky ¢

16

N =100 stejnych objektl: {by, bo, ...

N'! vsech permutaci

N;! permutaci v kazdé prihrddce, 1 = 1,2,...,m

H = 3.2554
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Celkovy pocet prerovnani objektli v histogramu je

Entropie jako mira neusporadanosti

H =2.0424
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Entropie; R. Sara, CMP (p. 2)



pokracovani

Entropie

m — W = = lim —ZN N:—szlnpz

N—oo N N —oo —
1=

Pocet mikrostavi( (rozdéleni do m prihradek) které davaji za vznlk stejnemu makrostavu
(histogram).

e Entropie je mala pro Gzka rozdéleni p=—plnp

= . 7/ v 7/ v V4 0'4

e Entropie je velkd pro sirokd rozdéleni
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Entropie; R. Sara, CMP (p. 3)



Entropie jako mira informace

Hledame funkci s(p):

1. spojitou

2. monotonné klesajici s p

3. 5(1)=0

4. s(pa-pp) = s(pa) + s(ps)

Hledana funkce

1

s(p) = —s(z) Inp, s(2) =1 (definujeme)

Stredni mira informace (v Natech) na mnoZiné jevli x = {xy}

H(x) == p(ax)Inp(ay)
k

nulova nejistota

Entropie; R. Sara, CMP (p. 4)



Vlastnosti rozkladu mnoziny elementarnich jeva na tridy ekvivalence

Rozklad mnoZiny elementérnich jeva: {A;, As, ..., A, }

Definice
1. Rozklad je disjunktni pokryti MEJ
2. Elementarni rozklad €& = {{e1},{ea},...,{en}}
3. Zjemnéni rozkladu: Dany A = {A, As,... A,}, B={B1,Bs,...,Bn}, pak

B<XA pravé kdyz Vidlj: B, C A; (prévé jedno j)
4. Soucin rozkladd C = A - B ={A; N B;, Vi, j} je nejvétsi spolecné zjemnéni

A-B=A A-B=EB

Vlastnosti
1. £ < A pro kazdé A
2. A-B=B-A (komutativita)
3.A-(B-C)=(A-B)-C (asociativita)
4. Jestlize A1 < Ay a Ay < Az potom A; < A; (tranzitivita)

5. Jestlize B < A potom A-B=DB

Entropie; R. Sara, CMP (p. 5)




Entropie na rozkladu mnoziny elementarnich jevi

Rozklad MEJ A = {41, As,..., A}, zavedeme P(A;) © s (pouhd notace)
Entropie
def def
H(A)S =Y pilnpi=> op),  @pi) = —pi lnp;
i=1 i=1
Pomocnid véta: 190(29)
p(p2 —¢)
w(p1 + €) p(p2)
p(p1+p2) < p(p1) + @(p2) < w(p1+€) + (P2 —¢) ﬁ\\
pokud p1 <pi+e<pr—e<po ©(p1) /-'

Entropie; R. Sara, CMP (p. 6)



Vliastnosti

V1. Jestlize B < A potom H(B) > H(A)

Zjemnénim rozkladu se entropie zvysi. Pozn: zjemnénim histogramu se entropie zvysi.

V1=-V2. Pro kazdy rozklad A plati H(A) < H(E)

Entropie kazdého rozkladu je mensSi nebo rovna entropii elementarniho rozkladu.

V1=V3. Pro kazdy rozklad A a B plati

H(A) < H(A-B), H(B)< H(A-B),

Pozn: A-B<A, A-B<XB

V4. Entropie rozkladu A je maximalni pokud vSechny jeho prvky maji stejnou
pravdépodobnost: p; = P(A;) =p

Entropie; R. Sara, CMP (p. 7)



Priklad: Staticky systém v parlamentu

e podmnozina péti vybranych poslanct {v,...,vs5}
e nékterfi v; hlasuji podle v;, j # i, ale nevime ktefi
e nékteri hlasuji nezdvisle, nevime kteri

e mame zaznam 100 hlasovani

v1 Uy v3 vy U5 | p(s) v1 Vs VU3 Vg U5 | p(s)
0O 0 0 O 0]0.02 1 0 0 0 0/0.01
O 0 O O 1(0.04 1 0 0 0 1/]0.03
0 0 0 1 0]0.02 1 0 0 1 0/0.03
0O 0 0 1 1]0.05 1 0 0 1 1]0.03
O 0 1 0 0/0.03 1 0 1 0 0]0.01
O 0 1 0 1/(0.03 1 0 1 0 1]0.03
O 0 1 1 0/0.09 1 0 1 1 1/(0.01
O 0 1 1 1/0.03 1 1 0 0 0]0.03
0O 1 0 0 0/]0.03 1 1 0 0 1/0.03
0O 1 0 0 1]0.05 1 1 0 1 0]0.03
O 1 0 1 0(0.04 1 1 0 1 1|0.04
0O 1 0 1 1({0.01 1 1 1 0 0]0.01
O 1 1 0 0]0.03 1 1 1 0 1]0.04
O 1 1 0 1/(0.03 1 1 1 1 0]0.03
0O 1 1 1 0}(0.04 1 1 1 1 1]0.05
O 1 1 1 1/({0.05

Entropie; R. Sara, CMP (p. 8)



pokracovani

PQCO.Q_G’
\/% ol o e \' %
/R
S09 S2 S’L’ﬁ
V1 V2 Vs p(vla U9, ’U3)
s:]0 0 0 0.3 T 5 J\
|0 0 1018 Pb = 0.6
s5] 0 1 0 @ & |
sS4 0 1 1 15( J oAn Ly ’
55| 1 0 0 [0.10 i
ss| 1 0 11]0.05
s;1 1 1 010.13
ss| 1 1 1013 o 57
H(fé)zfo.yﬁ&lu'gﬁ -—O.H'{/QJLLO-H’( = 0.07¢% Mot
HOEY = 043 0 pin . = 20347
H(R) = 0.6£99
H(%’g\ < -~of ot - --. = 1.3C 4

Entropie; R. Sara, CMP (p. 9) -



Podminéna entropie
Priklad: UvaZujme sekvenci pokusd, v nichZ nastal jev L (padla_licha pfi hazeni kostkou), K <gﬂ L 5 571'3
v takové sekvenci je nejistota o elementdrnim rozkladu rovn e

Uvazujme sekvenci, v niz nastal doplnék jevu S (sudd), v ni je nejistota o £ rovna

Vazeny sou¢et H(E | L) - P(L)+ H(E | S) - P(S) je podminéna entropie £, pozorujeme-li rozklad {L, S'}.

Def. Necht rozklady A a B jsou A= {A;,As,...,An,}, B={B1,DBs,...,Bn,}.
Potom podminénd entropie rozkladu A za predpokladu, Ze nastal jev B; je

H(A ZP i | Bj)In P(A; | B))

Podminéna entropie H(A | B) je pak stfedni hodnota pres I3

H(«4\B>=ZP( i) H(A| Bj) = — Z ZP j) mP(A; | Bj) =
:—ZZPA,L,B )In P(A; | B;)

i EQ’\H’ (&)

Pozn: Stredni nejistota o A je-li pozorovano B je H(A | B).

Entropie; R. Sara, CMP (p. 10) -



Priklad

Parlament, S = {v1, vy, v3}, v1 indukuje rozklad A

o ( V. \V; vV = .
[ 23 hTe e
v vz w3 | p(S) | plvg, v | v1=0) W | ) o
s1]0 0 0]013]02203 — — PC=e) LI
ss | 0 0 1018 |0.3051 a €7 Mt
ss| 0 1 0013 | 0.2203 RCv vy v, = 0ovg. R, by [ o) 4
sg |0 1 11015 |0.2542 3
p(vg, vs | v1 = 1) B A A o
ss| 1 0 0]0.10 |0.2439 S ,
ss| 1 0 11]0.05|0.1220 73291
s;| 1 1 01013 |0.3171
ss| 1 1 11]0.13]0.3171
H<VL"V3> N H“’A%(”ﬁ)
H(vy,v3 | v1 = 0) = —0.2203 - In 0.2203 — - - - = 1.3769 [Nat]
H(Ug,vg | V] = 1) = ... =1.3291 [Nat]

H(Uz,’l)g ‘ Ul> = 0.59 - H(UQ,’Ug ‘ V1 — O) +0.41 - H(Ug,’l)g ‘ V1 = 1) = 1.3573

Interpretace: Nemame-li zddnou informaci, je nasSe nejistota o stavu systému H (&) = 2.0342 Nat. Pokud

vime, jak hlasude vy, na3e nejistota klesne na H(vy, v3 | v1) = 1.3573 Nat.
Entropie; R. Sara, CMP (p. 11)




Vlastnosti

Pro kazdé rozklady A a B plati:

V5. Jestlize B < A potom H(A|B)=0. Intuice: vime, které jevy v A nastaly.

VPO B Ay

d l
Pk B A

PLACIR, Y < WJ_E)/
PR, N o

Def. Rozklady A a B nezavislé & VAZ c .A, Bj cB: P(AZ, BJ) = P(AZ) . P(Bj>

V6. Jsou-li A a B nezévislé, potom H(A|B)= H(A), H(B|A) = H(B)

Intuice: Jsou-li jevy nezavislé, potom pozorovanim BB neziskdme zadnou informaci o A. ®1

V7. H(.A . B) < H(.A) + H(B) Intuice: entropie slozeného jevu neni vétsi nez entropie dilich jevi.
K we uatul wera el

V8. Jsou-li A a B nezévislé, potom H(A-B)= H(A)+ H(B) ®1

Entropie; R. Sara, CMP (p. 12)



Vlastnosti

HOAIR) = Hm/th) - H(B)
V9. HA-B)=HB)+ H(A|B)=H(A) + HB | A

PA, ®,
Intuice: Pozorujeme-li B, ziskdme o A - B informaci H(B), takze zbytkova nejistota je ——HSL__Q
H(A|B)=H(A-B)— H(B). PCA B y T (R

X
P(R,) (U \EOB _ Z PR P(/t;\Ed) N P(/l;\??dz)

HOEIRY=- T 2 PO PAGE ) % 2P (AR A PR
e

) TRy e ?B> - 0E)
Z?(ﬁ;]“gd) _ ?(Ed’> % ?(gd.\ JZ/"\.?(B&') 7
A N
2 ﬂ«q?@df\(: PO R )) -
0 .
?(BO

Entropie; R. Sara, CMP (p. 13)



Vliastnosti

TR) = T(34)
V10. HA)—H(A|B)=H(B)—H(B | A) (plyne z V9)
N~ —— y—
V11. H(B) < H(A-B) < H(A) + H(B) (plyne z V9+V7)
V12. Pro kazdé A, B, C plati: (dtisledek vlastnosti V9)

HB-ClA)=HB|A+HC|A-B)=HC|A+HB|C-A

V13. 0< H(A | B) < H(A) (plyne z V9+V11)

Intuice:
1. Pozorovanim B se nejistota o A nemiize zvétsit.

2. Entropie podmnoziny rozkladu je mensi.

V14. Jestlize B <X C potom H(A | B) < H(A | C). (plyne z V7 a vlastnosti 5 rozkladu MEJ.)

Intuice: Jemné&j$im rozkladem se dozvime vice o A. ®2

Entropie; R. Sara, CMP (p. 14)



Vzajemna informace

Pozorovani rozkladu B redukuje nejistotu o A z H(A) na H(A | B) a ziska tedy o A

informaci I(A, B) = H(.A) — H(A ‘ B). srv. VO, kde jsme ziskavali inf. o A - B
Def.
I(A,B)=H(A)+ HB)— H(A- B) plyne z VO
Vlastnosti w@/fﬂgﬂ" HOAIRY = H(Z /£> p
I(A,B)=1(B,A) symetrie
I(A,B) >0 nonnegativita, plyne z V7
I(A, B)

1. Informace o A obsazend v B
2. Informace o B obsazend v A

Pro vice rozkladu:

Entropie; R. Sara, CMP (p. 15)



Mnemotechnicka pomiucka: Vztah mezi podminénymi druhy entropie

H(A|B)

HA-B) = HLIRY + T(4 7)) N4

Cteme takto: plati aditivita plochy, pricemz levy kruh predstavuje H(A), pravy kruh H(B)
a jejich sjednoceni H(A - B). Potom

Entropie; R. Sara, CMP (p. 16)



Entropie nahodné proménné

Necht X je diskrétni ndhodna proménna nabyvajici hodnot x; € R(X) s pravdépodobnostmi

P(X =(z,) = Di e

Sjednoceni udélosti { X = z;} tvori rozklad Ax (tj. pokryti oboru hodnot R(X)).

Def. 1 Entropie H(X) diskrétni ndhodné proménné X je rovna

H(X) = iy, M T POt ) AP
— X H(8X>// \ 7 ,\’Jvé.EO(>

Def. 2 leerenC|aIn| entropie H (X )
H/’«\ iz v F (e
X)

ﬁ ef _ / (@) In f(z) do
ljl = fud e Z PCa)-A Ke peliyg 2w 2 Pla) Z\'\&P(:‘T\ L 2P e

(5 A> o g .y A
Pozn 1: udalostl {X = x;} spojité X netvori rozklad, jsou nespocetné Ax kf\’\/
rZ ¢\ e < 0 2

_jité ndhodné proménné X je

Pozn 2: pro spojitou X je H(X) € (—oo, o)
Pozn 3: rovnomérné rozdéleni na intervalu (0, a): H(x) = Ina, normalni rozdéleni: H(x) = In o/ 2me

®2 entropie multidimenzionalniho normdlniho rozdéleni

Entropie; R. Sara, CMP (p. 17)



Sdruzena a podminéna entropie diskrétni nahodné proménné

Sdruzena entropie

H(X,Y)=H(Ax - Ay) = —ZZW In pi;
i

Podminéna entropie
HX|Y)=H(Ax | Ay)

Entropie; R. Sara, CMP (p. 18)



Veéta o bijekci
PO

Jestlize y = f(x) je zobrazeni prosté a na (bijekce), potom

V15. HY | X)=H(X |Y) =0
D: Rozklady Ax a Ay jsou ekvivalentni, Ax = Ay. Takze Ax < Ay a plati V5.

V16. I(X,Y)=H(Y), I(X,Y)=H(X). Také H(X,Y)=H(X)=H(Y). (z VO)

Entropie; R. Sara, CMP (p. 19)



Aplikace 1: Ktery poslanec ma nejvétsi vliv na vysledek hlasovani?

Systém: S = {v,v9, U3, vy, U5}

Pozorovani:

Hi = H(vy,v3,v4,v5 | v1) tim mensi, ¢im vétsi je vliv v;

— H(Ul, U2, U3, U4, U5) — H(Ul)

Vysledky:

Pozn: H(vq, v, v3, V4, v5) = 3.3191

v, H;

V1 2.6423

vy 2.6292

vy 2.62062

vy 2.6310

vs  2.6310
[Nat]

(z V9)

Entropie; R. Sara, CMP (p. 20)
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