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Pfima a inverzni kinematicka uloha (@

A

Ridici jednotka robotu vétsinou mé¥ vnitini kinematické parametry robotu — kloubové 1
souradnice. Tyto soufadnice ur€uji polohu jednotlivych kloub(i, tedy vzajemnou polohu |3 |4
sousednich ramen. Kloubové souradnice oznacujeme ¢, kloubovou souradnici oto¢ného 5
kloubu oznacujeme 6, kloubovou souradnici posuvného kloubu oznacujeme d.
7|8
Uzivatele zajima poloha chapadla nebo manipulovaného (tuhého) télesa. Tato poloha 9 10
ma 6 stupnl volnosti a miize byt popsana riiznymi popisy, napriklad tranformacni
matici popisujici polohu souradnicového systému chapadla ve svétovém 11|12
soufradnicovém systému. 1314
Nasim dkolem je najit vztahy mezi témito popisy polohy robotu. 1516
17|18
19|20
21|22
23|24
25|26
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Studenti si ¢asto pletou polohu chapadla (mé 6 stupiit je téméi vzdy dulezitd, af se jednd o manipulaci nebo napf.
volnosti) s polohou stfedu chapadla (to je bod a ma 3 stupné svéfeni robotem.
volnosti). Toto je hrubd chyba, protoze orientace chapadla
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Prima kinematicka uloha @

P¥ima kinematicka Gloha je zobrazeni z prostoru kloubovych souradnice do prostoru
poloh chapadla. To znamen4, Ze zndme polohy vsech (nebo nékterych) kloubi a E
hleddme polohu chapadla ve svétovém souradnicovém systému. Matematicky:

q— T(q
(@ 9110

P¥imé pouziti tohoto vztahu je v souradnicovych méricich pristrojich. Snimace na 11l12

jednotlivych kloubech nas informuji o vzajemné poloze ramen, kloubovych

souradnicich, Gkolem je vypocitat, kde se nachazi hrot mériciho pristroje. 1314
15(16
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Zduraznéme, ze jde o zobrazeni, nikoliv o matematickou rametry ¢zadné, jedno, nékolik nebo nekoneéné mnoho feseni.
funkci. P¥imé kinematicka 1loha muze mit pro konkrétni pa-
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Inverzni kinematicka uloha @ mp

Inverzni kinematicka dloha je zobrazeni z prostoru poloh chapadla do prostoru 1
kloubovych souradnic. To znamend, Ze zndme polohu chapadla ve svétovém 3
soufadnicovém systému a hleddme polohy vsech kloubli. Matematicky:

5
T — §(T) 78

910
11(12
13(14
15(16
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Inverzni kinematicka Gloha je potfeba naptiklad pri fizeni manipulatoru. Uzivatel
zadava pozadovanou polohu chapadla, pro fizeni jsou ale potreba kloubové souradnice.

Zduraznéme, ze jde o zobrazeni, nikoliv o matematickou parametry ¢ zadné, jedno, nékolik nebo nekoneé¢né mnoho
funkci. Inverzni kinematicka tloha muze mit pro konkrétni feSeni.
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Otevieny kinematicky fetézec @

Joint .

Joint: + 1 910
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End effector 1516
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Modelovani otevieného kinematického retézce pomoci geometrickych transformaci, muZeme snadno nalézt
transformace bodu ze souradnic chapadla do soufadnic ramu

Otevieny kinematicky fetézec je tvoren posloupnosti téles
v Y ) P P a naopak. Jde o takzvanou pfimou kinematickou dlohu.

spojenych klouby. Zname-li popis klouby dovolenych pohybt
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Modelovani planarniho otevieného kinematického retézce @ mp
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Transformace homogennich souradnic v roviné lze popsat
transformaéni matici A

x:Axb7
cos(¢p) —sin(¢) w,
A_[OPB "1} — | sin(@) cos(6) o |
0 0 1

kde ¢ je vzajemny uhel otoceni souradnicovych soustav. In-
verzni matice je pak samoziejmé:

1 R” —-R'x,
A= [ 00 1 } = O
cos(¢)  sin(¢p) —cos(¢)z, — sin(@)y,
= - si(r)l(qb) COS()(¢) sin(¢)z, I cos(P)yo | » (2)

Jednoduchy seriovy manipuldtor je ukdzan na obrazku. Mani-
pulétor se skldd4 z otoéného kloubu (kloubové proménnd 6;),
ramene délky [y, posuvného kloubu s kloubovou proménnou
ds, osa posuvného kloubu je sklonéna pod thlem s vzhle-
dem k [;. Dalsi kloub je ototny s kloubovou soufadnici
f3. Na konci ramene délky I3 je chapadlo. Osa cha-
padla s osou z soufadnicového systému ramu svira thel ¢,
pocatek souradnicového systému chapadla je v souradnicovém
systému ramu oznac¢en Gy = (o, yO)T.

Musime pfifadit kazdému ramenu soufadnicovy systém,
zde pro nazornost pfifazujeme souradnicovy systém dokonce

kazdému konci ramene. Transformace mezi souradnicovymi
systémy pak maji velmi jednoduchy tvar, protoze reprezen-
tuji bud jen otoéeni nebo posunuti. Transformace jsou pak v
naSem piipadé v tomto poradi od ramu: rotace o 6, posunuti
o pevné [y, rotace o pevné as, posunuti o do, rotace o 63 a
posunuti o I3. Jednotlivé transformaé¢ni matice pak vypadaji:

[ cos(fy) —sin(6y) 0

A = sin(fy) cos(f1) O |, (3)
0 0 1
(1 0 L

A} = 01 0|, (4)
00 1
[ cos(ap) —sin(az) 0

AZ = sin(ag)  cos(ag) 0 |, (5)
0 0 1
[1 0 do

A = |01 0 |, (6)
0 0 1
[ cos(fy) —sin(fy) 0

A = sin(f2)  cos(f2) O |, (7)
0 0 1
(1 0 I3

A = |0 1 0|, (8)
00 1

xo = AJALAZATAZA]zg 9)
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Vzajemna poloha dvou pfimek v prostoru a jejich pricka @

B
K

Pricka dvou primek je nejkratsi spojnice téchto primek. Je kolma k obéma primkam.

A=B A At
B A B
9 (10
11|12
13|14

gl W =
(=2 BN I~ I )

o

Vzijemna poloha dvou piimek miiZe byt: 15/16
¢ totozné primky, oba konce degenerované pricky mizeme umistit do kteréhokoliv 17]18
bodu ptimky, 19(20
# rovnobé&zky, pritka je kolma k ob&ma, mizeme ji umistit kdekoliv podél piimek,  |21]|22
riiznobézky, pricka zdegenerovana do bodu je v misté krizeni, 23|24
¢ mimobézky, poloha pFicky je jednoznacné dana, je kolma k obéma pfimkam. 25|26
27|28
29(30

31
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Modelovani otevieného kinematického retézce v prostoru —
Denavitova-Hartenbergova notace

@

Joinet

Joint:1—1

o
QY

Joint 1 +

Linkt
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Jednoznatny a efektivni popis jednotlivych transfor-
maci muzeme nalézt metodou Denavitovou—Hartenbergovou
(Denavitova—Hartenbergova notace).

Eulerova véta o existenci osy pohybu tika, ze kazdy po-
hyb tuhého télesa v prostoru lze reprezentovat jako slozeni
rotace okolo urcité osy a posunu ve sméru této osy. Tato
véta umozinuje formalizovat postup feseni piimé kinematické
ulohy otevieného kinematického fetézce, jednou formalizaci je
pravé D-H notace. D-H notace je déle zalozena na principu
matematické indukce, proto je mozné D—H notaci pouzit
pouze pro oteviené kinematické retézce (zamyslete se
proc).

Popisujeme kloub i.

1. Nalezneme osy otéceni kloubu 7 — 1, 4, ¢ + 1.

2. Nalezneme piicku (spoleénou normdlu) os kloubu i —1
a i aos kloubti ¢ a ¢+ 1.

3. Nalezneme body O;_1, H;, O;.

4. Osu z; polozme do osy kloubu 7 + 1.

© 0 N o

10.

11.

12.

13.

14.

Osu z; polozme do prodlouzeni pticky H;O;.
Osa y; tvori s ostatnimi pravotocivou soustavu.
Oznacme vzdélenost bodu |0;_1, H;| = d;.
Oznac¢me vzdélenost bodu |H;, O;| = a;.
Ozna¢me uhel mezi prickami 6;.

Ozna¢me thel mezi osami kloubt ¢, i + 1 «;.

Pro ram je mozné zvolit polohu bodu O, kdekoliv na ose
kloubu a osu zq orientovat libovolné. Napiiklad tak, aby
dy =0.

Pro chapadlo je mozné opét zvolit bod O,, a orientaci
osy zn pti dodrzeni ostatnich pravidel.

Jsou-li osy dvou po sobé jdoucich kloubu rovnobézné,
je mozné polohu pricky zvolit, naptiklad tak, ze d; = 0.

Pro posuvné klouby lze polohu osy kloubu zvolit.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Sousedni souradnicové systémy v DH @
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Poloha chapadla v soufadnicovém systému ramu @

1
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Souradnicové systémy ramu a chapadla @

17|18
19|20
21(22
23(24

25(26

27|28

29|30

31

ROBOTICS: Vladimir Smutny Slide 12, Page 11



5-R-1-P manipulator

(®

Joint 1

25

3
5
2 7
9
11

17
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27|28
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Transformace v kloubu je zcela popsdna ¢tyimi parame-
try 0;, d;, a;, ;. Parametry a;, a; jsou konstanty, jeden z
parametru d;, 0; se méni s pohybem kloubu.

Klouby jsou vétsinou:

e Otocné, pak je d; konstanta a 6; se méni,
e Posuvné, pak je 0; konstanta a d; se méni.
Transformacni matici A pak vypocteme jako

—1 _ i—1 A int
A= ALA,

int

kde i
cos); —sin#; 0 O
i—1__ | sinf; cosfy 0 O
Aint - 0 0 1 dz 5
0 0 0 1 |
]. O O a; T
Aint — 0 cosa; —sina; O
i 7| 0 sinag cosa; O
0 0 0 1]

Snadno zjistime, ze:

cosf; —sinb; cosa; sin 6; sin o a; cos 6;

Al _ sin 0; cos 0; cos o —cosO;sina; a;sinb;
v 0 sin o; COS d;
0 0 0 1

Ozna¢me ¢; ten z parametru 6;, d;, ktery se méni. Vyraz[9]
pak muzeme piepsat na

x" = AY(q1)A3(q2)A3(q3) A% (qa) ... AP (gn)x™

Pro kazdou hodnotu vektoru q = (q1, 92,43, 4, ---qn) € Q =
R™ pak muzeme vypocitat souradnice bodu P v souradnicich
ramu ze zadanych soutadnic v soufadnicové soustavé cha-
padla a naopak..

Primd kinematickd wiloha pro otevireny kinematicky Tetézec
je tedy vzdy resitelnd analyticky.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Denavit—Hartenberg @

Matice reprezentujici transformaci mezi sousednimi rameny

cosf; —sinf;cosc; sinf;sinca;  a;cosb;
sinf; cosf;cosco; —cosH;sinca; a;sinb;
0 sin «; CoS q; d;
0 0 0 1

i—1 _
A~ =
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Inverzni kinematika 5-R-1-P manipulatoru

(®

X0

- dscosb,

23(24
25(26
27|28
29|30
31

Inverzni kinematicka uloha

Inverzni kinematickou tilohou nazyvame problém, kdy je dana
matice

T(q) = AY(q1)A3(q2)A3(g3) AL (qs) ... AL (qn).

a hleddme hodnoty koeficienti q. Obecné se jedna o soustavu
nelinedrnich (vétsinou trigonometrickych) rovnic, kterd neni
analyticky resitelna.

Reseni inverzni kinematické tlohy:

(10)

e Analyticky, pokud to lze, neexistuje obecny névod,
jak tlohu fesit. Existuji diléi navody, jak Tesit nékteré
specialni roboty.

e Numericky.

e Tabulkou, pfedpocitanou pro pracovni prostor W C Q.

Existuji struktury robotu, které lze Tesit analyticky, takové
struktury nazyvame resitelné.

Postacujici podminka pro fesitelnost struktury je napft. to,
7e pro robota se Sesti stupni volnosti t¥i po sobé jdouci rotaéni
klouby maji osy protinajici se v jednom bodé nezavisle na po-
hybu nebo tfi po sobé jdouci osy musi byt rovnobézné.

Jinou vlastnosti IKT je jeji nejednoznacnost v sin-
guldrnich bodech. Casto existuje podprostor Q, prostoru Q,
ktery dava stejné T.

Vqge Q,:T(q)=T

Pro rozhodnuti, kterou z n-tic q feSicich rovnici
zvolime, se bere v ivahu zejména:

1. Jsou uvazované hodnoty vektoru q pripustné, robot
typicky nemuze zdaleka dosdhnout vSech hodnot z pro-
storu kloubovych soufadnic?

2. Jak se do singuldrnfho bodu dostaneme (z kterého
smeéru jsme piisli). Z pozadavku spojitého pohybu po
trajektorii plyne, Ze i n-tice q musi byt spojitou funkci
casu.

3. Jakym smérem se ze singuldrntho bodu dostaneme
(kam pokracuje trajektorie).

4. Nedostaneme se volbou q béhem dalsiho pohybu do
situace, kdy nepujde splnit predchozi body?

5. Samotny operacni prostor nas omezuje pii volbé q.
Piikladem je montaz sedadla do automobilu robotem.

Nékdy navrhujeme takzvané redundantniho robota
(napfiklad s osmi stupni volnosti), abychom zvétsili prostor
Qs, z kterého vybirdme q a tak mohli 1épe vyhovét vyse uve-
denym pozadavkum.

Ulohy k zamysleni:

e Lze sestrojit robota pouze s posuvnymi klouby, ktery by
mohl obecné manipulovat s télesem v prostoru? Proc¢?

e Vyberte si néjakou montazni ilohu a navrhnéte pro ni
vhodnou strukturu redundantniho robota.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Inverzni kinematika - priklad
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Inverzni kinematika - priklad

(®

View A: Detail of mechanical interface

View D bottom view drawing : Detail of installation dimension
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Inverzni kinematika - priklad

85 315 85
Flange downward 308 238
limit line(dotted line)
P - .
S Restriction on wide angle
& in the rear section Note?
Restriction on wide angle X \ \ ‘e.? Restriction on wide angle
in the front section Note® L] ™ \ (é} AV SN in the rear section Neted)
ra—— oy \
g A 7 - Restriction on wide angle
- 7 S Cap D \‘\\ Q in the rear section Net!
1l \\\
- o e
8 X & \A \
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Irs] / <
® Re\ &
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179

Areas as restricted by Note1) and Note3)
within the operating range

Restriction on wide angle
in the front section Nete¥

444
437 258 474

Restriction on wide angle in the rear section
Notel) J24+J3 X 2 = -200 degree when —45 degree=< J2 < 15 degree.
Note2) J2+J3 = 8 degree when | J1 | = 75 degree, J2 < —45 degree.
Note3) J2+J3 = -40 degree when | J1 | > 75 degree, J2 < —45 degree.
Restriction on wide angle in the front section
Note4) J3 = -40 degree when —105 degree=<= J1 = 95 degree, J2 = 123 degree.
Note5) J2 = 110 degree when J1 < -105 degree, J1 < -95 degree.
However, J2 = J3 = 150 degree when 85 degree J2 = 110 degree.
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Inverzni kinematika - priklad @

170° P-point path: Reverse range
170° (alternate long and short dash line)

P-point path: Entire range

1|2
314

(solid line) 5 6
718
9

PN 23|24
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Nejednoznacnost inverzni kinematické ulohy @
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Inverzni kinematika - konfigurace @

RIGHT _—————_ LEFT

BELOW

FLIF/‘ J4 axis
NON FlLlP\l

J6 axis flange surface

J2 axis
Rotation center

€

Rotation center ™!

27|28
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Ptiklad: Pocet feseni IKT pro jednoduchy rovinny manipulator

@

12

Working envelope

0 solutions

1 (double) solution
=singular surface

o solutions = singular point

2 solutions

1 (double) solution
=singular surface

co solutions = singular point

Working space of the 2DOF planar RR manipulator 11=0.5,12=0.5

17
19

1000 —

23
25
27
: 29
31

@[degrees]

108 06 04 02 0 02 o4 o5 o0g -

Rovinny manipuldtor se dvéma stupni volnosti s rota¢nimi
klouby m& pracovni obalku ve tvaru kruhu. Uvniti kruhu
ma dvé feSeni, kterd pfechézeji na hrani¢ni kruznici v jedno,
dvojndsobné feseni (srovnej jedno fesen{ kvadratické rovnice),
kruznice je tedy singuldrni plochou tohot robotu. Vné kruhu
nemé zadné feSeni. Ve stiedu kruhu mé nekone¢né mnoho
feSeni, tedy singuldrni bod.

Uvedeny planarni manipulator méa dva stupné volnosti a
pohybuje se v pracovnim prostoru se tfemi dimenzemi, tedy
(z,y,0), kde ¢ je orientace chapadla. Graf pracovniho pro-
storu ukazuje dosazitelné body pracovniho prostoru, zelena

plocha je dosazitelna jednou konfiguraci, ¢ervena plocha dru-
hou konfiguraci. Body pracovniho prostoru na ose ¢ jsou
dosazitelné vSechny, tedy bod (0,0, ¢) je dosazitelny pro ja-
koukoliv hodnotu ¢. Pracovni prostor robotu je zde znazornén
jen v intervalu < 0,720° >, spirdla je ve skutec¢nosti od —oco
do oo.

Piipominam, ze idedlem je, aby v primérené kompaktni
oblasti byly dosazeny vsechny body. Znézornit Sestirozmérny
pracovni prostor pro prostorového robota je samoziejmé
obtizné.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Priklad: Pocet feSeni IKT pro jednoduchy rovinny manipulator @ m p

Working space of the 2DOF planar RR manipulator 110.3,12=0.7 Working space of the 2DOF planar RR manipulator 11=0.7,12=0.3

1000 — 1000 —

17(18
19|20

-1 08 -06 -04 -02 o0

25|26
27|28
11 29(30

Manipuldtor s nestejné dlouhymi rameny nemuze do- sahnout do okoli svého prvniho kloubu.
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Zobrazeni mezi kloubovym a kartézskym prostorem @

Kloubovy prostor < Pracovni (kartézsky) prostor

joint space

17|18

B -

4 25(26

-8 -2 -1 o 1 2 3 B —4 -2 ) 2 4 6
0, <: x 2 7

29|30
31

Zobrazeni mezi kloubovym a kartézskym prostorem je pro jednoduchy planarni manipuldtor se dvéma otoénymi klouby.
roboty s oto¢nymi klouby velmi nelinearni. Zde je ukézano pro
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Ptesnost robotu s nepfesné znamym modelem

(®

Nepresné znamé délky ramen

. working space, 11 = 0.5 +0.02, J2 =0.5-0.02, max(error)=0.04
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Zobrazeni mezi kloubovym a kartézskym prostorem je pro
roboty s otoénymi klouby velmi nelinedrni. To samé plati
pro vliv nepfesnosti modelu robota na vyslednou polohu cha-
padla. Navic v ruznych konfiguracich pro tutéz polohu cha-
padla se vyslednd chyba projevuje ruzné, ¢asto opac¢nym
smérem. Poloha robotu zkompenzovana v jedné konfiguraci
muze mit jeSté vétsi chybu pifi dosazeni jinou konfiguraci. Zde

je ukazano pro jednoduchy plandrni manipuldtor se dvéma
otoénymi klouby. Jsou zobrazeny zvlast chyby ve znalosti
délek ramen a zvlast chyby v relativni orientaci klouht. Zvo-
leny 2-D manipuldtor nemuze demonstrovat chyby napt. ne-
kolmosti os sousednich kloubu v prostorovém manipuldtoru
nebo nepiimost linedrntho vedeni posuvného kloubu.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Prima a inverzni kinematicka uloha - shrnuti @ mp
kinematika struktura pocet feseni obtiznost 12
otevreny kin. fet. 1 snadna 3|4
prima smiSeny kin. ret. 0,1, N, 00 obtizna 5|6
paralelni robot 0,1, N, 00 obtizna
otevreny kin. Yet. 0,1, N,oco  obtizna 78
inverzni smiseny kin. ret. 0,1, N, 00 obtizna 91010
paralelni robot 0,1, N, 00 snadna
11|12
13|14
15(16
17|18
19|20
21(22
23|24
25|26
27|28
29
31

Pocet feseni kinematickych tloh a obtiZznost jejich feSeni
spolu souvisi. Pfi¢inou je matematicka podstata tloh. Uloha
je z matematického pohledu feseni soustavy nelinearnich rov-
nic. Rovnice jsou polynomialni v fesenych proménnych nebo
jejich sinech a kosinech, pticemz pravé goniometrické funkce
zde zpusobuji nelinearitu rovnic. V nékterych piipadech

dostavame jen jedno feSeni, 1iloha je v hledanych parametrech
linearni a snadno fesitelnd. Piikladem je prima kinematicka
dloha otevieného kinematického fetézce. V jinych piipadech
je uloha analyticky nefeSitelna nebo neni analytické feseni
znamo. V takovych piipadech je pouzito numerické feseni
nebo se podobnym strukturdm vyhybame.

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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Pohyb v jinych soufadnicovych systémech @ mp
1|2
N -J4
AL 3|4
+J5 - -J3
ﬁ i 5|6
-J6 w3
¥ 3+ . q 7|8
b o (& 910
—J1
L. 11]12
. +J1
13|14
kloubové souradnice kartézské svétové souradnice
15(16
o - 17(18
% A\ 19(20
h . + B'L
Y % v ©
1 TC7_ o £ 4 23|24
| ~ |25[26
ix A Y <" - 27|28
valcové svétové souradnice kartézské souradnice chapadla 20030

Ridici jednotka robotu vétsinou umoziuje fidit polohu

systému,

chapadla pomoci pfenosného ovlddaciho panelu v ruznych

soufadnicovych systémech:
e kloubové soutradnice,

e kartézské  soufadnice

svétového

e valcové souradnice svétového souradnicového systému,

kartézské soufadnice soufadnicového systému cha-

soutadnicového padla,...

ROBOTICS: Vladimir Smutny
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