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1. Funkcionalné—analytické a topologické struktury

1.1. Skalarni souc¢in. Normy a metriky na linearnich
prostorech

V tomto odstavci shrneme zékladni pojmy a konstrukce z teorie normovanych linear-
nich prostorii. Podrobnéjsi vyklad lze najit v knize W. Rudina [1] a J. Kelleyho [3].

Definice (prostor se skaldrnim sou¢inem): Linedrni (= vektorovy) prostor H (nad
redlnymi ¢isly R ¢i komplexnimi ¢isly C' jez se nazyvaji skaldry) se nazyva prostor
se skaldrnim soucinem, jestlize ke kazdé dvojici vektord =,y € H je pfifazen skalar
(x,y) tak, ze plati

(i) (z,y) = (y,z) (Z znadi ¢islo komplexné sdruzené k z, pokud je H nad C. Kdyz
je H nad R, pozadujeme (x,y) = (y,z).)

(i) (2 +y,2) = (2,2) + (4, 2)

(iii) (z,x2) >0

(iv) (z,2) =0< 2z =0 (o je nulovy vektor)

(

v) (Az,y) = X\ (z,y) pro kazdy skalar A € R (¢i A € C).

Priklady:

1. Necht R™ resp. C™ je pfislusny n-dimensionalni eukleidovsky prostor, necht
T = (21,22,...,%n) &Y = (Y1,Y2,- -, Yn). Pak (z,y) = 2191 + T2y2 + -+ Tn¥Yn
(resp. (x,y) = 2101 + x2¥2 + - -+ + x,Yy) je skaldrni souéin na R™ (resp. C").

2. Necht N zna¢i mnozinu piirozenych &isel. Necht ¢2 je prostor viech posloupnosti
(realngch ¢ komplexnich) x = (21,72, ..., ) takovych, ze > 7° |2,|* < co. Pak

[e.e] [e.e]

(z,y) = Z«%’yi (resp. (z,y) = Z%’ﬂi)
i=1 i=1

je skalarni souéin na ¢2. V tomto smyslu mtiZeme prostor ¢? chapat jako nej-

jednodussi nekoneéné dimenzionalni prostor se skaldrnim soucinem (nejblizsi

rozsifeni R", “nekoneéné dimenzionalni eukleidovsky prostor”).
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Jak uvidime, v prostoru se skalarnim souc¢inem bude zobrazeni || ||: H — (0, 00),
|lz|| = (m,x)% definovat “normu”; “metrika” na H indukované skaldrnim sou¢inem
pak bude funkce p: H x H — (0,+00), p(z,y) = ||z — y||.

Pfipomenme, ze metricky prostor (X,d) se nazyva uplny, jestlize v ném kazda
cauchyovska posloupnost je konvergentni. (Cauchyovskd posloupnost v metrickém
prostoru (M,d) je definovana takto: Ve > 0, 3 ng, m,n > ng = d(z,,z,) < €.
Konvergentni posloupnost x,, — = v metrickém prostoru je definovana takto: Ve >
0, 3 ng, n > ng = d(z,, ) < e. Je ziejmé, ze kazda konvergentni posloupnost je
cauchyovska.) Timto pojmem se budeme pozdéji jesté podrobnéji zabyvat v kapitole
o metrickych prostorech.

Intuitivni obsah tplnosti je zhruba tento: Posloupnosti, jejichz prvky se “nekonecéné
priblizuji”, jsou jen ty, které konverguji (k né¢emu z toho prostoru!). Pojem tplnosti
textu ho budeme pomérné podrobné rozebirat.

Poznamenejme konecné, ze kazdy prostor se skaldrnim souc¢inem se da zuplnit, coz
je jiz hlubsi vysledek z teorie metrickych prostori a prostort se skalarnim soucinem.
Zuplnovani se budeme rovnéz vénovat pozdéji.

Definice (Hilberttuv prostor): Necht H je prostor se skalarnim sou¢inem. Prostor
H se nazyva Hilbertuv, jestlize pfi metrice p(z,y) = ||z — y|| = (x —y,x — y)% je H
Uplny metricky prostor.

Priklady:
1. Prostor R™ (resp. C™) je Hilbertuv prostor (R™ je tplny — to je ndm znamé
Bolzano—Cauchyova podminka).

2. Lze snadno dokéazat (uzitim Bolzanovy—Cauchyovy podminky “po slozkach”),
ze prostor ¢2 je Hilbertfv prostor.

3. Prostor c¢gp vSech posloupnosti, které jsou “skoro vsude” 0 (tj. jsou 0 aZ na
kone¢né mnoho soutadnic) je prostor se skalarnim soucinem (je to linedrni pod-

prostor £2, takze skalarni souéin na cog se shoduje se skalarnim souc¢inem na ¢2),
1

ale neni uplny. Skute¢né, napt. posloupnost z,, = {1, 30 0,0,...} je cau-
n
1 1
chyovské v coo, ale neni v ¢gg konvergentni (prvek x = {1, g } majici
n

1
n-tou souradnici rovnu — do cog nepatii, ale to by mohl byt jediny kandidat na
n

lim ,,). Prostor cqo je “husty” v [? (tj. kazdy prvek z [? je mozné chapat jako

T— 00
lim z, pro néjaké z, € cy).
T— 00

Nésledujici tvrzeni ma zakladni dilezitost v teorii Hilbertova prostoru.
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Tvrzeni (Cauchyova nerovnost): Necht H je prostor se skalarnim soucinem. Pak
Ve, y € H

[, 9)| < [l -yl

V posledni nerovnosti nastane rovnost praveé kdyz vektory z,y jsou linedrné zavislé.

Dukaz: Vychutnejme si eleganci tohoto diikazu. Necht napf. y # 0. Pak dostavame

postupné
(z,y) (z,y)
(nym _@Y e - &Y,
Iyl llyll

= ylPlal® = Iz, 9)* .

Tim ziskdme Cauchyovu nerovnost. Pokud v ni nastavéd rovnost, musi byt

(nyux _ @Y e - &) y)

o
IA

lyll [l
rovno nule a tedy ||y|lz — (ﬁ&;ﬁ)y = 0. Z toho plyne, 7e x = ?@ﬁ’Q)y, takZze vektory x,y
jsou linearné zavislé. QED.

“QED.” je zkratka pro latinské “Quod errat demonstrandum” a volné prelozeno
znamend “coz bylo dokazati”.

Dusledek: ||z +y|| < ||z|| + |ly]| Vz,y € H.

Dukaz: Trojuhelnikova nerovnost se ziskd snadno z Cauchyovy nerovnosti (uvazte
kvadrat trojuhelnikové nerovnosti). QED.

Hilbertovy prostory jsou v jistém smyslu nejhezci linedrni prostory s metrikou.
Predstavuji nejpfirozenéjsi zobecnéni euklidovskych prostorti. Maji pozoruhodnou
teorii, jejiz fada vysledku je aplikovatelna ve fyzice a inZenyrskych védach. Zaklady
teorie Hilbertova prostoru uvadime v kapitole ?7. Pokracujme v ptfehledu prostort s
metrikou.

Definice (normovany prostor): Necht X je vektorovy prostor (nad R ¢ C). X se
nazyva se normovany, jestlize kazdému z € X je pfifazeno nezdporné ¢islo (jeho
norma) ||z|| tak, ze plati (Vz,y € X, Va skalar):

a) [l +yll < [lz]l +[lyll,
b) [laz] = [al - [z,

c) |lz|| > 0 pokud = # o.
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A A A
vi(z) <1 va(z) <1 Voo(x) <1

Obrazek 1.1.: Jednotkové koule n€kolika dilezitych norem.

Ukézali jsme, ze kazdy prostor se skaldrnim souc¢inem lze chapat jako prostor nor-
movany (skalarni soucin (z,y) indukuje normu ||z| = (x,a:)%) Je ziejmé, Ze norma
uréuje metriku. Sta¢i polozit d(z,y) = ||z — y||. Normované prostory je tedy mozno
automaticky chapat jako prostory metrické.

Definice (Banachuv prostor): Banachiv prostor je normovany prostor (X, ||.||), kde
||l.|| indukuje metriku, v niz je X uplny.

Poznamka: Kazdy prostor se skaldrnim soucinem je normovany, kazdy Hilbertav
prostor je Banachiv.

Piiklady (maticové normy): Dilezité normy v R" (resp. C"), x = (z1,...,2,) € R"
(resp. C™):

a) vi(x) =Y |zl
i=1

1
n 3
b) ve(x) = <Z|z12> eukleidovskd norma

=1
1
n v
c) vp(x) = <Z|x1p> p > 1 (pro p = 2 dostavame eukleidovskou normu)
i=1

Lehce se zjisti, ze vy je skuteéné norma pro kazdé ¢,1 < ¢ < oco. Obrazek 1.1
ukazuje jednotkové koule vyse zminénych norem.
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D4 se snadno ukézat, ze Hilbertiv prostor ma “kulatd jednotkova okoli” (tj. je-
jich koule jsou tzv. striktné konvexni, coz znamena, ze kdykoliv vezmeme dva body
na sfére a spojime je useckou, tato tsecka pronika tuto sféru jenom v onéch dvou
bodech). Tudiz prostory normované, jejichz normy jsou indukované skaldrnim sou-
¢inem, maji jednotkova okoli kulata. Vidime, Ze napf. vq, Vs nejsou indukovatelné
skalarnim soucinem.

V radé obort kybernetiky se uvazuji normy na daném prostoru matic. Nasledujici
tvrzeni je zakladni dulezitosti a je tfeba ho dobfe pochopit. Vyslovme ho pro R™ (pro
C™ plati analogicky).

Tvrzeni: Necht v je norma v R". Definujme ohodnoceni ||.||, na prostoru M™"
(M™™ je linearni prostor matic typu n,n) tak, ze

A
Al = sup  YAD)
z#0,z€R™ V<:C)

(vektor = muze byt chdpéan jako “sloupcovd matice”). Pak || ||, je norma na M™".
v(Az)

max
z#0,2€R" I/(m)
z jednotkové sféry, tj. matice svou normu nékde nabyva.

Navic plati, ze || A, =

, a tedy ||All, = v(Azg) pro néjaky vektor

Dukaz: Nejdiive je tfeba nahlédnout, ze | ||, je dobfe definovana, tj. je potieba
v(Ax)
v(z)

OVETit, Ze Sup,£o yeRrn existuje. Nejprve si vSimneme, zZe
?

A
sup v(Az) = sup  v(Azx).
x#0, tER™ I/(JZ) zER™, v(x)=1
A A
To je ale ztejmé: Je-li p = 2) a je-li x # 0, pak z linearity plati, ze p = M.
v(z) v(ox)
" . 1 x .. v(Aax)
Polozime-li « = ——, dostaneme v(a-x) = v | — | = 1 a piitom p = ——= =
v(z) v(z) v(ax)
x
A—— .
( u(a:))
V dalsim kroku potvrdime, ze sup v(Az) je koneéné. Dikaz provedeme

z€R™, v(z)=1
sporem (uvédomime si pfitom, Ze zobrazeni A: R" — R™ dané pfirozenym zptsobem
matici A, tak ze A: A(z) = Ax je zfejmé spojité (vzhledem k metrice na R™ dané v).
Necht sup v(Ax) = +oo. Pak lze najit posloupnost vektort z,, € R", v(z,) =
zER™, v(z)=1
1 (n € N) takovou, ze v(Ax,) > n. Jelikoz uzaviena jednotkova koule v R" je ome-
zend a uzaviena, muzeme z posloupnosti z, vybrat posloupnost konvergentni (to

plyne z "kompaktnosti” uzaviené jednotkové koule; pokud ¢tendr o kompaktnosti
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dosud nic neslysel, mtze to pro tento okamzik vzit jako fakt a pak si prostudovat ¢ast

o kompaktnich metrickych prostorech probiranou pozdéji v tomto textu). Oznac¢me

tuto vybranou posloupnost z,, (k € N). Pak x,, — z, a tedy A(z,, ) — A(z) (nebot

A je spojité). Ale to je spor, nebot A(x) by muselo byt "nekonecéné velké”. Ukazali

Az

jsme, ze  sup )

x#£0, zER v(z)

Uplné stejné se ukaze, e misto sup mizeme psat max. Skuteéné, necht
v(Ax)

All, = sup = sup v(Azx
H ’ x#0 V(.CIZ') zeR™, v(z)=1 ( )

existuje (tj. toto supremum je vlastni ¢islo).

(posledni rovnost uz zndme). Pak lze najit posloupnost y,, takovou, ze v(y,) =1 (n €
N) a supv(Ay,) = ||A|,. Bud y,, posloupnost konvergentni vybrané z v,. Necht
Yn, — Y. Pak v(y) = 1 (to plyne ze spojitosti normy) a Ay, — Ay. Je ziejmé, ze
|All, = A(y) a tedy wvelikost normy || A||, se nabyvd v proku y € R". Muzeme tudiz
sup nahradit, coz jsme méli ukazat.

Nyni je uz snadné ovéfit, ze | ||, je skuteéné norma na M™". Zfejmé staci ovérit
jen trojuhelnikovou nerovnost, ostatni je evidentni. Plati
v((A+ B)x) < v(Azx) v(Bx)

A+ B, = :
14+ Bll, m;ég}?é{m v(z) ~ 2£0,2€R" V() +I¢g}%m v(z)

QED.

Poznamka: Je zajimavé, ze nékdy lze | ||, uréit ryze algebraickymi metodami.
Plati napt. pro v5 nasledujcii rovnosti:

lAllz = VAmax, Amax je nejvétsi vlastni éislo matice AT A,
1
A7l = —=—, Amin je nejmensi vlastni &slo matice AT A.

\% )\min ’

Vice lze najit ve skriptu E. Krajnika [4] a jesté vice pak v knize G. Goluba, Ch. Van Lo-
ana [5] ¢i v knize M. Fiedlera [6].

Poznamka (topologicky linearni prostor): V nékterych aplikacich je potieba praco-
vat s linedrnimi prostory, které maji “topologii”, ale nelze je normovat. Teorie téchto

vvvvvv

Definice: Linearni (tj. vektorovy) prostor se “systémem okoli 0” (uniformné pak pro
kazdy bod) se nazyva topologicky linedrni prostor, jestlize obé operace

(z,y) =z +y
(a,z) — ax

jsou spojité.
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Tvrzeni: Kazdy normovany prostor je topologicky linearni prostor.

Naopak to obecné neplati — napf. prostor C(R) spojitych funkci na R s topologii
bodové konvergence neni normovatelny. V nékterych technickych védach se pracuje i
s prostory distribuci, které lze studovat ze specializované literatury, viz. napt. kniha
W. Rudina [2].

Poznamenejme konecné, Ze existuji i linearni prostory, které jsou metrizovatelné,
ale ne normovatelné. Takovy je napi. prostor L, pro p < 1. Tento prostor nema
konvexni okoli nuly. Podrobnéji viz. kniha W. Rudina [2].
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1.2. Metrické prostory

Nékdy je tieba zkoumat metriku (resp. systémy okoli bodi) na mnoZinach, které
nejsou opatfeny linearni (¢ jinou) algebraickou strukturou. Pak studujeme metrické ¢
obecnéji topologické prostory. Projdéme si nejprve zakladni pojmy a nékteré vysledky.
Specidlnim otazkdm se budeme vénovat v dalsich ¢astech textu.

Definice (metricky prostor): Necht X je mnozina, X # (). Pak (X,d) se nazyva
metricky prostor, pokud d je metrika, tj. pokud Vx,y,z € X plati (d: X x X — R™):
(i) 0 <d(z,y) < oo,

(i) d(z,y) = 0 <= =z = y (kdyz pozadujeme jen <, pak prostor nazyvame
pseudometricky, rozdil v teorii metrickych a pseudometrickych prostort je ne-
pateng),

(iil) d(z,y) = d(y, x),
(iv) d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2),

V predchozi ¢asti jsme dokazali nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni: Kazdy normovany prostor je metricky.
Pfipomenme zakladni pojmy metrickych prostort (nékteré uz zname):
Posloupnost z,, je cauchyovskd <= Ve >0 3 ng,Vm,n > ng: d(xn,, xm) < €.

Posloupnost z,, je konvergentni k bodu x € X <= Ve—okoli O;(x) bodux € X
3 ng,Vm > ng : z,, € O (). (Piipomenime, Ze e-okoli bodu x v metrickém
prostoru (X, d) je mnozina O.(x), O:(z) = {y|d(z,y) < €}.)

Definice (plny metricky prostor, kompaktni metricky prostor, totdlné omezeny me-
tricky prostor):

Metricky prostor (X, d) se nazyva uplny (complete), jestlize kazda cauchyovska
posloupnost v X je konvergentni (rozumi se konvergentni v tom prostoru X).

Metricky prostor se nazyva kompakini, jestlize z kazdé posloupnosti prvkt toho
prostoru lze vybrat posloupnost v tom prostoru konvergentni.

Metricky prostor se nazyva totdlné omezeny (nékdy téz nazyvany prekom-
paktni), jestlize z kazdé posloupnosti prvki toho prostoru lze vybrat posloup-
nost cauchyovskou.

10
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Obréazek 1.2.: Jezek.

Priklady:

1. Prostor R realnych ¢isel s obvyklou metrikou d(x,y) = |z — y| je prostor Gplny
(Bolzano — Cauchy podminka). Tento prostor ovSem neni kompaktni. (Z po-
sloupnosti z,, = n nelze vybrat posloupnost v R konvergentni.)

2. Interval (0, 1) je kompaktni prostor. Rovnéz (0,1)" je kompaktni prostor. (Po-
drobny dikaz poddme pozdéji.)

1
3. Prostor (0,1) neni kompaktni (posloupnost z,, = — je v (0,1), ale neni tam
n

konvergentni), ale je totalné omezeny.

Ukazeme si, ze kompaktni prostory maji fadu uzitec¢nych vlastnosti. Uvidime na-
priklad, ze v R™ je mnozina (chapand jako metricky podprostor) kompaktni pravé
kdyz je uzaviend a omezené. Také nahlédneme, ze kompaktni <= tuplny + totalné
omezeny.

Priklady (nékteré jednoduché konstrukce s metrickymi prostory):

1. Zajimavy piiklad je tzv. jezek (viz obraze 1.2): Interval (0,1) vezmeme neko-
necnékrat a pak “slepime” tyto invervaly v bodé 0. Vznikly metricky prostor,
zvany zlidovéle jezek, je Gplny metricky prostor (neni ovSem kompaktni).

Metrika d na jezku: d(x,y) = obycejna vzdalenost na (0, 1), pokud z,y jsou
body na jedné “bodliné”, jinak

d(z,y) = d(x,0) 4+ d(y,0) .

Mizeme uvazovat i jezka s jinou metrikou, naptiklad tzv. “ruského jezka”:
MnozZinové je stejny s predchozim, je ale uvazovana jind metrika: d(z,y) =

11
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d(x,0) + d(y,0) pro vSechny body z,y (tj. i na stejné bodliné musime mérit
vzdalenost “pies” 0; ovSem d(x,y) = 0 pokud = = y). Néazev, pracovné pouzi-
vany (zejména ruskymi) topology, je odvozen od zpusobu cestovani v byvalém
SSSR: Moznost stéhovani musi byt potvrzena “bumézkou” v Moskve ...

2. Bud X mnozina vSech Zelezni¢nich stanic a d(z,y) cena jizdenky z mista = do
mista y. Dostaneme (koneény) metricky prostor.

3. Necht X C R?, X = {(m,n)| m,n jsou cela ¢isla}. Pro A, B € X definujeme
d(A, B) jako minimalni délku “fFetizku” v X spojujiciho A s B. Pak d(A, B) je
metrika.

4. Neni nezajimavé si povSimnout, ze pokud R chapeme jako metricky prostor (s
obvyklou metrikou), dostavame automaticky, ze R je nespocetna. Kdybychom
totiz predpokladali, ze R = (r1,7r2,- -+ ,Tp, ) je posloupnost a kolem kazdého

1

bodu r; udélali okoli o poloméru 5;, dostali bychom ve vysledku, ze “délka” R

je koneénd (uvazte i pfesnou formulaci tohoto vysledku).

Dale budeme dvojice v zépisu (X,d), (M,d), (Y,q), atd. automaticky chapat jako
metrické prostory. Uvedme nékteré dilezité vysledky z teorie metrickych prostori.
Pfipomenme, ze v metrickém prostoru (M, d) se posloupnost z,, (n € N) nazyva me-
tricky diskrétni, jestlize existuje € > 0 tak, Ze d(x;,x;) > €, Vi, j,i # j. Posloupnost,
ktera je metricky diskrétni pro jisté e, se nazyva metricky diskrétni radu €.

Véta (posloupnostni princip v metrickych prostorech): Z kazdé nekoneéné posloup-
nosti v metrickém prostoru lze vybrat bud nekoneénou posloupnost cauchyovskou,
nebo nekone¢nou posloupnost metriky diskrétni (“nebo” je zde uzito v nevylucovacim
smyslu).

Duikaz: Vezméme jednotkovou kouli (v metrice d) kolem kazdého bodu z,, tj. uva-
zujme mnoziny O(x,,1) = {y € M | d(zn,y) < 1}. Pokud kazda z téchto mnozin
obsahuje jen kone¢né mnoho bodi, lehce najdeme (nekonecnou) metricky diskrétni
posloupnost fadu 1. Pokud ne, mame okoli O(z,, 1), které obsahuje nekone¢né mnoho
bodu z posloupnosti x,,. Oznacme tyto body vy, (n € N) a utvorme soustavu vsech
1-kouli v metrice d kolem y,,, tj. uvazujme mnoziny O(yy, 3). Jestlize kazda z téchto
mnozin obsahuje jen koneéné mnoho bodu z posloupnosti y,,, pak lehce najdeme (ne-
koneénou) metricky diskrétni posloupnost fadu % Jestlize ne, pokracujeme dal stejné
pro %, %,..., atd.

Je ziejmé, Ze bud pro néjaké % dostaneme posloupnost %—diskrétni, anebo nam
zmensujici se koule obsahujici pofad nekonecné mnoho bodi lehce umozni najit cau-
chyovskou podposloupnost. QED.

12
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Tvrzeni: Metricky prostor (M, d) je totadlné omezeny <= kazda metricky diskrétni
posloupnost v M je konecna.

Dukaz: Thned plyne z piredchozi véty — pokud se z posloupnosti nedd vybrat cauchy-
ovskd, da se vybrat metricky diskrétni. QED.

Vsiméme si, ze totalné omezeny prostor nemiize byt “prilis velky”. Vyjadieno for-
malné, kazdy totalné omezeny metricky prostor M je tzv. separabilni, tj. lze najit
spoéetnou podmnozinu S v M takovou, Ze uzavér S mnoziny S je roven celému M
(S=M,kde S={x € M|Ve>0,o(x,e)NS =0} = {z € M|d(x,S) = 0}; fikame,
ze S je husta v M).

Pozadopvand mnozina S se sestroji snadno: Pro kazdé n € N bud S,, maximalni
%—diskrétni podmnozina v M. Jelikoz M je totdlné omezeny, musi byt kazdé S,
konecné. Nyni staci polozit S = UpenSy. Je ziejmé, ze S je husta v M.

Véta: Metricky prostor(M, d) je kompaktni <= uplny a totalné omezeny.

Dukaz: Pokud je M kompaktni, pak je zfejmé tplny i totdlné omezeny (z metricky
diskrétni posloupnosti nelze samoziejmé vybrat konvergentni). Pfedpokladejme nao-
pak, ze M je uplny a totalné omezeny. Méjme danu posloupnost z,, (n € N). Jelikoz
M je totalné omezeny, neda se z ni vybrat posloupnost metricky diskrétni. Pak se z
ni musi podle posloupnostniho principu dat vybrat posloupnost cauchyovska. Jelikoz
M je Uplny, musi tato posloupnost konvergovat. Vidime, ze z kazdé posloupnosti v
M se da vybrat posloupnost konvergentni. QED.

vvvvvv

tiky. Pfipomenme, Ze zobrazeni f: M — K mezi dvéma metrickjmi prostory se
nazyva spojité, jestlize x,, — x v M implikuje f(x,) — f(z) v K.

Véta: Necht f: M — R je spojitda funkce na kompaktnim metrickém prostoru M.
Pak f nabyva svého maxima (resp. minima) v néjakém bodé z M.

Dukaz: DokaZme to pro maximum (dtikaz pro minimum obdrzime pfechodem k
funkci — f). Techniku uz znadme: Nejprve ukazeme, ze f je omezend. Je-li totiz f(z,) >
n pro néjakou posloupnost z, € M, pak vybereme podposloupnost x,, , kterd kon-
verguje. Tedy z,, — = a tudiz (f je spojitd) f(z,,) — f(x). Ale pak f(z) = +o0,
COZ je Spor.

Pokud tedy f je omezend, existuje sup f. Mame tudiz posloupnost ¥, takovou, ze

zeM

sup f = lim f(y,). Ale M je kompaktni, takZe y,, mé konvergentni podposloupnost,

feknéme néjakou posloupnost y,,, . Necht y,,, — y. Pak nutné sup f = f(y). QED.
xeEM
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Nyni budeme formulovat dtlezitou vétu, ktera charakterizuje kompaktni podmno-
Ziny v R™ (pozdéji ukdzeme jesté i jiny zpusob). Pouzijeme pfitom zndmou Weier-
strassovu vétu, kterd 1ika, Ze z kazdé omezené posloupnosti v R" se d4 vybrat po-
sloupnost konvergentni (diikaz Weierstrassovy véty v R2, ktery lze nalézt ve skriptu
P. Pték, Calculus II; v R™ se ditkkaz provede stejné). Pfipomenme, ze mnozina S v
R"™ se nazyva omezend, jestlize S C< a,b >" pro néjaké a,b € R.

Véta: M C R" je kompaktni (jakozto metricky prostor s metrikou ziskanou zuzenim
Eukleidovské metriky z R") <= M je mnozina uzaviend v R" a omezend v R".

Dikaz: Vime uz, ze prostor je kompaktni <= je uplny a totalné omezeny. M
je uplny, protoze (dokazte!) kazdy uzavieny podprostor tplného prostoru je Gplny
(R™ je uplny prostor jak plyne z klasické Weierstrassovy véty — kazda cauchyovska
posloupnost v R" je omezend mnozina). Zbyva ukézat, ze v R" je kazd4d omezena
mnozina totalné omezena. To také ihned plyne z Weierstrassovy véty, jezto z kazdé
omezené posloupnosti Ize vybrat cauchyovskou. QED.

Dalsi dilezitou vlastnosti kompaktnich metrickych prostoru je to, Ze spojité funkce
na nich jsou automaticky stejnomeérné spojité.

Véta: Necht (M,d) je kompaktni metricky prostor a necht f: M — R je spojitd
funkce na M. Pak f je stejnomérné spojita, tj. pro kazdé € > 0 lze najit & > 0 tak,
ze pokud d(z,y) < d,z,y € M, pak |f(z) — f(y)| < e.

Dukaz: Necht f neni stejnomérné spojita. Pak existuje € > 0 takové, Ze pro kazdé
n € N lze najit body zp,y, € M s vlastnosti d(z,,yn) < =, ale |f(zn) — f(yn)| > €.
Vezméme posloupnost (x,) v M. Jelikoz M je kompaktni, pak se d4 najit podpo-
sloupnost x,, , kterd v M konverguje. Necht tedy z,, — « € M. Ale funkce f je v

€
bodé x spojitd. Tedy vezmeme-li 3’ mizeme najit ng tak, ze pokud d(z,y) < —,
no

pak |f(z) — f(y)] < g Vezméme nyni m tak velké, aby m > 2ny a aby platilo

d(x,zp,) < % Méme ovSem i d(zp,,ym) < % Z trojuhelnikové nerovnosti plyne

1 € .
d(z, ym) < e ale [f(zm) = f(ym)| 2 € a tedy |f(2) = f(ym)| 2 5. To je spor. QED.
V nekonecnédimenzionélnich prostorech neni tak snadné charakterizovat kompakt-
nost podprostori (viz Ascoliho véty, dokazovand pozdéji). Omezenost a uzavienost

nestaci jak ukazuje nasledujici véta.

Véta: Necht (L, ||.||) je normovany prostor. Pak dim L < +oo pravé kdyz uzaviend
jednotkova koule v L (tj. mnozina {x € L | ||z]] < 1}) je kompaktni.
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Dukaz: Pokud dim L < 400, pak L je samoziejmé ekvivalentni (ve smyslu linearnim i
ve smyslu ekvivalence norem) Euklidovskému prostoru R™. Jak jsme ukazali, uzaviend
jednotkova koule je zde kompaktni.

dujici pomocné tvrzeni (v trochu obecnéjsi formé, nez budeme potfebovat): Necht
Q@ je vlastni uzavieny linearni podprostor L. Necht je ddano € > 0. Pak lze najit
y € L,||y|| = 1 tak, ze pro v8echna z € @ plati ||z — y|| > 1 — . Dokazujme toto
pomocné tvrzeni. Bud yg € L — Q. Polozme d = inf,cq ||z — yo|. Pak d > 0, nebot
Q@ je uzavieny. Predpoklddejme, Ze je dano € > 0. Podle definice infima pak plati, ze

existuje xg € ) s vlastnosti d < ||[zg —yo|| < d+ de. Necht y = %. Pak y ¢ Q
o — Yo

a |ly|]| = 1. Navic plati

_ o — Yo _ 1
|z =yl = 77— — 2l = ——Il(zo — zllzo — ol — yo)l
|zo — yol| lzo — ol
1
> J— J— I
d+d€H(ﬂfo z|lzo — yoll — vo)ll
> d —1-_° >1—c¢
~ d+de 1+4¢ '

Tim jsme dokézali pomocné tvrzeni. Pomoci ného (p¥i volbé e = 1) uz snadno ukon-

C¢ime dukaz. StaCi ukézat, Ze jednotkova koule v L neni totdlné omezenda. Za tim
acelem najdeme v L nekoneénou metricky diskretni posloupnost v jednotkové kouli.
Vezméme libovolné x; € L tak, ze ||z1]| = 1. Uvazujme linedrni obal Span {x;},
coz je vlastni uzavieny podprostor v L. Podle pfedchoziho pomocného tvrzeni lze
najit vektor zo € L\ Span {x1} takovy, Ze [|zo = 1 a |22 — z1]| > 3. Uva-
zujme ted Span {x1,x2}. To je vlastni uzavieny podprostor v L. Tedy lze najit
x3 € L\ Span {x1,x2} takovy, ze ||zs|| = 1 a |zg — z1| > %,ng — x| > %
Takto postupujeme déle a zkonstruujeme %—diskretni posloupnost v jednotkové kouli
{z | ||z|| < 1}. Pak tedy jednotkové koule nemuze byt kompaktni a ditkaz je proveden.

QED.

1.3. Ascoli

V tomto odstavci dokdzeme jeden z velmi dilezitych vysledkt (aplikované) funkcio-
nalni analyzy. Nejprve odvodime pomocné tvrzeni.

Tvrzeni: Metricky prostor (M, d) je totalné omezeny < z kazdého pokryti prostoru
M vsSemi otevienymi e-koulemi lze vybrat pokryti konecné.

Dukaz: Necht o(m,e) = {x € M | d(z,m) < €} a necht P = {o(m,e) | m €
M}. Pokud z P nelze vybrat koneénou mnozinu, kterd pokryva M, pak snadno
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zkonstruujeme e-diskrétni posloupnost v M. To ale neni mozné, nebot (M,d) je
totalné omezeny. Naopak, necht je ddna posloupnost p,, € M. Pokud z ni nelze vybrat
posloupnost Cauchyovskou, da se z ni vybrat posloupnost e-diskrétni (posloupnostni
princip). Pak ale z pokryti §-koulemi nelze vybrat pokryti konecné a diikaz je hotov.

QED.

Véta (Ascoli): Necht X je kompaktni prostor a necht C(X) je prostor spojitych
funkci na X s metrikou stejnomérné konvergence (d(f,g) = max.ex |f(x) — g(x)|.
Necht P C C(X) je bodové omezena a “stejné” spojita soustava funkei, tj. necht

(i) sup{|f(z)|; f € P} < 400 pro kazdé = € X,

(ii) jestlize € > 0, pak kazdé z € X ma takové okoli V,, ze plati |f(y) — f(x)| < e
pro v8echny funkce f € P a vSechna y € V.

Pak P je totalné omezeny metricky prostor (P chapano jako metricky podprostor

(X))

Poznamka: Nékdy se fika, ze P je totalné omezend v C'(X). Jelikoz C(X) je Gplny
metricky prostor, uzavér P v C(X) je prostor kompaktni a tudiz kazda posloupnost
v P obsahuje konvergentni podposloupnost (s limitou v C'(X)). Takto byva nékdy
Ascoliho véta formulovana. — Podminky (i), (ii) jsou ovSem nejen postacujici, ale i
nutné; Ascoliho véta tedy charakterizuje totalni omezenost v C'(X).

Dukaz: Predpokladejme, Ze je dano e, € > 0. Jelikoz X je kompaktni prostor a okoli
Ve (x € X) predstavuji oteviené pokryti prostoru X, lze z tohoto pokryti vybrat
pokryti konecné. Tudiz existuje koneéné mnoho okoli V,,V,,,...,V,, takovych, ze
X = Va,. Piitom |f(x)— f(z;)| < e prokazdé f € Pakazdé x € V,, (1 <1i <n).
Z podminky (i) aplikované na body x; (1 < i < n) plyne, Ze P je stejnomeérné
omezena: sup{|f(z)lx € X, f € P} = M < +o0. Polozme K ={A € C | |]\| < M} a
uvazujme soucin K" jako metricky podprostor R"™. Uvazujme zobrazeni p: P — K"
dané piedpisem p(f) = (f(21), F(@2), -, f(@n)):

Jelikoz K™ je totalné omezena, lze ji pokryt koneéné mnoha mnozinami s diamet-
rem mensim nez e. Tedy existuje koneéné mnoho funkci f1, fa, ..., fm tak, ze p(f) je
blizko “fadu €” néjakého p(fy).

Nyni se uz dikaz snadno ukonéi. Necht f € P. Pak existuje k (1 < k < m) takové,
ze | f(zi) — fr(x;)|] < € pro vSechna x; (1 < i < n). Jelikoz kazdé x € X lezi v néjakém
Vz,;, pro toto i (1 < i < n) mame |f(z) — f(x;)| < € a také |fr(x) — fr(zi)| < e.
Jednoduchou aplikaci trojihelnikové nerovnosti pak dostavame |f(x) — fi(x)| < 3¢
pro kazdé = € X. Jelikoz € bylo libovolné, P je totadlné omezena a dikaz je hotov.
QED.
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Uvedme jednu velmi dilezitou aplikaci Ascoliho—Arzelovy véty. Pripomenme, Ze
zobrazeni f: M — K mezi dvéma metrickymi prostory se nazyva totdiné omezené,
jestlize pro kazdou (metricky) omezenou mnozinu L C M je f(L) totalné omezend. Je
ziejmé, ze kazdé linedrni zobrazeni f: R™ — R™ je totalné omezené (pro R™,m € N,
ovSem omezené a totalné omezené mnoziny splyvaji), ale hlavni aplikace nalézame pro
napt. identické zobrazeni z nekone¢nédimenzionalniho prostoru do sebe neni nikdy
totalné omezené (nebot jednotkovéa koule tam nikdy neni totdlné omezend, jak jsme
jiz. ukazali).

Véta: Necht C(0,1) je (Banachiiv) prostor spojitych funkci na (0,1) opatfeny sup
normou. Necht F': C(0,1) — C(0,1) je zobrazeni definované takto:

1
F(f)(s) = y(s) = /0 K (s, 1) f(t)dt,

kde K (s,t) je funkce spojita v (0,1)2. Pak F je totadlné omezené zobrazen.

Dukaz: Necht L C C(0,1) je omezena mnozina v C(0, 1), tj. nechf existuje konstanta
R > 0 takova, ze pro kazdé f € L plati || f|] < R. Podle Ascoliho véty mame ovérit,
ze mnozina F(L) je stejné omezend a stejné spojitad. Funkce z mnoziny F(L) jsou
stejné omezené:

1 1
ly(s)ll = [1E(HI = I/0 K (s, ) f(t)di] S/O [K (s, )] |x(t)]dt < R- max [K(s,1)].

(s,t)€(0,1)2
Funkce z mnoziny F(L) jsou stejné spojité: Necht ¢ > 0. Z kompaktnosti (0,1)? a
spojitosti K (s, t) plyne, ze existuje 6 > 0 tak, ze pro vSechna s',s” € (0,1), |s'—s"| <
d a pro vsechna ¢t € (0,1) plati |K(s',t) — K(s",t)] < % Z toho dostévame, ze
()~ H)] < S K 0) — K( 0L F0)]dt < S 7] < < a tedy funkee y € F(L)

jsou stejné spojité. Podle Ascoliho véty je F'(L) totalné omezend mnozina v C(0,1).
QED.

1.4. Pojem souvislosti (kfivkové souvislosti) v metrickych
prostorech

Pojem souvislosti byl studovan od zacatku teorie metrickych prostori. Objevila se

otazka, jak rigorézné vyjadrit okolnost, ze prostor “nema diry”. V aplikacich se jako

nejdulezitéjsi ukazal nasledujici pojem souvislosti a v nékterych situacich i pojem
“kiivkové souvislosti”, ktery zavedeme pozdéji.
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Definice (souvislost): Necht (X,d) je metricky prostor. Nazveme jej nesouvisly
(disconnected), pokud lze najit dvé disjunktni oteviené a neprazdné podmnoziny U,
V mnoziny X takové, ze X = UUV. Prostor X nazveme souvisly (connected), jestlize
neni nesouvisly.

Vsimnéme si, ze mnoziny U a V ve vyse uvedené definici museji byt také uzaviené
v X (U=X\V,kdeV jeoteviend v X). Je-li Y podprostor X, a zkouméame-li jeho
souvislost, pak samozfejmé Y chapeme jako prostor s metrikou zdédénou z X.

Piiklad: Necht P = (0,2)U(2,4) je metricky prostor s obvyklou metrikou na R
(tedy P je chépan jako podprostor R). Pak P je nesouvisly. Skute¢né, (0,2) i (2,4)
jsou mnoziny oteviené v P.

Priklad: Necht X je mnozina a d je diskrétni metrika na X (tj. d(z,y) =1 = #£ vy,
d(xz,y) = 0 jinak). Pak jediné souvislé podoprostory X jsou jednobodové mnoziny
(staci uvazit, ze jednobodové mnoziny jsou oteviené v X). Takové prostory se na-
zyvaji totdlné nesouvislé a kupodivu maji znacnou dilezitost v analyze i jinde (pro-
minentni pfiklad totalné nesouvislého prostoru je znamé Cantorovo discontinuum,
zavedené zde v souvislosti s teorii fraktala).

Priklad: Necht @) znaci protor vSech racionalnich ¢isel (opét samoziejmé chapéan s
metrikou vzatou z R). Pak @ je nesouvisly. Skuteéné, mtizeme psat Q = ((—oo, \/i) N Q) U
((\/5, +oo) N Q). D4 se ukazat, ze @) je dokonce totalné nesouvisla.

Nasledujici véta, kterd mize znit témeér samoziejmeé, je parafrazi “véty o supremu”
(kazd4 shora omezend mnozina v R mé supremum) a predstavuje zakladni stavebni
kédmen matematické analyzy v realném oboru.

Véta: Uzavieny interval (0, 1) je souvisly.

Dukaz: Predpokladejme opak. Pak (0,1) = U UV v duchu definice nesouvislosti.
Necht u € U a v € V a pfitom u < v (to 1ze predpokladdat bez ijmy na obecnosti,
jinak bychom pfejmenovali U a V). Jezto U,V jsou oteviené v (0, 1), musi byt tvaru
sjednoceni intervali, které jsou oteviené ¢i které jsou tvaru (0,a) ¢ (b, 1) — to plyne z
toho, ze kazda oteviend mnozina v (0, 1) musi byt prunikem néjaké oteviené mnoziny
v R s (0,1). Definujme nyni mnozinu S, S C (0, 1) néasledujicim pfedpisem:

S={z|lu<za(ux)CcU}

Necht m je supremum mnoziny S. Pak u < m <1 a bud m € U nebo m € V. Nyni
oba tyto pfipady dovedeme ke sporu. Necht m € U. Pak existuje €, € > 0 takové, ze
plati (m —e,m + €) C U. Vezméme € tak malé, ze u < m — € (to je mozné, nebot
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u < m). Jelikoz (u,m —€) C U, nebot m = sup S, vidime, ze (m,m + ¢) C U. Tudiz
dostavame, ze m + € € S. To je ve sporu s tim, ze m = sup S. Predpokladejme tedy
naopak, ze m € V. Jelikoz V je oteviend mnozina v (0, 1), dostavame pro vhodné 4,
d > 0 inkluzi (m —§,m+0) C V. Tedy m — e ¢ U a tudiz m ¢ U. Ale to je ve sporu
s tim, Ze m = sup S. QED.

Ted ukézeme, Ze dalsi zndmé prostory jsou také (ve smyslu nasi definice) souvislé.
P1i konvenci, ze pokud je X nesouvisly v disledku existence otevienych mnozin U, V
takovych, ze X = U UV, budeme fikat, ze U, V rozklddaji X.

Tvrzeni: Nechf X je nesouvisly a U, V rozkladdaji X. Necht A je souvisly podprostor
X.Pak bud AC U nebo ACV.

Duikaz je zfejmy (kdyby ne, psali bychom A = (ANU)U (ANV)).
Néasledujici jednoduché tvrzeni lze aplikovat pfi mnoha dikazech souvislosti pro-
storu.

Tvrzeni: Necht X je sjednocenim souvislych prostort a necht vSechny tyto prostory
maji spoleény bod. Pak X je také souvisly.

Dukaz: Necht X = UycrAx. Necht 2 € NycrAy. Predpokladejme, ze X neni souvisly.
Necht tedy X = U UV, kde U, V rozkladdaji X. Podle pfedchoziho tvrzeni pak pro
kazdé A € I mame bud Ay € U nebo Ay € V. Jestlize tedy plati Ay, C U pro
néjaké \g, A\g € I, pak z € U, a tudiz Ay C U pro kazdé A € I. Takze X = Uy Ax
musi byt podmnozinou U. To je ale nemozné, nebot U, V rozkladd X . Podobny spor

dostavame, pokud Ay, C V pro néjaké A\g € I a dikaz je hotov. QED.
Dusledek:

1. Prostor R realnych éisel je souvisly (mizeme psat R = Upen(—n,n)).

2. Prostor R" je souvisly pro kazdé n € N. Skutecné, R" Ize chapat jako sjednoceni
vSech pfimek jdoucich pocatkem.

3. “Jezek” je souvisly prostor (1ze ho chapat jako sjednoceni usecek s jednim spo-
leénym bodem).

4. Jako cviceni lze nahlédnout nasledujici tvrzeni: Jediné souvislé podprostory v
R jsou celé R a vSechny intervaly v R.

Velmi dtlezitou vlastnosti souvislosti je to, Ze je zachovavana spojitymi zobraze-
nimi.
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Véta: Spojity obraz souvislého prostoru je souvisly prostor.

Dukaz: Necht f: X — Y je spojité zobrazeni metrického prostoru X na metricky
prostor Y. Predpokladejme, Ze X je souvisly a Y neni. Necht U, V rozkladaji Y.
Pak X = f~}(Y) = f~Y(UUV) = fY(U)U f~1(V). Zde uzivame obvyklé znaceni:
YY) = {y| f(y) € Y}. Pritom f~1(U) i f~1(V) jsou oteviené v X (dokazte!) a
rozkladaji X. Tedy X neni souvisly a to je spor. QED.

Priklad: Sféra S, koule v R™ je souvisla. Skuteéné, pfi zobrazeni s(¥) = T sz =

z
m je Sy, spojitym obrazem (souvislého) prostoru R™ \ {5}.

Nasledujici vysledek je zadkladnim instrumentem pii budovani teorie redlnych funkci.

Véta (véta o stiedni hodnoté, “Darboux property”): Necht f: X — R je spojité
funkce ze souvislého metrického prostoru X. Necht f(a) > 0 a f(b) < 0 jsou né&jaké
prvky a,b € X. Pak existuje ¢ € X takové, ze f(c) = 0. Dusledek: Kazd4d redlna
spojité funkce nabyva pii f(a) < f(b) vSech hodnot mezi f(a) a f(b).

Dukaz: Obraz f(X) je spojity podprostor R a tudiz musi byt interval. Ten ale
obsahuje f(a) i f(b) a tedy musi obsahovat i 0. Tedy f(c) = 0 pro néjaké ¢ € X.
QED.

Nasledujici definice uvadi pojem nejvétsiho souvislého podprostoru v néjakém pro-
storu.

Definice: Necht X je metricky prostor. Jeho maximélni souvisly podprostor se na-
zyva komponenta X. Jinymi slovy, Y je komponenta X, pokud je Y souvisly pod-
prostor a jestlize Z je souvisly podprostor X takovy, ze Y C Z, pak Z =Y.

Tvrzeni: Kazdy bod x € X lezi v presné jedné komponenté. Dale, je-li f: X — Y
spojité zobrazeni, pak kazda komponenta X se zobrazuje do komponenty Y.

Dikaz je zfejmy.
Priklad: Vyjmeme-li z roviny x-ovou osu, vznikly prostor ma dvé komponenty, horni
a dolni polorovinu. Vyjmeme-li z roviny jednotkovou kruznici, vznikly prostor ma

dvé komponenty, vnitfek kruhu (omezend komponenta) a vnéjsek kruhu (neomezena
komponenta).
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Nasi snahou bude ted ukézat, ze komponenty jsou uzaviené. Néasledujici tvrzeni je
zFejmé.

Tvrzeni: Vyroky 1), 2), 3) jsou ekvivalentni
1. X je souvisly.
2. X neni disjunktnim sjednocenim dvou neprazdnych uzavienych mnozin.

3. Jediné podprostory X, které jsou jak uzaviené tak i oteviené (“clopen”), jsou
X al.

Tvrzeni: Podprostory U, V' rozkladaji X pravé kdyz UUV =0 = UUV (U znadi uza-

ver U v X, tj. U ={zx € X|d(z,U) =0} = {x € X |pro kazdé ¢ > 0 plati, ze {y €
X [d(z,y) < e} UU £ 0}).

Opét jednoduché cviceni.

Tvrzeni: Necht A je souvisly podprostor v X. Necht pro Y plati A C Y C A. Pak
Y je souvisly. Dusledek: Je-li A souvisly, je i A souvisly.

Dtikaz: Predpoklddejme, Ze A je souvisly a uvazujme inkluzi A C Y C A. Pfedpo-
kladejme, Ze Y je nesouvisly a pokusme se odvodit spor. Predpokladejme, ze S, T
rozkladd Y, tj. Y = S UT pro dva disjunktni oteviené a neprazdné podprostory
S,T. Jelikoz A je souvisla, plati bud A C S nebo A C T. Pokud A C T, pak
TCY CACS atojevesporus tim, ze T NS = (. P¥ipad A C T se uvazuje
podobné. Tim jsme ukézali, ze Y je souvisly prostor. QED.

Véta (o uzavienosti komponent): Nechf X je metricky prostor. Pak kazda jeho
komponenta je uzavieny podprostor v X.

Drtikaz: Necht A je komponenta v X. Pak A je také souvisly prostor, ale jelikoz A
je maximalni, plati A = A. To znamend, Zze A je uzavieny podprostor prostoru X.
QED.

Dalsim dilezitym pojmeme pfi studiu “intuitivni souvislosti” je pojem krivkové
souvislosti (path-connectedness). Tento pojem je dilezity v aplikacich. Jelikoz (jak
se ukazuje) je trochu silnéjsi nez pojem souvislosti a nékdy se dobfe ovéfuje, muze
nékdy pomoci i pii dikazu souvislosti daného prostoru.

Definice (kiivkova souvislost): Nechf X je metricky prostor a necht a,b € X.
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Kfivkou v X spojujici body a, b nazveme obraz spojité funkce f: (0,1) — X takové,
ze f(0) =a a f(1) = b. Prostor X se nazyva krivkové souvisly, jestlize pro kazdé dva
body a,b € X lze najit kiivku v X, ktera je spojujue.

Uvédomime si opét, ze pokud A je podprostor X, pak obratem “A je kiivkové
souvisly” minime to, ze A je kiivkové souvisly pfi chapani A jako nového prostoru
(podprostoru X).

Véta: Kazdy kiivkové souvisly prostor je souvisly.

Dukaz: Predpokladejme, ze X je kiivkové souvisly. Ve snaze o ziskani sporu predpo-
kladejme, ze U, V rozkladaji X. Vezméme bod a € U a bod b € V a spojme je kiivkou
f:40,1) = X, f(0) =1a f(1) =b. Pak mnoziny S =UN(0,1), T =V N(0,1) roz
kladaji f((0,1)), ale f((0,1)) je souvisld mnozina. Tim mame spor a dikaz je hotov.

QED.

Nasledujici klasicka konstrukce posilila intuici generaci matematikii a nalezla uplat-
néni i v jinych oborech, napf. v geometrii ¢i pocitacové grafice.

Tvrzeni: Existuje podprostor v R? , ktery je souvisly, ale neni kiivkové souvisly.
Dukaz (Konstrukce): Uvazujme funkci f: R — R definovanou takto:

f(x) =0 proz <0,

f(z) =sin(L) pro z > 0.

Necht X je graf této funkee, tj. X = {(z, f(x)) |« € R}. Budeme dokazovat, ze X je
souvisly, ale neni krivkové souvisly.

X je souvisly. Polozme X; = {(z, f(z)) |z < 0} a Xo = {(z, f(x)) |z > 0}. Je
ziejmé, ze X = X1 U Xy a také je zfejmé, ze X; i Xa jsou souvislé. Neni hned vidét,
7e také X7 U X, je také souvisly, nebot (0,0) ¢ Xo. Ale (0,0) € X5 (X5 je jako obvykle
uzavér Xo v X)! Skutecné je vidét, ze kazdé okoli bodu (0,0) pronikd Xy (staci overit
pro okoli typu B(0,¢) = {(z1,x2) | /2% + 25 < €}). Tedy X2 U {(0,0)} C X a tudiz
X2 U{(0,0)} je souvisly prostor. Pak mizeme psat X = X; U (X2 U {(0,0)}), coz je
sjednocenim dvou souvislych prostori se spoleénym bodem. Odtud plyne, ze X je
souvisly.

X neni kiivkové souvisly. Dokazme to sporem. Necht X je kiivkové souvisly. Necht
f:(0,1) — X je kiivka spojujici bod (0,0) s bodem (1,sin(1)). Pak f((0,1)) je

kompakt (jakoZto obraz kompaktu). Vezméme posloupnost z,, = (Qnﬁ a uvazujme
posloupnost (mn,sin(i)). Pak (mn,sin(i» C f({(0,1)) a pfitom z,, — O,Sin(ﬁ) =

22
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1. Tudiz lim,, (:cn, sin i) = (0,1). Ale tento bod nelezi v X, a tedy ani nelezi v
f({0,1)). To je spor s kompaktnosti f((0,1)). QED.

1.5. Véta o pevném bodé pro kontrahujici zobrazeni v
uplném metrickém prostoru

Nyni zformulujeme a dokézeme slavnou Banachovu vétu o pevném bodé. Znak 3! je
matematickd konvence pouzivana namisto “existuje presné jeden”.

Véta (Banachova véta o pevném bodé): Necht (X, d) je uplny metricky prostor a
necht f: (X,d) — (X,d) je kontrahujici zobrazend (tj. necht 3IK,0 < K < 1 tak, ze
d(f(x), f(y) < K -d(x,y)). Pak f ma pfesné jeden pevny bod, tj.

Nz e X tak, ze f(z) ==

Dukaz (naznak, detaily si doplni ¢tenaf snadno sdm): Vezméme libovolng bod zg €
X a utvorme posloupnost z1 = f(xg),r2 = f(z1) = f?(x0), ..., etc. Pak posloupnost
{z,,} je cauchyovskd v M nebot

ATy, xp) < K" - d(z1,z,) pro n > m.

Jelikoz M je tplny, plati x,, — x. Pak ale nutné f(x) = z. Jednoznac¢nost tohoto
pevného bodu je zfejma (nicméné dokazte presné!). QED.

Vyse uvedend véta je stejné jednoduché jako genidlni. Dikaz mé navic konstruk-
tivni charakter a vlastné také udava presnost aproximace pevného bodu. D4 se totiz
snadno ukazat (provedte!), Ze pfi zac¢atku procedury v bodé z¢ plati nasledujici vztahy
urcujici dosazenou pfesnost v n-tém kroku aproximace:

d(l‘n,fE) < % d(l'n_l,xn),

d(xp,x) < % d(xg,x1).

Moznosti aplikace véty o pevném bodé se ukazaly byt znacné. Nékteré jsou jiz
tak “folkloristické”, Ze si je ani neuvédomujeme (napfiklad pfiblizné metody feSeni
soustav linedrnich rovnic jako Jacobiho metoda ¢i Gaussova—Seidelova metoda maji
teoreticky zaklad ve vété o pevném bodé). Nazna¢me dvé dalsi typické aplikace, tieti
(konstrukei fraktélu) vénujeme specidlni sekci.

P¥iklad: Resme piiblizné rovnici 2% + 2z — 1 = 0. Reseni: Pisme g(z) = v — A f(x),
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kde A € R, 0 < A <1 (vhodné ¢islo A bude urceno pozdéji). Je jasné, ze f(x) =0
pravé kdyz g(x) = z. Jelikoz f(0) = —1 a f(1) = 2, je vidét, ze f(x) méa v (0,1)
kotfen. Volbou vhodného A € R pfipravime situaci pro aplikaci Banachovy véty o
pevném bodé. Uplatnime vétu o stfedni hodnoté z diferencidlniho poctu:

9(x) — g(y)
T —y

Odtud dostaneme |[g(z) — g(y)| = |¢'(¢)| - |z — y|. Jelikoz ¢'(z) = 1 — A\f'(z) =
1 — A\(322% +2) a jelikoz 2 < f/(x) < 5 na (0,1), dostavame 1 — 5\ < ¢/(z) <1 — 2.
Mizeme volit napiiklad A = 1 a pak méme |g(z) — g(y)| < 2|z — y|. Je zFejmé, Ze
g: (0,1) — (0,1) je kontrahujici a tudiz mtzeme pouzit konvergenéni proceduru véty
o pevném bodé. Jestlize napiiklad polozime xy = 0, dostavame

= ¢'(c) v n&jakém bodsé c € (0,1).

1 =0,2, 9 =0,318, x3 = 0,385, x4 = 0,419, 25 = 0,437, atd.

Jak dobrou aproximaci jsme jiz ziskali? Pouzijme porovnani uvedené v predchozim

odstavci:
(3 -(5)-0,2 =0,039

(2)-(5)-0,018 =0,027.

To druhé kritérium je zde lepsi a vidime tedy, ze mame TfeSeni s presnosti 0,027.
(Skute¢né feseni je 0,453.)

Priklad (Picardova véta o existenci lokalniho feSeni oby¢ejné diferencidlni rovnice):

Uvazujme diferencialni rovnici g—g = f(x,y) s poéateéni podminkou y(x¢) = yo.
Hledejme feseni v obdélnicku D: |z — z¢| < a, |y — yo| < b (kladné ¢isla a a b jsou
zatim nezndmad). Predpoklddejme, ze f(z,y) je spojité a Lipschitzovské zobrazeni v

druhé proménné, tj. predpokladejme, Ze

|f($,y1) - f(x7y2)| < M|y1 - 92| pfl (x>y1) € Da(xayQ) eD.

Tato podminka je vétsinou splnéna v tlohach “ze zivota”.

Uvazujme prostor C'({xg — a,z¢ + a)) vSech redlnych spojitych funkei na intervalu
(xo — a,z9 + a). Opatfeme C(< zg — a,xg + a >) tzv. metriku stejnomérné konver-
gence (nékdy téz nazgvanou CebySevovou metrikou) d: C'({xg — a, 79 + a)) — R
definovanou tak, zZe

d(g,h) = __ max |g(x) - h(z)|.

re<zo—a,ro+a>

D4 se relativné snadno ukazat, 7ze C(< zg — a,z9 + a >) je v této metrice Gplny
metricky prostor. (Poznamenejme zde, Ze jak asi ¢tendf nahlédl, je tato metrika
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1. Funkcionalné—analytické a topologické struktury

indukovand normou ||f| = max |f(z)]. Tedy C(xo — a,z9 + a) je vlastné
z€(xo—a,ro+a)

Banachiiv prostor, ale v nasi tloze je dulezita jenom uplnost prislusné metriky.)
PtepisSme nyni diferencidlni rovnici, s kterou jsme zacali, do integralniho tvaru.
Dostavame

x
va) =+ [ Feu)dr
Jsouce motivovani timto vztahem, uvaéujnie zobrazeni
T:C(<xog—a,z9g+a>)— C(<xyg—a,zg+a>)
takové, ze

T(y) = yo + /x F(t,y(t)) dt.

Pak najit feSeni nasi integralni rovnice znamené najit pevny bod zobrazeni T, tj. najit
y(x) tak, aby y(z) = T(y(z)). Potfebujeme, aby T bylo kontrahujici.To zajistime tak,
ze T zGzime na vhodny (aplny metricky) podprostor prostoru C(< xg —a,zg+a >).
Jelikoz D je kompaktni v R? a f(x,y) je spojita, f(x,y) je omezena na D. Existuje
tedy konstanta c takové, ze |f(z,y)| < ¢ pro kazdé (z,y) € D. Necht r je jakékoliv

&islo takové, ze plati 0 < r < min(+, a, %) Pak lze shora uvedenou diskusi uplatnit

Mo
i pro interval |z — z¢| < r < a. Uvazujme konstantni funkei yo(x) = yo (pro vSechna

x takova, Ze |z — xo| < 1) a polozme

B = {y(z) € C({xo — 1,20 + 7)) | d(y(2),yo(x)) < er}.

Pak zfejmé B je uzavieny (metricky) podprostor prostoru C({zg —r, zo +r)) a tudiz
S je také uplny. Navic plati, ze T zobrazuje C({xg —r,z¢o+ 7)) do C({xo — 1,z +7)).
To je ziejmé, nebot

T

T(y(x)) — yo(z)| < / [f(t,y(#)] dt < clx — zo| < er.

o

Jesté ovétime, Ze T' je kontrahujici. Plati nasledujici nerovnosti:

T(@) - Tae)] < [ 17en0) - 1t e

< [ M) - o) dt
o
< M|z — x| max  [y1(t) — y2(?)]
te{zo—r,z0+7)

< Mr-d(yi(z),y2(x)).

Ale Mr < 1 vzhledem k tomu, jak jsme definovali r. Dokéazali jsme, Ze nase diferen-
ciadlni rovnice mé lokdlné jednoznacné resSeni, spliiujici danou pocatecni podminku.
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1.6. Elementarni dikaz zakladni véty algebry

Jako jeden z dusledkt provedenych topologickych tivah dokazme jedno hlubsi alge-
braické tvrzeni. Pro svou dilezitost je tento vysledek v klasické literature uvadén
jako tzv. zdkladni véta algebry. Poznamenejme, ze prvni dikaz podal K. F. Gauss
(1777 - 1855) v roce 1799.

Lemma: Bud p € C[z| polynom stupné aspon jedna. Pak

lim |p(2)| = +o0

|2| =00
(tj. formalné VK > 03r > 0Vz € C: |z| > r = |p(2)| > K).
Dukaz: Necht p(2) = ap2" + -+ a1z + ag,n > 1,a, # 0. Pak

anz" =p(z) — (an,lz”_l + - 4 a1z + ap),

tj.
lan2"| = |p(z) — (%—127%1 + -4 a1z +ap)|
< [p(2)] + lan12" Y + -+ + larz] + Jao)]-
Tedy
P > lanz"] = lan12" — - — Jarz] — Jaol
1 1 1
— [|an|—|an_1|-m—---—aﬂ-W—w-W
Nyni pro |2| — +oo je 2% — oo,
lan] — Janor] - jaol - | = Ja]
ap| — lapn-1| - — — -+ —lao| - —=| — |an|-
Odtud jiz tvrzeni plyne. QED.

Véta: Bud p(x) € Clz]| polynom stupné aspon jedna. Pak funkce z — |p(z)| mé na
mnoziné C absolutni minimum.

Dukaz: Necht p(z) = a,2" + -+ + a1z + ap, n > 1l,a, # 0. Vezméme hodnotu
K = |p(0)| = |ap|. Pak dle Lemma 1 existuje r > 0 tak, ze pro z € C, |z| > r plati
Ip(2)] > |p(0)]. Oznacme S, = {z € C;|z| < r}. Pak S, je kompaktni mnozina, a
tudéz funkce z — |p(z)| (ktera je spojita na C, a tudiz i na S,) na ni nabyva svého
minima. Nechf je to v bodé zy. Pak v bodé zy mé funkce |p| absolutni minimum:
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(i) je-li z € S,, pak samoziejmé |p(29)| < [p(2)|,
(i) je-li z € C\S,, pak |z| > r, a tudiz |p(z)| > |p(0)| > |p(20)]|, nebot 0 € S,.

QED.

Véta: Bud p(z) € C[z] polynom stupné aspoii jedna a necht v bodé zy € C plati
p(20) # 0. Pak funkce z — |p(z)| nema v bodé zy lokalni minimum.
Podrobnéji: Existuje £ € C (smér klesani) tak, ze pro kazdé dostatecné malé t > 0
plati:
[p(z0 + &) < [p(20)]

(to jest I € C, € > OVt € (0,¢): |p(z0 + t&)| < |p(20)] )-

Duikaz: Oznacme by = p(z9) # 0. Polynom p(z) — by mé kofen zy. Ozna¢me m > 1
jeho néasobnost. Existuje tedy polynom ¢(z) € C[z], tak, ze p(z) —bo = (2 —20)"q(2),
kde deg(q) > 0, q(z9) # 0. Ozna¢me by = q(zp). Zvolme { € C, t € R, a pocitejme
hodnotu p(zy + t£):

plzo +t§) = bo+ (t&)"q(z0 +t&) = bo + ™™ [q(20 + t&) — by + by]
= bo + tmfmbl + tmfm[q(ZO + tf) - bl].

Ozna¢me r(t) = q(zo + t§) — by. Pak r(t) je polynom bez absolutniho ¢élenu. Existuje
tedy K > 0 tak, ze
Vt €< 0,1>:|r(t)] < Kt.

(Dtikaz: Necht r(t) = bst® + - + byt = t(bst* L +---+by). Pak pro t €< 0,1 > plati
[r(t)] = |t|[bst*~L+. .. |b1| < [t|(|bs|+ - -+]|b1]). Nyni staci polozit K = |bg|+- -+ |b1].)
Pro libovolné ¢ € R nyni plati:

b 1
p(zo + t&) = bg + ™Mby + "M r(t) = bo[1 + tmfmi + tmﬁmar(tﬂ,

4. [p(z0 + 1) = [bol 1+ Em€m L+ mem L(i)].

O posledni absolutni hodnoté chceme dokézat, Ze pro dostateéné mala t > 0 je < 1.
Kdybychom pouzili vzorec |a + b+ ¢| < |a| + |b| + |c|, tak to nedokdZeme. Musime
tedy aspon dva c¢leny ”"nechat pohromadé” a zbyvajici ¢len “separovat”. Protoze jiz
mame odhad pro |r(t)|, budeme “separovat” ¢len tmﬁm%r(t). Pro t € (0,1) plati:

b 1
(20 + )| < |bol[|1 + tmamﬁ Ol

< [boll[L+ £ 4 7 K],
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Jestlize nyni soucin §mg—é bude realné ¢islo, pak pro ¢ dostateéné malé bude
b b
114 ¢mem L =14 ¢mem L,
bo bo

Pak bude b 1
[p(20 + t€)] < [bol[|1 + t™E™ 2| + ¢+ g™ | — K]
bo |bol

Chceme nyni, aby pro kazdé dostatecné malé ¢t > 0 bylo

b 1
14 tmem Lt em| K < 1,
bo |bo|

tj. aby
e yem L g o
bo |bol '

To nastane tehdy, bude-li 5’”2—(1) < 0; napriklad kdyz 5’"2—(1) = —1, tj. kdyz & = —2—(1’.
QED.

Dusledek (zdkladni véta algebry): Bud p(z) € C[z]| polynom stupné asponl jedna.
Pek p ma v télese C aspon jeden koren.

Dukaz: Podle Véty 1 nabyva funkce |p| absolutniho minima v néjakém bodé zy € C.
V tomto bodé zy pak dle Véty 2 musi byt p(zp) = 0. QED.

Dusledek (dusledku): Kazdy polynom stupné n ma (véetné nasobnosti) pfesné n
kotenti.

Dikaz: Jednoduchy indukéni argument uzivajici predchozi disledek. QED.

1.7. Véta Stoneova—Weierstrassova (o polynomialni
“aproximaci” spojitych funkci)

V tomto odstavci vyslovime a dokdzeme jednu z velmi dilezitych vét o spojitych
funkcich na kompaktnim topologickém prostoru. Véta mé bohaté aplikace, zejména
pak jeji “polynomialni” verze pro kompakty v R™. Tvrdi se toto: Ma-li mnozina F
spojitych funkci na kompaktu K “vhodnou” algebraickou strukturu, pak musi byt F
(topologicky) husta v mnoziné C(K') vsech spojitych funkci. Jinymi slovy véta Fika,
ze kazda funkce z C'(K) je “libovolné pfesné” aproximovatelnéd funkci z F .

Nejprve provedeme nékolik predbéznych tvah o tom, jak nalézat (s vyuzitim
uplnosti) “odmocniny” prvku v linedrnich algebréch.
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Jak odmociiujeme prvky v Banachovych algebrach?

Nasledujici serie pozorovani trochu presahuje to, co bude ve skutecnosti aplikovano
v nasledujicim dikazu Stoneovy—Weierstrassovy véty, ma vSak svou cenu pro plné
pochopeni pojmu tplnosti v metrickych prostorech. Predpokladejme, ze A je normo-
vand algebra, tj. A je linedrni prostor, na kterém je dale definovdna operace nasobeni
x-y pro jakoukoliv dvojici vektori z A a tato operace nasobeni je asociativni a takova,
ze ||z - y|| < ||z] - ||ly|| pro kazdé x, y z A; navic v A existuje jednotka vzhledem k
nasobeni. Pokud A tvori Gplny metricky prostor v metrice (x,y) = ||z —y||, nazyvame
ji Banachova algebra. Typickym piikladem Banachovy algebry je algebra C'(K') vSech
spojitych funkci na kompaktnim prostoru (operace - je obycejné nasobeni funkci a
norma je definovana tak, ze ||f|| = max{|f(x)| | x € K}). Tato Banachova algebra
nas bude nejvic zajimat. Dalsim dulezitym prikladem z kategorie “nekomutativnich”
Banachovych algeber jsou algebry étvercovych matic daného fadu (operace - je tam
maticové nasobeni a za normu vezmeme normu indukovanou normou v, na R" — viz
uvodni kapitola tohoto textu).

Nejprve si uvédomme, ze s fadami “absolutné konvergentnimi v Banachovych alge-
brach” lze zachazet stejné, jako s redlnymi absolutné konvergentnimi fadami. Bud z,,
(n € N) posloupnost prvki v Banachové algebie A. Nazveme ji absolutné scitatelnou

oo
pokud fada ZHan konverguje. D4 se snadno ukazat (vyuzije se iplnost), Ze kazda

n=1
absolutné scitatelnd posloupnost prvkia z A je v A séitatelna, tj. posloupnost ¢astec-
k

oo
nych souctd s, = g x,, konverguje v A k néjakému prvku z (znacime Ty = T).

n=1 n=1
Dale plati tvrzeni:

Pokud jsou posloupnosti x,,y, (n € N) absolutné scitatelné, pak je i posloupnost

Zn - Ym (n,m € N) absolutné scitatelnd. Pfitom mutzeme posloupnost z,, - y,, s¢itat
o

oo o0
v jakémkoliv potadi. Navic plati, ze an . Zyn = Z T Ym-
n=0 n=0 p=1,n+m=p
Uvazujme nyni funkci /1 — ¢ na intervalu (0, 1). Necht a,, (n € N) jsou koeficienty
Taylorovy fady funkce /1 — t, kterou jsme rozvinuli v bodé 0. Pak ag = 1, vSechny
o (e.9]

koeficienty a,, pro n > 1 jsou zaporné a plati Zan = 0. Jelikoz v/1 —t = Zant" v

n=1 n=1

) 0 p
(0,1) ajelikoz (VI —1)2=1—t= <Zantn> (Zantn), vidime, Ze Zanap_n je
n=0 n=0

n=
bud 1 (pii p = 0), nebo -1 (pfi p = 1) a nebo 0 (pfi jakémkoliv p > 1). ’
Ptedchozi tivahy nyni pouZijeme pro Banachovu algebru A. Necht e je jednotka
v A. Pak tvrdime, %e v A existuje “odmocnina” pro kazdy prvek z, ktery spliiuje
nerovnost ||z — el < 1. Jinymi slovy, tvrdime, Ze k takovému x € A existuje y € A
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o0

tak, ze y2 = z. Skuteéné, polozime-li y = Zan(e — 1)" kde chapeme (e — z)° = e,
n=0

snadno ukazeme s vyuzitim poznatki predchoziho odstavce, Ze y2 = e. Jelikoz lze

oo
rovnéz psat y = Zan[(e — x)" — e, vidime, Ze y lze vidy vyjadfit jako limitu
n=1

polynomu (v z) bez absolutniho ¢lenu. (VSimnéme si, ze provedenymi tvahami rovnéz
dostaneme nésledujici vysledek casto pouzivany napiiklad pro maticové Banachovy
o

algebry: Pokud |ly|| < 1, pak fada Zy” konverguje k elementu, ktery je inverzni k
n=1
e—y.)

Po predchozich pomocnych tivahach prejdéme k vlastni vété Stoneové—Weierstrassove.
Tato véta tvrdi, Ze pro obecny (i nemetrizovatelny) kompaktni topologicky prostory
K je kazda oddélujici algebra funkei hustd v C'(K). Hlavni aplikace v technickych
védach se ovSem objevuji prevazné pro kompaktni prostory metrizovatelné, zvlasté
pak pro podprostory R".

Véta (Stoneova—Weierstrassova): Bud K kompaktni topologicky prostor a bud
C(K) Banachova algebra vsech spojitych redlnych funkeci na K s normou ||f| =
max{|f(z)|z € K}. Necht A je podalgebra C'(K) (tj. necht A je linedrni podprostor
C(K), ktery je uzavien na operaci nasobeni (tj. pokud z,y € A, pak z -y € A), a
necht jednotkova konstantni funkce z C'(K) patii do A.). Pokud A oddéluje body,
tj. pokud pro kazdé dva body p,q € K existuje f € A takova, ze f(p) # f(q), pak
A je husta v O(K), tj. A = C(K) (uzévér oviem bereme vzhledem k topologii dané
normou na C(K)).

Nez prejdeme k diukazu této véty, naformulujeme ten jeji dusledek, ktery se nej-

castéji aplikuje.

Véta (Weierstrassova o aproximaci spojitych funkei): Necht K je uzaviena a ome-
zené podmnozina v R™. Necht A je algebra vSech polynomii n-proménnych definova-

nych na A. Pak pro kazdou spojitou funkci f(x1,...,z,) na K a kazdé € > 0 existuje
polynom p(x1,x2,...,xz,) takovy, ze
max {|f(x1,22,...,2n) — D(z1,22,...,2,)|} < &.
(x17I25"'7x’ﬂ)€K

Dusledek: Kazda spojita funkce na kompaktu v R"™ je stejnomérnou limitou poly-
nom.
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Dokazme nyni Stoneovu—Weierstrassovu vétu. Dukaz provedeme v nékolika kro-
cich.
Dukaz (Stoneovy—Weierstrassovy véty):

1. Pokud f € A, pak |f| patii do uzdvéru algebry A v C(K) (tj. |f| € A). Skutecns,
jak se snadno ukaze, A je Banachova algebra a je-li f € A, pak f2eAa
tedy f2 € A. Nechf r € R je takové, Zze r > ||f?||. Necht e znaéi konstantni

2 o0 n

< 1,atedyg:Zan <e£> ma tu

jednotkovou funkci v A. Pak ||=— —e
r
n=0

2
vlastnost, ze g € A a pfitom g2 = “—. Navic ¢ > 0 na celém K a tedy g = 'i‘
r r
Odtud dostévame, 7e r - g = |f| a tudiz | f| € A.

2. Pokud f,g € A, pak funkce h = max(f,g) a k = min(f, g) také patii do A. To
je ziejmé, nebot h = 3(|f + gl +1f —gl) a k= 3(|f +gl—|f - g]).

3. Pokud A oddéluje body, pak pro kazdé ¢ > 0, kazdé f € C(K) a kazdy bod
p € K lze najit takovou funkci g € A s vlastnostmi g(p) = f(p) a g(s) < f(s)+e
pro kazdé s C K. Skutecné, pro kazdé dva body p,q € K muzeme najit funkci
fq € A takovou, ze f(p) = fqo(p) a fo(q) < f(q) + €. Vezméme oteviené pokryti

n
P =P, kde Py = {u € K | fo(u) < f(u) +e}. Bud R = | JP,, konetna
j=1
oteviend podpokrytd pokryti P (takové existuje, nebot K je kompakt). Pak
staci poloZit g = miny o qu.

4. K ukonéeni dikazu sta¢i vzit maximum (koneéné mnoha) funkci, ziskanych
vyse (Ctenaf, ktery se dostal az sem, to jisté snadno udéla, opét se vyuzije
kompaktnost prostoru K)).

QED.

Pojednani o Stoneovée—Weierstrassové vété dopliime jesté dvéma poznadmkami.

Poznamka (Stoneova—Weierstrassové véta pro obecné topologické prostory): Bud
X topologicky prostor a bud C(X) mnozina vSech redlnych spojitych funkci na X.
Necht C'(X) je opatfeno tzv. “compact-open” topologii, tj. topologii stejnomérné kon-
vergence na kompaktnich podprostorech prostoru X. Pak kazda podalgebra algebry
C(X), kterad oddéluje body, je husta v C'(X).

Dtikaz této véty lze provést zpiisobem ukazanym vysSe — na kompaktnim podpro-
storu K, K C X je samoziejmé “compact-open” topologie shodna s vyse uvazovanou
topologii danou normou ||f|| = max{|f(x)|z € K}.
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Poznamka: Je dobré si byt védom toho, Ze p¥i analogické formulaci Stoneova—
Weierstrassova véta neplati pro komplexni funkce (viz W. Rudin: Principles ...).
Zde je protipriklad. Necht K je jednotkova kruznice v komplexni roviné. Necht A je

k
algebra vsech funkei f(y) tvaru f(e¥) = Z cne™ (p €< 0,27)). Pak A oddéluje

body a obsahuje identickou funkci, ale pfes_to lze najit spojitou funkci na K, ktera

neni stejnomérnou limitou funkei z A. (Plyne to z toho, ze pro kazdou funkci f € A
2m

plati f(e")e*?dp = 0. Totéz pak nutné plati i pro funkce z uzavéru algebry A,
0
ale ne pro vSechny spojité funkce na K — stac¢i vzit napfiklad funkci f(z) = Z.)

Nicméné lze snadno dokézat, ze Stoneova-Weierstrassova véta plati pro samoadjun-
gované algebry: Je-li A algebra komplexnéhodnotovych funkci na kompaktu K, ktera
oddéluje body a obsahuje identickou funkci a ktera je navic samoadjungovand (to
jest pokud f € A, pak také f € A), pak A je husta v O(K).

1.8. Fraktal jakozto pevny bod

Ukazeme si, ze na fraktal 1ze pohlizet jako na pevny bod jistého kontraktivniho zobra-
zeni na jistém uplném metrickém prostoru. Predstavme nejprve onen tplny metricky
prostor. Bude to jisty ”hyperprostor” (tj. prostor podmnozZin néjakého prostoru) a
opatfime ho tzv. Hausdorfovou metrikou. I kdyZz pfi studiu existence (a jednoznaé-
nosti) fraktalu se sousttedime jen na Hausdorfovu metriku v R™, je uziteéné zaujmout
nejprve trochu obecnéjsi pozici vzhledem k znacné dulezitosti Hausdorfovy metriky
i v jinych oblastech aplikované matematiky.

Definice (Hausdorfova metrika): Necht X je metricky prostor s metrikou d. Necht
H(X) je mnozina vSech neprazdnych kompaktnich podmnozin prostoru X. Necht
A,B € H(X). Polozme

d(A, B) = max(maxd(a, B), max d(b, A)),
€

acA

kde jako obvykle d(a, B) znaci Ig’liél d(a,b).
€

Priklad: Nechf X je metricky prostor redlnych ¢isel a necht d je Hausdorfova metrika
na H(X). Pak d([0,2],[1,5]) =3 a d([2,4],[1.6]) = 2.

Postupné ukazeme, ze funkce d definuje metriku na H(X) a zZe je-li X uplny met-
ricky prostor, pak H(X) tvoii s metrikou d také uplny metricky prostor.
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Nejprve provedme verifikaci toho, Ze d je metrika na H(X).

Tvrzeni: Jestlize a € X a B je kompaktni podprostor prostoru X, pak vzdalenost
d(a,B) bodu a € X od B definovand vztahem d(a,B) =

Ibniéld(a, b) existuje (tj. tato hodnota je korektné definovand). Navic plati, ze d(a, B) =
€

0 pravé kdyz a € B.

Duikaz: Z trojuhelnikové nerovnosti pro metriku d se snadno dokéaze, Ze funkce
v(z) = d(a,z) je funkce spojitd na X. Zuzeni této funkce na B je funkce spo-
jitd na (kompaktnim) prostoru B (b je metricky podprostor prostoru X). Tudiz
funkce v(z): B — R musi nabyvat svého minima v néjakém bodé€ by € B. Tudiz
mind(a,b) = d(a, bp).
beB

Predpokladejme, ze d(a, B) = 0. Pak d(a, B) = d(a,by) pro néjaké by € B a tudiz
by = a podle vlastnosti metriky. Tudiz a € B. Naopak, necht a € B. Pak plati

0 < d(a,B) = mind(a,b) < d(a,a) =0,
beB

a tedy d(a, B) = 0. QED.

Nejprve musime potvrdit, Ze Hausdorfova metrika je metrika.

Tvrzeni: Necht A, B jsou neprazdné kompaktni podmnoziny metrického prostoru X
(tj- A, B € H(X)). Pak plati:

(1) Definice d4(B) = majcd(a,B) je korektni; navic plati, ze d4(B) = d(ag, bg) pro
ac
néjaké ag € A a by € B.

(2) da(B) =0 A C B,

(3) d(A, B) = d(ag, bo) pro n&jaké ag € A a by € B.

Dukaz:

(1) Ukazeme-li, ze funkce v: A — R dand vztahem v(a) = d(a, B) je spojita na
A, existence hodnoty d4(B) jako maxima je ddna kompaktnosti mnoziny A
(Véta 77). Tedy da(B) = d(ag, B) pro né&jaké ag € A, ale d(ag, B) = d(ag, bo)
pro néjaké by € B. Zbyva tedy ukazat spojitost funkce v na A. Staci ovérit,
#e pro kazdé x,y € A plati |d(z, B) — d(y, B)| < d(z,y). Ale pro kazdé b €
B méame z trojuhelnikové nerovnosti vztah d(z,b) < d(z,y) + d(y,b) a tudiz
dostavame d(z,b) — d(y,b) < d(z,y). Podobné pii zaméné d(x,b) za d(y,b).
Odtud |d(z,b) — d(y,b)| < d(z,y). Jezto tato nerovnost plati pro kazdé b € B,
dostavame konecné |d(z, B) — d(y, B)| < d(z,y).
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(2) Necht da(B) = 0 a necht a € A. Pak d(a,B) < da(B) a tedy d(a,B) = 0.
To znamend, %e a € B a tedy A C B. Naopak, pokud A C B, plati zfejmé
da(B) =0.

(3) To plyne ihned z (1).

QED.

Véta: Hausdorfova metrika na H(X) je metrika.

Dukaz: Musime dokézat tfi vlastnosti z definice metriky. Necht A, B,C € H(X).
Pak

d(A,B) =0 (da(B) = 0 = dp(A))

=
< (AC Basoucasné BC A) < A=B.

Daéle je zfejmé, ze d(A,B) = d(B,A). Zbyva dokazat trojuhelnikovou nerovnost.
Necht a, b, ¢ jsou po fadé body z A, B, C. Pak plati d(c, A) < d(c,a) < d(c,b)+d(b,a),
a tedy pro vSechna b,c¢ z B, C plati

d(c,A) < d(e,b) +d(b,A) <d(c,b) +dp(A).
Odtud plyne, Ze pro vSechna ¢ € C' plati
d(e, A) < d(c, B) + d(A, B) < do(B) + d(A, B) < d(A, B) + d(B, C).

Odtud dostavame, ze do(A) < d(A,B) + d(B,C). Podobné odvodime nerovnost
ds(C) < d(A,B) + d(B,C). Ale d(A,C) = max(d(C),dc(A)) a tudiz d(A,C) <
d(A, B) + d(B, C). QED.

Od tohoto okamziku se vzhledem k moznosti aplikace soustfedime jen na Euklei-
dovsky prostor R™ (pfestoze vétsina ivah a vysledku, které nasleduji, plati nejen pro
R"™, ale i pro libovolny uplny metricky prostor). Jak vime, R™ tvoii (s obvykou Euk-
leidovskou metrikou) dping metricky prostor. Jednim z hlavnich vysledki, které ted
dokézeme, bude to, ze i H(X) s Hausdorfovou metrikou je uplny metricky prostor.

Nejprve ucinime jednu konvenci.

Konvence: Necht {A,,} je posloupnost v H(R"). Pak ozna¢ime {z, € A,} posloup-
nost {x,} v R" tak, ze x, € A,. Déale, pokud A € H(R") a ¢islo § € R je nezaporné,
oznacime symbolem A + § ¢i A; mnozinu definovanou takto:

A+6={zxeR"|d(z,A) <5}
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Pred dalsimi dvéma pomocnymi tvrzenimi si uvédomime, ze A C A + 0 pro kazdé
0 > 0 a ze vzhledem ke kompaktnosti A lze pouzit alternativni vyjadieni A + § =
{r € X |d(xz,a) <0 pro néjaké a € A}.

Tvrzeni: Pokud A, B € H(R") a pokud € > 0, pak
1. da(B)<e< ACB+e¢
2. d(A,B)<e= ACB+cataké BC A+e.

Dukaz: Necht d4(B) < € a necht a € A. Pak plati
d(a,B) < max (d(xz,B), da(B)) <e.
S

Odtud méme a € B+ ¢ a tedy A C B + e. Druha ¢ast tvrzeni plyne ihned z pravé
dokazané prvni vlastnosti. QED.

Pfed dalsim tvrzenim pfipomerime, Ze posloupnost p,, v metrickém prostoru (M, d)
se nazyva cauchyovska, jestlize Ve > 0 dng € N tak, ze VYn,m > ng plati d(pn,pm) <
€.

Tvrzeni: Necht {A,} je cauchyovskd posloupnost v prostoru H(R™). Necht 0 <
np < ng < ... je néjaky vybér prirozenych cisel. Pak kazda cauchyovska posloupnost
{xn, € Ay} bodi v R™ se d4 doplnit na cauchyovskou posloupnost {z,, € A,}.
Tato rozsifena posloupnost {x, € A, } konverguje v R" k témuz bodu, ke kterému
konverguje posloupnost {z,, € 4,,}.

Dukaz: Necht n € N je takové éislo, ze 1 < n < n;. Pak podle shora uvedeného tvr-
zeni lze psét d(x,,, An) = d(xyn,,x,) pro néjaké z,, € A,. Pro n = ny vychazi ovSem
Ty, = Tpn, — pokud d(xy,,y) = d(zpn,, Apn,) = 0, pak y = x,,. Podobné postupujeme
pro vSechna n € N takovd, ze ny < n < ng — klademe d(x,,, A,) = d(xn,, z,) atd.
Timto zptsobem obdrzime celou posloupnost {z, € A,} a zbyva ukazat, Ze tato
posloupnost je (stale) cauchyovska. Necht je dano € > 0. Jezto {x,,} je cauchyovska
v R" a {A,} je cauchyovskd v H(R"), lze najit ¢isla mg, ng takova, ze

d(A,, As) < % pro kazdé r > mg,s > m

a také

€ /
d(xn,, Tn,) < 3 pro kazdé r > ng, s > nyg.

Necht m,n > my. Pak pro néjaké j € N ak € N platin;_1 <m <nj,np_1 <n <
ng. Pokud m,n zvolime dost velké, zajistime, aby j > ng, k > ng. Pak dostaneme

d(Tn;, Tm) < d(Tn;, Am) < d(Ap;, Ap) <

Wl ™
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Jelikoz
d(Tpm,xn) < d(xm,xnj) + d(znj,xnk) + d(zp,,, Tn)
< ELELf .
- 3 3 37

vidime, Ze d(x,, x,) < e pro dostatecné velkd m,n € N. Tim je ukdzano, ze {x,} je
cauchyovska. Zbytek tvrzeni je zifejmy. QED.

Ted jiz dokazeme hlavni vétu.
Véta (tplnost Hausdorfovy metriky na hyperprostoru):

Metricky prostor H(R™) je uplny v Hausdorfové metrice. Navic plati, ze pokud
{A,} je cauchyovska posloupnost v H(R"), pak A, — A v H(R"), kde

A ={z € R" | z je limitou cauchyovské posloupnosti (z,, € A;,)}.

Dikaz: Pro prehlednost provedeme dikaz v nékolika krocich.

1. Dokazme, Ze mnozina A definovana ve Vété je neprdzdnd. Za tim tcelem staci
najit alespon jednu cauchyovskou posloupnost (z, € A,). Jelikoz R™ je Gplny
prostor, tato posloupnost bude mit limitu a tedy A # (. Pfedpokladame, Ze
{A,,} je cauchyovskd v H(R™). Z toho plyne, Ze pro néjaka m; € N plati, Ze
kdykoliv » > mq,s > my, pak d(A,, As) < % Postupujeme-li analogicky pro
%, i, atd., ziskdme posloupnost 0 < m; < mgy < ... pfirozenych d¢isel takovou,
ze d(Am, Apn) < 2—11 pro m,n > m;.

Necht z,,, je né&jaky bod z A,,. Jelikoz d(Apm,, Am,) < 3, lze najit bod

Ty € Am, takovy, Ze d(Tm,,Tm,) < 3. Postupujeme-li analogicky déle, zis-

kdme posloupnost {zm, € Ap,} takovou, ze d(m,, Tm,,,) < 2. Stadi ukdzat,

Ze tato posloupnost je cauchyovskd, podle Tvrzeni ji lze rozsitit na celou (cau-
o

chyovskou) posloupnost {z, € A, }. Necht je ddno € > 0. Jelikoz fada Z % je

konvergentni, da se snadno ukazat (cviceni ze zakladniho kurzu matér:nlatické
00

analyzy!), Ze pro dost velké n. € N plati Z % < €. 7 toho plyne, ze pri

k,7 > n. mame o

d(mmwxmj) < d(xmk’xmk+l) T+t d(xmj—pxmj) <
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Tudiz posloupnost {x,,, € A, } je cauchyovskd. Po jejim rozsifeni dostaneme
cauchyovskou posloupnost {z,, € A,}, kterd konverguje (nebof R" je uplny
prostor). Jestlize x,, — a, pak a € A a tudiz A # (.

. MnozZina A je uzaviend mnozZina v R". Je tfeba ukéazat, ze A obsahuje vSechny
limitni body posloupnosti bodi z A. Necht tedy {a,} je posloupnost takové,
Ze a, € A pro kazdé n € N a necht a,, — a. Vzhledem k definici mnoziny A je
kazdy bod a, limitou né&jaké cauchyovské (a tedy konvergentni) posloupnosti
{zn, € A;}. Nase situace je znazornitelnd nasledujicim schematem:

A Ay Az ... A
a1l Q12 a3 — al
G21 Q22 Q23 —  a
as1 as2 0ass — as

a

Jelikoz a,, — a, mizeme najit podposloupnost pfirozenych ¢isel ny < ny < ng <

. (n1 > 0) takovou, Ze d(a, an,) < +. Jelikoz a,, — a,, miZeme pro kazdé n; €
N najit m; € N takové, ze d(an,, Gn;m;) < % Uzitim trojuhelnikové nerovnosti
dostavame d(a, an;m;) < % Mohlo by se stat, Ze pii nekone¢né mnoha n; mame
totéz m;. Proto uéinime jesté nasledujici uvahu. Necht pro pevné (ale libovolné)
m; € N je n(i) nejmensi z téch indext n;, pro které plati d(a, an,m,;) < % Tento
index ovsem existuje a i pro n(i) plati d(a, a,(j)m,) < % Polozme by, = ap(iym,
(i € N). Pokud je mnozina {m; | i € N} konetna, pak d(bn,,a) < 2 pro
nekone¢né mnoho hodnot s € N a tedy d(ym,,a) = 0, tj. ym, = a. Pokud je
konec¢né, mame posloupnost b,,, € A,,, takovou, ze b,,, — a. Tuto posloupnost
muzeme rozsifit do (cauchyovské) posloupnosti {b, € A,} a pfitom ovSem
b, — a. Podle definice mnoziny A dostavame a € A.

. MnoZina A je omezend v R™. Ukazme nejprve, Ze pro kazdé £ > 0 miZeme
najit ng € N takové, ze A C A, + € pro kazdé n > ng. Jelikoz {A,} je
cauchyovské posloupnost v H(R™), existuje ng € N tak, ze d(A,, A,) < € pro
kazdé m,n > ng. Uvazujme n € N,n > ng a vezméme a € A. Ukazme, Ze
a € A, + ¢. Podle definice mnoziny A musi existovat cauchyovska posloupnost
{a, € A,} takovd, Ze a, — a. Pak mame pfi m > ng inkluzi 4,, C A, +¢.
Ale a,, € A,,. Vidime, Ze a,, € A, + €. Jelikoz A,, je kompaktni v R", je tudiz
omezend a uzaviend. Snadno se ukaZe, Ze mnozina A, + ¢ je také omezend
a uzaviend. Jelikoz a,, — a, dostavame a € A, + . Tim jsme ukézali, Ze
A C A, + ¢, coz implikuje, Ze A je omezena.

. Plati: A, — A v Hausdorfové metrice H(R™). Jiz jsme ukazali, ze A je ne-
prazdnd a kompaktni. Tudiz A € H(R™). Necht je ddno ¢ > 0. Vime, Ze
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d(A, A,) < e plati pravé tehdy, pokud A C A, + ¢ a soucasné A, C A+ ¢.
Prvni inkluzi jsme (pro dost velkd n € N) pravé ukazali. Musime ovéfit tu
druhou, tj. A, C A+ ¢ pro dost velkd n € N. Jezto {A,} je cauchyovskd v
H(R™), lze najit ng € N tak, ze pokud m,n > ng, pak d(4,,, A,) < 5. Odtud
dostavame A,, C Ap, + 5 (m,n > ng). Necht n € N je takové ¢islo, ze n > ng
a necht b € A,. Je tieba ukézat, ze b € A + . Jelikoz {A,} je cauchyovska,

lze najit ¢isla n; € N takova, ze n < ny < ny < ... a pro kazdé s € N plati
€

Nyni opét uplatnime standardni trik s konvergentni fadou. Jelikoz n, ny > ny,
mame A, C A, + % Ale b € A, a tedy existuje a,, € A,, s vlastnosti

€

d(b, an,) < 5. Ted vyuzijeme vztah A, C A, + 341 2 nahlédneme, Ze pro s =

1,m = ni, k = ny Ize najit a,, € Ay, s vlastnosti d(an,, a,,) < 55 (vyuzili jsme

toho, Ze a,, € Ay,). Dale postupujeme indukci — analogickd argumentace dava
€

Ung € Apg s vlastnosti d(an,, an,) < 25 atd. Uzitim trojthelnikové nerovnosti

mame 1 1 1
d(b,ans) §€(§+?++§) < E.

Podobné odvodime, Ze d(an,, an;) < ; ptin; > n,. Tudiz {a,,} je cauchyovska

posloupnost v R" a tedy konverguje k néjakému bodu a € R"™. Zfejmé d(b,a) <

e, a tedy b € A+ e. Jelikoz b byl libovolné vybrany prvek z A,, vidime, Ze

A, C A+ e. Tim je dikaz Véty ukoncen.

QED.

Poznamka: Ukazali jsme, ze H(R™) je tplny prostor. Vzhledem k inzenyrskym apli-
kacim jsme se omezili na R". Tato véta plati zcela obecné — H(X) je uplny metricky
prostor pokud X je uplny metricky prostor. Dikaz probihy pfesné tak, jak jsme ho
provadéli pro R", jen v jednom bodé musime byt pozorni — obecné totiz neplati,
Ze je-li A mnoZina totalné omezend v metrickém prostoru, pak i A + ¢ je totalné
omezena. Je-li vSsak mnozina aproximovatelnd ”az na libovolné £” mnozinami kom-
paktnimi,musi byt totalné omezend (tento bod jediné vyzaduje trochu komplikova-
néjsi dukaz, lisici se od dtikazu pro R™). Takto i v obecném piipadé dokazeme, Ze
A je uzaviend (stejny dikaz jako pro R™) a totdlné omezena i obecné a tedy musi
byt kompaktni. Dusledek: Je-li X Banachtuv prostor, pak H(X) je uplny metricky
prostor.

Jesté je namisté poznamenat, ze misto H(X) muzeme vzit mnozinu K (X) vsech
uzavienych podmnozin X s koneénym diametrem. Lze pak rovnéz zavést Hausdorfovu
metriku v K(X), i kdyz ”vzdalenosti” mnozin se pak obecné nebudou realizovat v

38



1. Funkcionalné—analytické a topologické struktury

bodech. Prostor K (X) bude nicméné opét uplny metricky prostor (ovsem H(R") =

Poté co jsme dokézali, ze hyperprostor H(R™) je tplny, mizeme provést konstrukci
fraktalu jakozto pevného bodu jistého zobrazeni. Toto zobrazeni se nazyva koldzZove.
Pripomenme si obecnou definici kolazového zobrazeni.

Definice: Necht X je uplny metricky prostor a necht H(X) je prostor kompaktnich
podprostort v X opatfeny Hausdorfovou metrikou. Necht
U1, ...,y jsou spojita zobrazeni z X do X. Definujme ¢: H(X) — H(X) takto:

P(A) = P1(A) Uiha(A) U -+ Uihy(A).
Toto zobrazeni v se nazyva kolaZzové zobrazeni urcéené zobrazenimi 1, s, ..., Ym.

Vsimnéme si, ze ¥ je korektné definované (spojity obraz kompaktu je kompakt a
kone¢né sjednoceni kompakti je kompakt!). Dilezité pozorovani piinasi nasledujici
tvrzeni: KoldZzové zobrazeni urcené kontrakcemi je zase kontrakce. I kdyz toto tvrzeni
plati obecné, vyslovme jej jen pro R", nebot jen v R™ planujeme jeho aplikaci.

Tvrzeni: Necht 11,19, ...,1,, jsou kontraktivni zobrazeni s koeficienty kontrakce
71,72, ..., Tm (i < 1 pro kazdé i, i < m). Pak pfislusné koldzové zobrazeni urcené
1,19, . ..,y je kontraktivni zobrazeni z H(R™) do H(R™), jehoz koeficient kon-
trakce je roven ¢islu max(ry,re,...,7m).

Nejprve udirime pozorovani, které vyslovime jako lemma vzhledem k jeho samo-
statnému vyznamu.

Lemma: Necht A, Ay, Ay, B, B1,Bs € H(R") anecht A = A; U A;, B = By U Ba.
Pak
d(A,B) S maX(d(Al,Bl),d(Ag,Bg)).

Dukaz: Vezméme by € By a by € By. Pak dostédvame nerovnosti
o < mi
d(b1, 4) = mind(b, a) < min(d(by, a)d(by, 41))
a tudiz dp, (A) < dp,(A;1). Déle vidime, zZe
dp(A) = maxd(b, A) = max(ds, (A), d, (4)
c
= max(dp, (A1),dp,(A2)).

Podobné odvodime d4(B) < max(da,(B1),da,(B2)). Pozadovand nerovnost pak
ihned plyne z definice d(A, B). QED.
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Nyni se vratme k ditkazu naseho tvrzeni.
Dukaz (tvrzeni): Dokazme ho pro m = 2 (obecné se dikaz vede analogicky). Vez-
méme dvé obecné mnoziny K, L € H(R"™) a pouzijme pfedchozi lemma na mnoziny
A =11 (K)Ue(K), B=11(L)U1s(L). Dostavame

d(W(K),¥(L)) < max(d(¥1(K),¥1(L)), d(2(K), v2(L))
< max(rid(K, L), rod(K, L))

< max(ry,re) - d(K,L).
QED.

Nyni muazeme vyslovit hlavni vétu tohoto paragrafu.
Véta (existence a jednoznacnost fraktalu): Necht 1,9, ..., 9y, jsou kontraktivni
zobrazeni v R™, jejichz koeficienty kontrakce jsou po fadé ¢isla 1,79, ..., 7. Necht
Y: H(R™) — H(R"™) je koldZové zobrazeni uréené zobrazenimi 1,2, ..., "Ym, tj.
necht (A) = 1 (A)Uhe(A)U- - U, (A) pro kazdé A € H(R™). Pak 9 je kontraktivni
zobrazeni na H(R"), jehoz koeficient kontrakce r je roven max(rq,rs,...,7y,). Dale

plati, Ze pokud P € H(R"), pak posloupnost mnozin {¢*(P)} ma v H(R") limitu
Q € H(R") a tato limita @) nezdvisi na vybéru inicidlni mnoziny P. Konetné, @ je
jeding prvek z H(R™), pro ktery plati ¥(Q) = Q.

Dukaz: Zobrazeni ¢: H(R") — H(R") je kontraktivni zobrazeni na tplném met-
rickém prostoru. MuZeme tedy na 1) aplikovat vétu o pevném bodé. Z ni plyne, ze
YF(P) — Q, ze Q € H(R™) je pevny bod 9 (tj. ¥(Q) = Q) a Ze tento pevny bod
nezévisi na startovaci mnoziné.

Pevny bod kolazového zobrazeni 1) = 11 UaU- - - U1, nazveme fraktdlem uréenym
zobrazenimi ¥, V2, . .., Y. QED.

vvvvvv

Priklady:

1. (Cantorovo diskontinuum): Necht 11,19: R! — R! jsou (kontraktivni) zobra-
zeni definovana takto: 11 (z) = tz,1s(z) = 2z + 2. Pak fraktal pifslusny ke
koladzovému zobrazeni 1) = 11 U 9 je znamé Cantorovo diskontinuum. (Vsim-
néme si, ze pti P = (0,1) bude "akce” iteraci tohoto kolédzového zobrazeni
presné ”vyjimani” intervalii, znamych z klasické konstrukce Cantorova diskon-
tinua, viz obrazek dole).
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2. (Sierpiriského koberec): Necht 11,9, %3: R? — R? jsou (kontraktivni) zobra-
zeni definovand takto:

1 1 1 1 1
Y1(z) = 2% Va(z) = 2Tt (570)7 Y3(x) = Tt (1,V3).
Pak fraktal pfislusny k ¢ = 1 U ¥ U ¥3 je znamy Sierpinského koberec
(”Sierpiniski gasket”). (VSimnéme si, ze pfi P vzatém jako rovnostranny troja-
helnik v R™ s poc¢atkem v levém dolnim rohu bude ”akce” iteraci tohoto kolazo-

vého zobrazeni presné ”vyjimani” mensich rovnostrannych trojuhelnikt znadmé
z klasické konstrukce Sierpinského koberce, viz obrazek dole).

3. (Kochova kiivka, snéhové vlocky, kapradi, atd.): (Vice o fraktélech lze najit v
knize S. G. Hoggar Mathematics for Computer Graphics, Cambridge University
Press, 1992.)
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