
Cvièení z RPZ { Minimaxní úlohaMartin Urban, Vojtì
h Fran
26. øíjna 20051 Minimaxní úlohaV minulém 
vièení jsme pou¾ili bayesovské rozhodování pro návrh klasi�kátoru,který minimalizoval pravdìpodobnost 
hybné klasi�ka
e. Pøi návrhu jsme mìli kdispozi
i jak podmínìné pravdìpodobnosti pozorování p(xjy) tak apriorní prav-dìpodobnosti p(y). V tomto 
vièení se zamìøíme na situa
i, kdy apriorní pravdì-podobnosti nejsou k dispozi
i a tudí¾ nelze pou¾ít bayesovské rozhodování.Uká¾eme, ¾e nesprávná volba apriorní
h pravdìpodobností a pou¾ití bayesov-ského rozhodování mù¾e vést k 
hybì mnohem vìt¹í, ne¾ kdy¾ problém vyøe¹ímejako minimaxní úlohu.Pokusme se toto pozorování zdùvodnit. Nejdøíve se blí¾e podíváme, jak vy-padá risk obe
né (tj. ne nutnì optimální) strategie d(x).1.1 Risk obe
né strategie d(x)Pøedpokládejme pouze dvì tøídy y 2 Y = f1; 2g a 0=1-ztrátovou funk
i W . Vtomto pøípadì má bayesovské riziko tvarR(d(x)) = ZX Xy2Y p(x)p(yjx)W (d(x); y)dx (1)= ZX Xy: y 6=d(x) p(y)p(xjy)dx (2)Ne
h» X1 � X znaèí mno¾inu v¹e
h x 2 X, které jsou pravidlem d(x) klasi�ko-vána do tøídy 1 a X2 � X mno¾inu v¹e
h x, které jsou klasi�kována do tøídy 2X1 = fx 2 X : d(x) = 1g;X2 = fx 2 X : d(x) = 2gJe zøejmé, ¾e X = X1 [X2, X1 \X2 = ;: Rovni
i (2) mù¾eme tedy zapsat jakosouèet dvou integrálùR(d(x)) = ZX1 Xy: y 6=d(x) p(y)p(xjy)dx+ ZX2 Xy: y 6=d(x) p(y)p(xjy)dx =1



= p(y = 2) ZX1 p(xjy = 2)dx+ p(y = 1) ZX2 p(xjy = 1)dx :Pou¾itím p(y = 2) = 1� p(y = 1) získámeR(d(x)) = p(y = 1) �ZX2 p(xjy = 1)dx� ZX1 p(xjy = 2)dx�+ ZX1 p(xjy = 2)dx(3)Shrnutí: Rovni
e (3) ukazuje, ¾e risk obe
né strategie d(x) je pro daná rozdìleníp(xjy = 1) a p(xjy = 2) lineární funk
í apriorní pravdìpodobnosti p(y = 1)(respektive p(y = 2)).Ze vztahu (3) je naví
 zøejmé, ¾e pokud se nám podaøí nalézt pro dané p(xjy =1) a p(xjy = 2) takovou strategie d(x); ¾e platíZX2 p(xjy = 1)dx� ZX1 p(xjy = 2)dx = 0 ; (4)potom je risk na apriorní
h pravdìpodobnoste
h p(y = 1), p(y = 2) nezávislý aje roven R(d(x)) = ZX1 p(xjy = 2)dx = ZX2 p(xjy = 1)dx1.2 Minimaxní rozhodováníPøedpokládejme nyní úlohu, kdy známe rozdìlení p(xjy = 1), p(xjy = 2); aleapriorní pravdìpodobnosti p(y = 1), p(y = 2) jsou neznámé. Za tì
hto podmí-nek je logi
ké hledat takovou klasi�kaèní funk
i d(x), její¾ nejhor¹í mo¾ná 
hybavzhledem k p(y = 1) je nejmen¹í (tj. minimalizovat nejhor¹í pøípadnou 
hybu):dm(x) = argmind(x) maxp(y=1)R (d(x); p(y = 1)) (5)Takovémuto postupu se øíká minimaxní rozhodování.1.2.1 Vlastnosti minimaxního rozhodování� Minimaliza
e nejhor¹í mo¾né 
hybyargmind(x) maxp(y=1)R (d(x); p(y = 1)) (6)odpovídá minimaliza
iargmind(x) max�ZX2 p(xjy = 1)dx; ZX1 p(xjy = 2)dx� (7)
2



� Risk minimaxního rozhodování dm(x) nemù¾e být nikdy men¹í ne¾ risknejhor¹ího bayesovského rozhodování (bayesovské rozhodování pro nejne-pøíznivìj¹í p(y = 1)).� Pokud pro zadané p(xjy = 1), p(xjy = 2) existuje bayesovská strategie db(x)splòují
í ZX2 p(xjy = 1)dx = ZX1 p(xjy = 2)dx ; (8)potom je tato db(x) zároveò minimaxním øe¹ením a jedná se o bayesovskoustrategii s nejvìt¹í riskem vzhledem k p(y = 1) (tj. bayesovskou strategiipro ty nejnepøíznivìj¹í apriorní pravdìpodobnosti p(y = 1), p(y = 2)).Dùkazy tvrzení naleznete v dodatku.ÚlohaÚlohu minimaxního rozhodování vyzkou¹íme na jednodu
hém pøíkladì. Jsmeopìt postaveni pøed problém klasi�ka
e pohlaví osob (mu¾/¾ena) na základì je-diného pøíznaku (napø. délka vlasù). Tentokrát ale neznáme apriorní pravdìpo-dobnosti p(y = mu¾), p(y = ¾ena). Známe pouze rozdìleníp(xjy = mu¾) = N(10; 5) ;p(xjy = ¾ena) = N(25; 10) :Cílem je navrhnout klasi�kátor, který nám zaruèí minimální pravdìpodobnost
hybné klasi�ka
e i pro tu nejnepøíznivìj¹í hodnotu apriorní
h pravdìpodobnostíp(y = mu¾), p(y = ¾ena) (tj. pro nì¾ je pravdìpodobnost 
hybné klasi�ka
emaximální).Zadání:Numeri
kou simula
í ovìøte, ¾e bayesovská strategie pro nejnepøíznivìj¹í hodnotuapriorní
h pravdìpodobností je zároveò minimaxním øe¹ením.Postup:Pro rùzné hodnoty apriorní
h pravdìpodobností (napø. pro p(¾ena) = 0:1; 0:2; :::; 0:9)spoètìte:� Bayesovskou strategii a její risk (viz. minulé 
vièení).� Hodnoty integrálù RX2 p(xjy = 1)dx, RX1 p(xjy = 2)dx.� Bayesovské riziko strategie rozhodování, která je optimálníp(y = ¾ena) = 0:25.K výpoètu pou¾ijte funk
i bayeserr.m. Výsledky zakreslete do grafu. Na základìnamìøený
h výsledkù urèete minimaxní strategii a její risk.3



DodatekTvrzení 1. Minimaliza
e nejhor¹í mo¾né 
hybyargmind(x) maxp(y=1)R (d(x); p(y = 1)) (9)odpovídá minimaliza
iargmind(x) max�ZX2 p(xjy = 1)dx; ZX1 p(xjy = 2)dx� (10)Dùkaz: V kapitole 1.1 jsme odvodili, ¾e risk strategie d(x) je lineární funk
í p(y =1). Na intervalu p(y = 1) 2 h0; 1i tedy risk nabývá maxima v¾dy alespoò v jednomz okrajový
h bodù, tj. pro p(y = 1) = 0 nebo p(y = 1) = 1:maxp(y=1)R (d(x); p(y = 1)) = max fR (d(x); 0) ; R (d(x); 1)g= max�ZX2 p(xjy = 1)dx; ZX1 p(xjy = 2)dx�Tvrzení 2. Risk minimaxního rozhodování dm(x) nemù¾e být nikdy men¹í ne¾risk nejhor¹ího bayesovského rozhodování (bayesovského rozhodování pro nejne-pøíznivìj¹í p(y = 1)).Dùkaz: Z de�ni
e bayesovského rozhodování db(x) plyne, ¾e jeho risk je pro danép(y = 1) nejmen¹í mo¾ný. Neexistuje strategie, která by pro dané p(y = 1) mìlamen¹í risk. Risk minimaxní strategie je pro v¹e
hna p(y = 1) 2 h0; 1i stejný.®ádné minimaxní rozhodování nemù¾e mít men¹í risk, ne¾ je bayesovský pronejnepøíznivìj¹í p(y = 1).Tvrzení 3. Pokud pro zadané p(xjy = 1), p(xjy = 2) existuje bayesovská strate-gie db(x) splòují
í (8), potom je tato db(x) zároveò minimaxním øe¹ením a jednáse o bayesovskou strategii s nejvìt¹í riskem vzhledem k p(y = 1) (tj. bayesovskoustrategii pro ty nejnepøíznivìj¹í apriorní pravdìpodobnosti p(y = 1), p(y = 2)).Dùkaz: Pokud pro bayesovskou strategii db(x) platí (8)), potom je risk této stra-tegie pro v¹e
hna p(y = 1) 2 h0; 1i konstantní. Z toho jednak plyne, ¾e jde obayesovskou strategii s nejvìt¹ím riskem (viz. dùkaz Tvrzení 2), jednak, ¾e jdeo minimaxní strategii ( proto¾e R(db) = maxp(y=1)R(db); a ¾ádná jiná strategienemù¾e mít men¹í maximální risk maxp(y=1)R(d(x)) vzhledem k p(y = 1)).Poznámka: Tvrzení 3 nedokazuje, ¾e pro ka¾dá p(xj1), p(xj2) musí existovatbayesovské rozhodování, které je zároveò minimaxním rozhodováním!4


