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1 Minimaxni 1loha

V minulém cviceni jsme pouzili bayesovské rozhodovani pro navrh klasifikatoru,
ktery minimalizoval pravdépodobnost chybné klasifikace. Pfi navrhu jsme méli k
dispozici jak podminéné pravdépodobnosti pozorovani p(x|y) tak apriorni prav-
dépodobnosti p(y). V tomto cvifeni se zaméfime na situaci, kdy apriorni pravdé-
podobnosti nejsou k dispozici a tudiz nelze pouzit bayesovské rozhodovani.

Ukazeme, 7e nespravna volba apriornich pravdépodobnosti a pouziti bayesov-
ského rozhodovani miize vést k chybé mnohem vétsi, nez kdyz problém vyteSime
jako minimaxni tilohu.

Pokusme se toto pozorovani zdiivodnit. Nejdiive se blize podivame, jak vy-
pada risk obecné (tj. ne nutné optimalni) strategie d(z).

1.1 Risk obecné strategie d(z)

Predpokladejme pouze dvé tiidy y € YV = {1,2} a 0/1-ztratovou funkci W. V
tomto pripadé méa bayesovské riziko tvar

R(d(z)) = /zp plyla)W (d(x), y)da (1)

yey

- / Z y)da 2)

y: y#d(z

Necht X; C X zna¢i mnozinu vSech x € X, které jsou pravidlem d(x) klasifiko-
vana do tfidy 1 a Xy C X mnozinu vSech z, které jsou klasifikovana do tridy 2

X, = {reX:dxz)=1},
Xy = {reX:dx)=2}
Je ziejmé, ze X = X; U Xy, X; N X, = (). Rovnici (2) miizeme tedy zapsat jako

soucet dvou integralii

-/X1 P2 p(y)p(x‘y)dx+/)( > py)p(ly)de =

d(x) IX2 g yd(o)



Shrnuti: Rovnice (3) ukazuje, Ze risk obecné strategie d(x) je pro dana rozdéleni
p(zly = 1) a p(x|ly = 2) linearni funkei apriorni pravdépodobnosti p(y = 1)
(respektive p(y = 2)).

Ze vztahu (3) je navic zfejmé, Ze pokud se ndm podaii nalézt pro dané p(x|y =
1) a p(z|y = 2) takovou strategie d(z), ze plati

[ paly="1yde — [ plaly = 2dz=0. (4)

J X,

potom je risk na apriornich pravdépodobnostech p(y = 1), p(y = 2) nezavisly a
je roven

R(d(x) = [ plely=2)de = [ plaly = 1)d

Jx,

1.2 Minimaxni rozhodovani

Predpoklddejme nyni tlohu, kdy zndme rozdéleni p(z|ly = 1), p(z|y = 2), ale
apriorni pravdépodobnosti p(y = 1), p(y = 2) jsou neznamé. Za téchto podmi-
nek je logické hledat takovou klasifikaéni funkei d(z), jejiz nejhor$i moznéa chyba
vzhledem k p(y = 1) je nejmensi (tj. minimalizovat nejhorsi pfipadnou chybu):

dpm(7) = argmin max R (d(z),p(y = 1)) (5)
d(z) P=1)

Takovémuto postupu se fika minimaxni rozhodovani.

1.2.1 Vlastnosti minimaxniho rozhodovani
e Minimalizace nejhorsi mozné chyby

argmin max R (d(z),p(y = 1)) (6)
d(z) P=1)

odpovida minimalizaci

argmin max {/ p(zly = 1)dx, / p(xly = 2)(137} (7)
d(z) J X2 J X1



e Risk minimaxniho rozhodovani d,,(x) nemize byt nikdy mensi nez risk
nejhorsiho bayesovského rozhodovani (bayesovské rozhodovani pro nejne-
piiznivéjsi p(y = 1)).

e Pokud pro zadané p(z|y = 1), p(x|y = 2) existuje bayesovska strategie dj(x)
spliujici

[ plaly =1z = [ plaly =2)dz . (8)
JX2 X4
potom je tato dy(z) zaroven minimaxnim FeSenim a jednd se o bayesovskou
strategii s nejvétsi riskem vzhledem k p(y = 1) (tj. bayesovskou strategii

v

pro ty nejnepiiznivéjsi apriorni pravdépodobnosti p(y = 1), p(y = 2)).

Diikazy tvrzeni naleznete v dodatku.

Uloha

Ulohu minimaxnfho rozhodovani vyzkoudime na jednoduchém piikladé. Jsme
opét postaveni pred problém klasifikace pohlavi osob (muz/Zena) na zékladé je-
diného pfiznaku (napt. délka vlasi). Tentokrat ale nezndme apriorni pravdépo-
dobnosti p(y = muz), p(y = 7ena). Zname pouze rozdéleni

plaly = mw) = N(10,5),
p(x|y = 7zena) = N(25,10).

Cilem je navrhnout klasifikator, ktery nam zaru¢i minimalni pravdépodobnost
chybné klasifikace i pro tu nejneptiznivéjsi hodnotu apriornich pravdépodobnosti
p(y = muz), p(y = Zena) (tj. pro néz je pravdépodobnost chybné klasifikace

maximalni).

ZadAani:

Numerickou simulaci ovérte, ze bayesovska strategie pro nejnepiiznivéjsi hodnotu
apriornich pravdépodobnosti je zdroven minimaxnim reSenim.

Postup:

Pro rtiizné hodnoty apriornich pravdépodobnosti (napt. pro p(Zena) = 0.1,0.2, ..., 0.9)
spoctéte:

e Bayesovskou strategii a jeji risk (viz. minulé cviceni).
e Hodnoty integralii [y, p(z|ly = 1)dz, [y, p(z|y = 2)dz.

e Bayesovské riziko strategie rozhodovani, ktera je optimalni
p(y = Zena) = 0.25.

K vypoctu pouzijte funkci bayeserr.m. Vysledky zakreslete do grafu. Na zakladé
namérenych vysledkl urcete minimaxni strategii a jeji risk.



Dodatek

Tvrzeni 1. Minimalizace nejhorsi mozné chyby

argmin max R (d(z),p(y = 1)) (9)
d(z) ply=1)
odpovida minimalizaci
argmin max {/ p(zly = 1)dx, / p(zly = 2)da:} (10)
d(’l‘) * X2 B X1

Diikaz: V kapitole 1.1 jsme odvodili, Ze risk strategie d(z) je linearni funkei p(y =
1). Naintervalu p(y = 1) € (0, 1) tedy risk nabyva maxima vzdy alespon v jednom
7 okrajovych bodi, tj. pro p(y = 1) = 0 nebo p(y =1) = 1:

max R (d(z),p(y =1)) = max{R(d(z),0), R (d(x),1)}
1)

p(y=1)
= max{ [ plely = Ve, [ plely =2)ds}
X2 Xl

Tvrzeni 2. Risk minimaxniho rozhodovani d,,(z) nemtze byt nikdy mensi nez
risk nejhorsiho bayesovského rozhodovéni (bayesovského rozhodovani pro nejne-
piiznivéjsi p(y = 1)).

Diikaz: Z definice bayesovského rozhodovani dj(x) plyne, Ze jeho risk je pro dané
p(y = 1) nejmensi mozny. Neexistuje strategie, ktera by pro dané p(y = 1) méla
mensi risk. Risk minimaxni strategie je pro vSechna p(y = 1) € (0,1) stejny.
Z4dné minimaxni rozhodovani nemfize mit mensi risk, nez je bayesovsky pro

v/

nejnepiiznivéjsi p(y = 1).

Tvrzeni 3. Pokud pro zadané p(z|y = 1), p(x|y = 2) existuje bayesovska strate-
gie dy(x) splaujici (8), potom je tato dy(x) zaroven minimaxnim FeSenim a jedna
se 0 bayesovskou strategii s nejvétsi riskem vzhledem k p(y = 1) (tj. bayesovskou
strategii pro ty nejnepfiznivéjsi apriorni pravdépodobnosti p(y = 1), p(y = 2)).
Diikaz: Pokud pro bayesovskou strategii dy(z) plati (8)), potom je risk této stra-
tegie pro vSechna p(y = 1) € (0,1) konstantni. Z toho jednak plyne, Ze jde o
bayesovskou strategii s nejvétsim riskem (viz. ditkaz Tvrzeni 2), jednak, zZe jde
o minimaxni strategii ( protoze R(dy) = max,y-1) R(ds), a zddnd jina strategie
nemiize mit mensi maximalni risk max,,—) R(d(z)) vzhledem k p(y = 1)).

Poznamka: Tvrzeni 3 nedokazuje, 7e pro kazda p(z|1), p(z|2) musi existovat
bayesovské rozhodovani, které je zaroven minimaxnim rozhodovanim!



