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Predklddana skripta shrouji latku prezentovanou v rameci prednasky ,,Uvod do teorie
neuronovych siti“, ktera je urcena pro studenty 5. ro¢niku matematického inzenyrstvi na
FJFI CVUT Praha. Cilem této prednagky je seznamit posluchace se zakladnimi teoretic-
kymi poznatky a postupy, které jsou nezbytné k rigoréznimu studiu a efektivnimu pouziti
paraelnich vypocti, oznacovanych jako ,umélé neuronové sité.

Skriptum je rozdéleno do dvou samostatnych casti, z nichz kazda byla psana s roz-
dilnym pristupem k prezentaci ucebni latky. Prestoze tyto dvé casti na sebe navazuji
pouze volné, vzajemné jedna druhou vhodné doplnuji a poskytuji tak ¢tenari moznost jak
detailniho studia, tak i moznost ziskani Sirokého prehledu.

Prvni ¢ast skript (autor Frantisek Hakl) je psana pokud mozno autonomné, tedy ob-
sahuje diikazy veskerych lemm a tvrzeni, s vyjimkou nékolika Siroce znamych tvrzeni, se
kterymi byli posluchaci 5. ro¢niku MI FJFI seznameni jiz v pribéhu svého studia, nebo
jsou uvedeny v bézné dostupné literature.

Vyklad v prvni ¢asti neni zaméfen na detailni sumarizaci veskerych modelti neurono-
vych siti a jejich derivatt, ani na popis oblasti jejich aplikovatelnosti. Misto toho autor
klade diraz na obecny popis paraelniho zpracovani informace neuronovymi sitémi, s cilem
naznacit teoretické principy, na kterych je paraelismus neuronovych siti zalozen, se sna-
hou zdtraznit souvislosti této teorie s poznatky standardnich matematickych disciplin.
Dikladné zvladnuti téchto principti v prezentovaném rozsahu by mélo byt postacujici pro
analyzu i nékterych jinych modelti neuronovych siti, které nejsou zde zminovany. Jednot-
livé konkrétni modely neuronovych siti jsou uvedeny predevsim na podporu a ilustraci
vykladanych teoretickych principti. Pokud bude mit student zadjem o ziskani hlubsiho
prehledu vykladané latky, mize vyuzit literatury uvedené na konci skript.

Z dtvodi omezeného rozsahu skript zcela opomijime v prvni ¢asti piistupy k neu-
ronovym sitim zaloZené na statistickych metodach, teorii fuzzy mnozin, atd. Stejné tak
vynechavame vyklad cyklickych neuronovych siti, neuronovych siti odvozenych od gene-
tickych algoritmi, a jinych vypocetnich modelti, které s pojmem neuronovych siti néjak
souvisi.

Druh4 ¢ast skript (autor Martin Holena) ma za cil struéné sumarizovat soucasné po-
znatky o rtiznych architekturach neuronovych siti a jejich dynamickém chovani. Vzhle-
dem k rozsahu predkladanych informaci neobsahuje tato ¢ast diikkazy jednotlivych tvrzeni,
eventuelné je obsahuje pouze v naznakové formeé. Oproti predchazejici prvni ¢asti se cte-
nar miize seznamit s vice modely neuronovych siti, pozornost je vénovana souvislosti mezi
neuronovymi sitémi a teorii fuzzy mnozin, dale pak rozvedeni statistického pohledu na
problematiku neuronovych siti.

Dovolte mi zavérem na tomto misté podékovat slecné Ivané Baranovské za prepis
nékterych casti textu a celkovou jazykovou korekturu prvni ¢éasti. Dale bych chtél ocenit
ochotu pana Arnosta Stedrého, ktery mi pomohl vyfesit mnoha tskali a taje systémt TEX
a BTEX 2¢, na ktera jsem pfi praci na téchto skriptech narazil.

Ptipadné pripominky k textu, podnéty ¢i doporuceni, smérujte prosim na nize uvede-
nou e-mailovou adresu.

V Praze, 14. prosince 1998 Frantisek Hakl

e-mail: hakl@Quivt.cas.cz
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Kapitola 1

Uvodni kapitola

Edingtonova teorie

POCET NEJRUZNEJSICH HYPOTEZ,
SNAZiciCH SE OSVETLIT URCITY BIOLOGICKY JEV,
JE NEPRIMO UMERNY DOSTUPNYM VEDOMOSTEM.

V této tivodni kapitole nastinime zakladni predmeét, kterému jsou tato skripta véno-
vana. Velmi kratce pohovotfime obecné o zékladnim popisu umeélych neuronovych siti,
uvedeme nékteré vybrané modely a jejich zakladni charakteristiku.

1.1 Pouzité znaceni

V celém textu budeme pouzivat nésledujiciho znaceni a pouzivani fonti:

NP¢

B*

defice nové zavedeného pojmu, mnoziny ¢i ¢isla

mnozina prirozenych ¢isel od 1 do m

koule v prostoru RV se stfedem v pocatku a polomérem o
readlny N-rozmérny prostor

m-nasobny kartézsky soucin mnoziny €2

prvek v kartézském (vicenasobném) soucinu dané mnoziny

obecné (pod)mnozina v dané mnoziné

systém podmnozin dané mnoziny

mnozina systémi mnozin nad néjakou obecné danou mnozinou
potenéni mnozina mnoziny X , PR {Z ‘Z cX }

linearni obal mnoziny ) vektorii vektorového prostoru (=mnozina
v8ech linedrnich kombinaci koneéného poc¢tu prvki z 2)

konvexni obal mnoziny B

vektorovy prostor (se specifikovanymi parametry)

prostor funkei spojitych na dané mnoziné A

mnozina objektd s danymi vlastnostmi, zpravidla mnozina funkei,

zobrazeni, atd., dle kontextu
obecny ucici algoritmus
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A B symetrickd diference mnozin A a B

-B rozdil mnozin A a B

f) g=o0 ( f) vyjadruje skutec¢nost, ze funkce ¢ je na asymptotickém
okoli nuly zhora omezena v absolutni hodnoté funkci f

@) ( f) g=0 ( f) vyjadiuje skutecnost, ze funkce g je na asymptotickém

okoli nekonecna zhora omezena v absolutni hodnoté funkci f

matice redlnych cisel, sloupce ¢i fadky budeme oznacovat spolec-

nym nazvem RADY MATICE

vektor daného vektorového prostoru (vektory vzdy budeme pova-

zovat za sloupce)

AM ¢tvercova matice fadu 2"
vektor dimenze 2"
(Z|y) skalarni soucin vektord, (Z|y) = 31| &Y,
TOY tensorovy soucin vektort ¢i matic
AND binarni logickd funkce AND
binarni logickéa funkce OR
XOR binarni logicka funkce XOR
NOT unarni logickd funkce NOT

M| nejvétsi celé ¢islo mensi nez M (=celd dolni ¢ast)

M nejmensi celé ¢islo vétsi nez M (=celd horni ¢ast)

’ j° predstavuje vektor z {—1,4+1}" , (resp. {0,1}" , podle kon-
textu), jehoz soufadnice koresponduji s binarnim zépisem ¢isla j
(soufadnice vektoru 3% odpovidajici pozici 1 v binarnim zapisu 7,
jsou rovny 1).

celé ¢islo, odvozené od vektoru v € {—1,+1}", (resp. ¥ € {0,1}",
podle kontextu), kde jednickové slozky vektoru Ol odpovidaji 1
v binarnim zapisu cisla ¥* | ostatni slozky odpovidaji pozicim 0 v
tomto zapisu

binomicky koeficient

obecné zobrazeni mezi dvéma mnozinami

f *g) konvoluce funkei f a §
) hodnota funkce (zobrazeni) A v argumentu b
log, (x) pfirozeny logaritmus
log, () logaritmus o zdkladu 2

r=y mod r x=y mod r vyjadiuje, ze Cislo x je délitelné ¢islem y se zbyt-

kem r (déleno modulé r)
Probg (fl) pravdépodobnost mnoziny A pii hustoté pravdépodobnosti II

mohutnost mnoziny V

absolutni hodnota z ¢isla
maximova norma vektoru

1Z]| & Eukleidovska norma vektoru

| & specifikovand norma vektoru
2

Uvedme nékolik poznamek k pouzité terminologii. Nové definované pojmy jsou zvy-



raznény v textu pouzitim jiného fontu, napf. NOVE ZAVEDENY POJEM . Co se tyce Ceské
terminologie, v mnohych piipadech se jedna pouze o autoriv preklad ptivodniho ang-
lického terminu. Pfestoze snahou autora bylo témito preklady vystihnout co nejpiesnéji
dany pojem (pfi co moznad nejmensim pokfiveni ¢eského jazyka), je mozné predpoklé-
dat nesoulad nami uzivané terminologie s terminologii pouzivanou jinymi ¢eskymi autory.
V pripadech, kdy je tento nesoulad velmi pravdépodobny, uvadime v ptislusnych definicich
i pavodni anglicky termim, nap¥. (anglicky termin: PAC learning) , mimo jiné i proto,
Ze ani anglicka terminologie neni jesté plné ustalena.

1.2 Motivace pro vyzkum umélych neuronovych siti

Obecné lze chapat kazdy pocita¢ jako zarizeni, které zobrazuje mnozinu vstupnich dat
(napt. koeficienty linedrni soustavy) na mnozinu dat jinych (napf. feseni této soustavy).
Nebudeme-li na takovyto pocitac klast dalsi zuzujici podminky, 1ze konstatovat, ze i ner-
vovy systém individudlniho Zivocicha je jakymsi prototypem (kazdy je jiny) pocitace, a
mnohou dusevni ¢innost ¢i vegetativni aktivitu zivocicha lze povazovat za realizaci jaké-
hosi vypoétu (napf. vice ¢i méné smysluplna odpovéd na vice ¢ méné smysluplnou otézku,
reakce na dany podnét prostiedi, atd.). Mezi témito dvéma paralelnimi svéty ,zivych po-
¢itaci“ a klasickych pocitaci elektronickych existuji vSak zasadni rozdily. Pokusme se
sumarizovat ty z nich, o nichz se domnivame, ze maji vztah k principu jejich ¢innosti:

klasicky pocitac nervovy systém

e existence centralniho procesoru prova- e takovyto centralni procesor nebyl v ner-

déjiciho veskerou ¢innost vovych tkanich dosud objeven a nic ne-
potvrzuje jeho existenci

e nizkd paralelizace, vyjime¢né vice pro- e velmi vysoky pocet jednodussich (z

cesortt (< 1000) komunikujicich mezi hlediska pfenosu informace) procesori-

sebou neuronit (~ 10'?), velmi vysoka hustota
propojeni mezi nimi (10® pro kazdy
neuron)

presna znalost zptisobu vyhodnoceni
a zpracovani informace (stroje typu
RAM - Random Acces Machine, RASP
- Random Acces Stored Program, Thu-
ringv stroj)

nutnost detailni algoritmizace vypoct,
podlozena hlubokym teoretickym poza-
dim (napf. nutnost existence poznatkii
linearni algebry pro feseni soustav line-
arnich rovnic)

velmi vysoka rychlost pocetnich ele-
mentarnich operaci (dnes ~ 300 MHz)
presné definovana architektura proce-
soru

velmi matna predstava o ¢innosti jed-
notlivych elementti, témeér zadna pred-
stava o zpusobu komunikace mezi ele-
menty

zda se, ze schopnost vyhodnocovani
raznych situaci je integralni vlastnosti
nervovych systému bez potieby pocho-
peni a uvédomeéni si zpusobu zpraco-
vani informace

pomaly pfenos informace (fadu mili-
sekund)

velky pocet lokalnich elementt vzéa-
jemné propojenych, s velkou variabili-
tou hustoty a zptisobu spojeni.
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Vyse uvedené rozdily ospravedlnuji nazor, ze schopnosti zivych organismu efektivné
zpracovavat informace ze svého okoli (v mnohych ohledech a pfipadech vyrazné efektivnéji
neZ nejvykonnéjsi pocitace) jsou dany predevsim zpisobem komunikace mezi jednotlivymi
neurony, a ze tyto neurony lze povazovat za jakési elementarni, principem shodné, stavebni
kameny nervovych center.

D4 se ocekavat, ze analyza struktur, které jsou velmi jednoduchym modelem nervovych
center zivoCichii (na zakladé dosud zndmych poznatki z oblasti anatomie, biochemie a
neurologie), miize byt pfinosem jak pro vyzkum zivych organismi, tak i opaéné — pro
vyzkum a implementaci novych typt vysoce paralelnich pocitacovych architektur, které
umozni fesit problémy, pro které na pocitac¢ich odvozenych od principu Thuringova stroje
neexistuje efektivni algoritmizace.

V nasledujici podkapitole zavedeme zakladni modely umélych neuronovych siti a po-
piSeme strucné jejich dynamické chovani.

1.2.1 Zakladni popis architektury a dynamiky neuronovych siti

Nyni popisme obecnou architekturu a dynamiku neuronovych siti za tGcelem definovani
predmétu analyzy pro nasledujici kapitoly téchto skript.

Neuronovou sit budeme chépat jako systém sestavajici se z jakési architektury, dyna-
miky a ulohy.

Ulohou budeme rozumét zobrazeni, které by méla dané neuronové sif realizovat mezi
mnozinou svych vstupi (= vstupni prostor) a mnozinou svych vystupu (= vystupni pro-
stor). Interpretace této tlohy mize byt rozliéné, nejéastéji hovotime o separaci tiid, kdy
vstupni prostor je tvofen mnozinou A € R", vystupni prostor je mnozina {—1,+1} , a
nasim cilem je, aby vystupni hodnota neuronové sité byla rovna charakteristické funkci
mnoziny A . Dalsi ¢astd tloha je dana jako problém aproximace. Pro dané zobrazeni
Z R — R pozadujeme, aby vystupy z neuronové sité co nejlépe aproximovaly zobra-
zeni Z v néjaké metrice prostoru R™ . Posledni tlohu, kterou zde zminime, je problém
interpolace a/nebo extrapolace (= téz predikce), kdy pro zadané zobrazeni Z R — R
amnoziny A € R*, B € ®" pozadujeme, aby sit na zakladé mnoziny Z (fl) interpolovala
& extrapolovala mnozinu Z (B) .

Poznamenejme, Ze nejéastéjsi zptisob zadani mnozin A a B je kone¢na mnozina jejich
prvkl a nejcastéjsi zpisob zadani zobrazeni je dan jako kone¢nd mnozina usporadanych
dvojic {#,Z (2)}.

Architektura neuronové sité je dana orientovanym grafem, jehoz uzly jsou tvoreny
neurony a ktery popisuje zptisob propojeni jednotlivych neuronii, dale pak popisem tzv.
prenosové funkce neuronti. Mnoziny uzli (= neuront), do nichz nevede hrana, nazveme
vstupnimi neurony, ty uzly, z nichz nevede hrana, nazveme vystupnimi neurony, ostatni
uzly nazveme vnitini (nékdy téz skryté) neurony. Podle druhu pouZitého grafu je zvykem
rozliSovat nasledujici zakladni typy architektur:

e dvouvrstva neuronova sit tvorend bipartitnim grafem
e neuronova sif tvofena tplnym grafem

e vicevrstva neuronova sit, kdy mnozina uzlt je rozdélena do disjunktivnich mnozin
Uy, - -+, U, a hrany grafu jsou pouze mezi mnozinami U; a Uy, i€{1,...,n—1}.
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Prenosova funkce neuronu je zobrazeni P:WxX—%® , kde X je mnozina vsech
moznych vstupnich vektortt (odpovidajicich vstupnim vrcholtim) a W je parametricky
prostor daného neuronu v grafu sité. Kazdému vektoru z tohoto prostoru budeme fikat
vahovy vektor neuronu. Nejcastéjsi prenosova funkce neuronu je rovna funkci

~ ¢ =\ def ~ — | =

(&) = o ((wl€) —1),
kde w je vektor tvoreny jednotlivymi vahami, ¢ je prahovd hodnota daného neuronu,
g (€) je vystupni hodnota neuronu, & je vstupni vektor neuronu. & byva nejéastéji
bud binarni (tzv. tvrda nelinearita):

- . 1 pro >0
U(z)d:f{—l r<0’

nebo tzv. sigmoidalni funkce.

Definice 1.2.1 Necht & je redlnd funkce redlné proménné, monotdnné rostouci v celém
definicnim oboru R , vyhovugici podminkdam

lim 7(2)=1, lim &(z)=-1.

z—-+00 2Z——00

Potom takovouto funkci nazveme SIGMOIDALNI FUNKCE .

Dynamikou neuronové sité budeme rozumét zmény parametri prenosovych funkei neu-
ront (eventuelné i samotného grafu sité) v ¢ase. Dynamika sestava ze dvou ¢asti

e aktivni dynamika (proces vybavovani), kdy na vstupni neurony vlozime vstupni
hodnoty sité, tyto vstupni hodnoty po hranach probihaji k dalsim neurontim, pres
né prechazi modifikované podle jejich prenosovych funkci k dalsim neurontim, az
se modifikované hodnoty objevi na vystupnich neuronech, kde jsou odecitany a
interpretovany jako vystupni hodnoty site.

e adaptivni dynamika (proces uceni), pii které se hledaji a nastavuji vahy spojnic (=
hran grafu) jednotlivych neuronti a ostatni parametry pfenosovych funkei jednotli-
vych neuronil, eventuelné se upravuje cely graf tak, aby sit Fesila danou konkrétni
ulohu.

wevs

celkové chybové funkce
min {3 ¥ (@) [ < 7},
i=1

kde {(Z1, 1), -, (&, )} je tloha, N ((Z|w)) je zobrazeni realizované neuronovou siti,
w je vektor vSech vah v siti. Tato minimalizace se provadi nejcastéji gradientnimi meto-
dami, napf. uéeni metodou zpétného $ifeni (anglicky termin: back-propagation) , v mnoha
pripadech ale také riznymi heuristickymi algoritmy, ze kterych zminime vyznamnéjsi v
néasledujicich prikladech.
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Obrazek 1.1: Schéma architektury perceptronu.

1.2.2 Priklady zakladnich neuronovych siti

Jako prvotni zdroj informaci o zédkladnich modelech neuronovych siti, jejich dynamickém
chovéani a aplikacich lze vyuzit napf. [SJ96]. Mezi nejznaméjsi modely neuronovych siti
patii nasledujici dva, které jsou patrné nejlépe prozkoumany z teoretického hlediska a z
hlediska praktickych aplikaci nejvice rozsirené.

Perceptron

Perceptron je dvouvrstva sit, kde vystupni vrstva je tvoiena pravé jednim neuronem,
spojenym se vSemi neurony vstupni vrstvy. Vystupni hodnota perceptronu je rovna

Y dszf(Z:ﬁzwz _t>7
1=1

kde dvojice w, t predstavuje parametry prenosové funkce vystupniho neuronu a f je bud
tzv. tvrda nelinearita nebo libovolna sigmoidalni funkce. Pro danou tlohu

{(C_él’yl) ) (itayt)}

definujme proces uceni jako itera¢ni algoritmus popsany vztahem
Wi =W +y (y - ®] F) &, (1.1)

pro néjaky vychozi vektor vah w,. Vlastnosti této posloupnosti budeme studovat v ¢asti

6.

Vrstevnaté sité, uéeni metodou back propagation

Velmi casto pouzivanym typem neuronové sité je vrstevnaty model, kdy neurony jsou
rozdéleny do vrstev a kazdy neuron v dané vrstvé je spojen se vSemi neurony ve vrstveé
predchézejici a ve vrstvé nasledujici (tak, ze prislusny graf nemd smycky, hrany vedou
pouze mezi vrstvami).

Predpokladejme piechodovou funkci ve tvaru , kde ale funkce f je spojita, dvakrat
spojité diferencovatelna, sigmoidalni funkce.

Predpokladejme, Ze mame opét zadanou ulohu {(#1,¥,), -, (& 4,)}, kde &; € R",
y, € R, ie{l,...,t}, aze pomoci gradientni metody nejvétsiho spadu minimalizujeme
hodnotu chybové funkce

2

- e 1 ¢ N — —
E(w)d=f§ZHN(a:i,w)—yi 5
i=1

Abychom pochopili princip metody zpétného $ifeni, vyslovime nasledujici lemmu,
ktera dava explicitni vyjadfeni derivace vicenasobné zanotrené slozené funkce.
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Lemma 1.2.1 Predpoklidejme, Ze pro pevné prirozené k je dana posloupnost redlnych
cisel wq,...,wg , ddle posloupnost oi,...,0, redlnych diferencovatelnych funkci jedné
redlné proménné, a necht redlnd posloupnost 1y, ..., ypr1 spliiuje rekurzivni vztah

Yi+1 d:efag(wzyz)v ZE{Lak}

Potom plati, Ze

0 ~
8wk
a
ayk 1 k e T
= L o () - wi | 75 (wiy5) - 5,
Wy m=j+1
pro jE{l,...,k‘—l} .
n Dukaz:

DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Uvédomime-li si skutec¢nost, ze formalni pra-
vidla pro derivaci slozené funkce a pro derivaci
soucinu plati i v pripadé, kdy jednotlivé souci-
nitele jsou matice a argumenty funkci jsou vek-
tory (zde pfedpokldadame, ze & je vektorova
funkce, aplikovana na jednotlivé slozky svého ar-
gumentu stejné jako v jednorozmérném piipadé),
je ztejmé, ze lemma [.2.1] popisuje i formalni za-
pis derivace zobrazeni, které je realizovano vice-
Obréazek 1.2: Schéma architektury vrs- vrstvou neuronovou siti. Nyni je ale zfejmy vy-
tevnaté sité. znam terminu zpétné Sifeni. Chceme-li spocitat

hodnotu derivace vystupu z néjakého neuronu
podle vahy mezi j-tou a (j + 1)-ni vrstvou, postupujeme tak, ze nejdfive spocitdme hod-
notu vsech neuroni pro dany vstupni vektor & , a potom podle analogickych vzorcu
jako v lemmé [[.2.1] spocitame derivace vystupnich hodnot nejdiive pro vahy mezi po-
sledni a predposledni vrstvou, dale pak pro vahy mezi vrstvami o jednicku nize a takto
postupujeme az do konce pro vahy mezi prvni a druhou vrstvou.

Ritzné zptisoby definovani architektury sité a jeji dynamiky umoziuji postulovat ne-
sC¢etné mnozstvi riznych typt neuronovych siti. V soucasné dobé se hovoti o fadové néko-
lika desitkdch mnohdy dosti odlisnych neuronovych siti. Pro ilustraci a podani zakladni
informace uvedeme pouze nasledujici modely neuronovych siti, a to ve velmi sumarizované
formé.

Hopfieldova sit

Tato sit je tvofena tplnym grafem na n vrcholech. Kazda vdha mezi dvéma vrcholy mé
hodnotu +1 a pro danou posloupnost &, ..., Z; € {—1,4+1}" je vdha mezi i-tym a j-tym

neuronem dana vzorcem .

Wi =3 (&), (&),
s=1
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tedy vysledna matice vsech vah W ma tvar

wW=> %3 (1.2)

i=1

Adaptace vah podle vzorce [.2 umoznuje postupné predkladani jednotlivych vzort po
sobé. Aktivni dynamika, tedy vybavovani, je popséna iteracnim predpisem

Ypr1 = f(ng)v Y U1 € {1, +1}", (1.3)

kde hodnoty vektoru ¥ muzeme chapat jako vystupni hodnoty jednotlivych neuronu a
f je jiz vySe zminéna tvrda nelinearita. Iterace podle vzorce [1.3 se provadi, dokud neni
dosazen stabilni stav, kdy 4, ; = ¥,

Smyslem této neuronové sité je zapamatovat si predkladané vzory. Da se ukazat, ze
itera¢ni posloupnost ¥, snizuje hodnoty energetické funkce definované jako

— € 1 " " — -
H (9) = ) Z Z Wijyiyj (1.4)
a ze vede vzdy do lokalniho minima této funkce.

Kohonenova sit

Pomérné dosti odlisnym typem neuronové sité je tzv. Kohonenova sif (nékdy téz Koho-
nenova mapa). Graf této sité ma tu vlastnost, Ze pocet vstupnich hran kazdého neuronu
je roven poctu vstupnich neuroni celé sité a k zakédovani vstupnich vektort slouzi vahy
neurond. Neurony nemaji pfenosovou funkci, ale pouze pocitaji v dané metrice vstupniho
prostoru vzdalenost predlozeného vzoru od vektoru vstupnich vah, napi. Eukleidovskou
vzdélenost (@ je vektor vah j-tého neuronu)

dd:efdzn:(@ )2

=1

Tyto hodnoty lze povazovat za vystupni hodnoty Kohonenovy sité. Uceni Kohonenovy
sité probiha podle nasledujiciho schématu.

e Nejdiive zvolime parametr rychlosti uceni 0 < 77(k) < 1, ktery pro k-ty vzor roz-
hoduje o mife zmény vah. Déle pro kazdy neuron zvolime jeho okoli v grafu a
zvolime stategii zmensovani tohoto okoli v zavislosti na vystupni hodnoté neuronu.
Pro predloZeny vstupni vektor & € R™ spoc¢téme pro kazdy neuron sité hodnotu

— — k
r—W;

djd:ef J’

)

kde 'LTJf je vektor vah pro k-ty neuron v case k.

e Pro kazdy neuron j, pro ktery plati d; = min; {d;}, zménime vahy tohoto neuronu
a vSech neuronii v jeho aktualnim okoli podle formule

Lkl def ok | ~ S ok
w, = w, + 17 (k) (a:—wn).
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e Podle hodnoty d; zredukujeme podle zvolené strategie okoli j-tého neuronu.
e Pokracujeme s timto procesem pro kazdy dalsi vstupni vektor.

Aktivni dynamika Kohonenovy sité spociva ve vypoctu hodnot d; pro predlozeny
vstupni vektor a vSechny neurony v siti. Odpovédi sité na tento vstup je pak poradi
neuronu s minimalni hodnotou d;.

Princip této sité spociva ve skutecnosti, ze v prubéhu uceni se v siti vytvareji jakési
shluky neuront, jejichz vahy jsou blizké predkladanym vzorim. Tyto shluky odpovidaji
tfidam vstupnich vektori, které se pomoci Kohonenovy sité vzajemné separuji od sebe.

ART — Carpenter—Grossberguv klasifikator

Navrhem této sité se jeji autori snazili potlacit nezaddouci jev projevujici se u riaznych
typt neuronovych siti, a to tzv. ,problém proménné stability“. Pod timto pojmem se
mysli skutecnost, kdy pfi predloZzeni vzoru, ktery se méa sit naucit, se porusi jiz dfive ulo-
Zené informace, ziskané na zdkladé dosavadniho uceni. Sif pak zpravidla jiZz neni konzis-
tentni s dfive predlozenymi vzory pro uceni. Proto byl rozpracovan néasledujici algoritmus
Adaptivni Rezonanc¢ni Teorie.

Graf ART sité je podobny dvouvrstvému mo-
delu, ve kterém jsou spojeny vSechny neurony
vstupni vrstvy se vSemi neurony vrstvy druhé,
vystupni. Na rozdil od vrstevnatych siti, vSechny
hrany v grafu jsou obousmeérné a kazdému sméru
je prirazena vaha. Hlavnim rozdilem vzhledem k
Obrézek 1.3: Schéma architektury ART vrstvenatym sitim je opakovana vyména vstup-
sité (N =4, M = 3). niho vektoru mezi vstupni a vystupni vrstvou,

tedy se da rici, ze vstupni vektor v této siti ,re-
zonuje“. Dynamické chovani sité typu ART je

popsano nasledujicim schématem:

1. Inicializace Pocatecni nastaveni doprednych a zpétnych vah:

def 1 j——

L T (0¥
1+N7 J() )

kde 1 <i < N, 1< j < M, a nastaveni tzv. PRAHU OSTRAZITOSTI p V rozmezi

0 < p <1 (symbol W;;(0) pfedstavuje dopfednou vahu, vedouci z i-tého vstupu na
7-ty vystup a symbol ’TTJ (0) predstavuje zpétnou vahu, vedouci opaénym smérem,
tj. z vystupt ke vstupiim). Ve zpétnych vahéch jsou zakédovany vSechny naucené
vzory. Prah ostrazitosti p urcuje, jak moc je vstupni vzor vzdalen od néjakého jiz
nauceného vzoru.

Wi; (0)

2. PfedloZeni nového vzoru na vstupy sité PfiloZime novy vzor & € {—1,+1}¥
na vstup sité.

3. Vypocet vystupnich hodnot
N —_—
=S W)@ , 1<j<M
i=1

(v této rovnici predstavuje p; vystup z j-tého neuronu a &; je i-ty element vstupniho
vzoru & , jehoz hodnota mize byt pouze —1 nebo 1).
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4. Vybér nejlepsiho vystupu
def
i = mjax fy-

Tento vztah predstavuje postranni inhibici ve vystupni vrstve site.

5. Test ostrazitosti Porovname vstupni a vybrany vektor s prahem ostrazitosti.
Jestlize je
def SN T2
Zi]\i1 3_3:1
potom prejdeme ke Kroku 7, jinak pokrac¢ujeme Krokem 6 (S ziejmé predstavuje po-
dobnost vstupniho vzoru s vektorem zpétnych vah pro j-ty neuron vystupni vrstvy).

S > p,

6. Potlaceni vybraného vzoru Vystup neuronu, ktery doposavad predstavoval nej-
lepsi vybrany vzor nastavime na nulu a tim se nebude dale uplatiiovat pii vybéru
dalsiho vystupu (v Kroku 4).

Pokud jsme nevycerpali vSechny neurony ve vystupni vrstvé, tak pokracujeme Kro-
kem 4. V opacném pripadé, mame-li dostatek volnych vystupnich neuronti, pfitadime
vstupni vzor k néjakému volnému neuronu a vytvorime tak novou tridu.

7. Prizptisobeni vah podle vybraného vzoru
T (t+1) 2Ty (8)&;,

T ()&

Wi (t+1)=

8. Opakovani algoritmu pro dalsi vzor Pokud chceme pokracovat v klasifikaci,
povolime vSechny vystupy, které byly potlaceny v Kroku 6 a prejdeme ke Kroku 2.
V opacném pripadé skoncime.

Ptfedchozim modelem uzavieme nas ilustrativni prehled nejuzivanéjsich neuronovych
siti a déale se budeme vénovat teoretické analyze vlastnosti zejména vrstevnatych siti
zalozZenych na myslence perceptronu, diiraz polozime na vlastnosti siti s binarnimi vstupy
a vystupy. Pro spojité sité obdobného typu ukazeme zakladni aproximacni vlastnosti a v
dalsich kapitolach naznac¢ime souvislost neuronovych siti a obecné teorie uceni. Dale pak
ukazeme nékteré numerické aspekty gradientnich algoritmit uceni.



Kapitola 2

Analyza booleovskych siti

Cooperuv zakon

POKUD V MATEMATICKEM TEXTU NEROZUMITE NEJAKEMU SLOVU,
NEVESTE HLAVU.

TEXT DAVA SMYSL I BEZ NEHO.

(JESTLI-ZE NEDAVA, NEDAVAL BY SMYSL ANI S NiM.)

V celé této kapitole se budeme vénovat analyze booleovskych obvodi, to jest neu-
ronovych siti, jejichz vstupy i vystupy, stejné jako stavy vSech neuronti, jsou binarni.
Budeme zkoumat zakladni otazku, jaké booleovské funkce definované v definicnim oboru
{—=1,+1}" je dand booleovska sit schopna spocitat. Vyjdeme z nejjednodussi booleovské
sité, booleovského perceptronu, ktery pocita tzv. prahovy vektor svych vstupi, jak bude
vidét dale.

V analyze booleovskych funkeci hraji velmi dilezitou roli vlastnosti Hadamardovych
matic, analyzované v nasledujici ¢asti. Tyto vlastnosti naAm umozni ostfe separovat mno-
ziny booleovskych funkci, realizovanych obvody rtizné hloubky. Vyznam analyzy booleov-
skych obvodi ma vyznam i z hlediska praktického, v technické praxi je problém realizace
dané logické funkce bézny, zejména v aplikacich fizeni a optimalizace procesi. Kromé
zékladni charakterizace funkci pocitanych riznymi obvody, se budeme zajimat i o horni
a dolni odhad poctu linearné separovatelnych booleovskych funkci a hornimi a dolnimi
odhady velikosti vah nezbytnych k vypoc¢tu dané funkce. V celé kapitole budeme budovat
teorii pro binarni vstupy =+1, ale zfejmé vSechna tvrzeni zlistavaji v platnosti pro libovolné
binarni vstupy a,b € R,a # b.

2.1 Sylvestrova konstrukce Hadamardovych matic

Tuto tvodni ¢ast vénujeme zavedeni a popisu Hadamardovych matic, hrajicich klicovou
roli pii analyze vlastnosti booleovskych obvodt hloubky 1 a 2, které budou studovany
v kapitole 2. Pro studium Hadamardovych matic je vhodné zavést pojem tenzorového
soucinu podle nasledujici definice.

Definice 2.1.1 Nechf A je redlnd matice typu rxs a B je redlnd matice typu
mxn . Potom TENZOROVY SOUCIN MATIC A a B je matice A® B typu mrxns,



10 UVOD DO TEORIE NEURONOVYCH SiTi Hakl, Holena

definovand jako

Abl?l AbLQ . Abl,n
A o B def Abg,l Ab272 ce Abgm
Abpy Abns ... Abn,

Pro operaci tenzorového soucinu plati asociativni zakon, coz se da velmi snadno ovérit
primo z definice této operace, a neplati zakon komutativni. Definujme nyni Hadamardovy
matice.

Definice 2.1.2 Necht A je ¢tvercovd matice fadu n, jejiz proky jsou z mnoziny {—1,+1} .
Potom A je HADAMARDOVA MATICE , jestli-Ze plati

d,
A-AT 1.
Souvislost Hadamardovych matic a tenzorového soucinu ozfejmuje néasledujici lemma.
Lemma 2.1.1 Tenzorovy soucin Hadamardovych matic je opét Hadamardova matice.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Pro analyzu booleovskych neuronovych siti jsou relevantni matice, vzniklé nasledujici
rekurzi z Hadamardovy matice fadu 2.

Definice 2.1.3 Necht A < G_i) . Potom matici B™ fddu 2"x2" wzniklou

n-ndasobnym tenzorovym ndsobenim matice A mnazveme MATICE PARITY RADU n .

Zpisob vytvoreni matice B (") ge v literatute oznacuje jako Sylvestrova konstrukce.

vvvvvv

neuronovych siti je fakt, ze sloupce matice B jsou tvofeny hodnotami booleovskych
funkei {—1,4+1}" x {—1,+1}" — {—1,+1}, které se nazyvaji FUNKCEMI PARITY , tj.
funkcemi jejichZ hodnota v argumentu (FL, b), a,b € {—1,+1}" je rovna 1, pravé kdyz

pocet jedni¢ek v @ na pozicich, kde v b je jednicka, se od poc¢tu —1 na téchze pozicich
lisi o sudé cislo. Zakladni vlastnosti matic parity shrnuje nasledujici pomocné tvrzeni.

Lemma 2.1.2 Pro matici parity B™  plati ndsledugici:
1. B™ je symetrickd Hadamardova matice,
2. BV je hlavni vedouct submatict matice B™ |
3. vynechdnim sudych radkid a sloupci matice B™  dostaneme matici BV,
n—1)

4. wvynechanim lichych radki a sloupcu matice B™  dostaneme matici —B' ,

5. pocet jednicek v matici B™  se od poctu -1 v téfe matici list o hodnotu 2",
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6. nechta, @ € {0,1}7 b, g€ {0,1}"77,0 < j < n anecht ddle zdpis (Z,q) predstavuje

blokovy vektor s bloky Z a 1y . Potom plati nasledujici vztah:

B™ —BW _, ,.B0I)
@b (@9 '@’ by
(fady matice B™  ¢&islujeme od 0 do 2" — 1),
7. pro vsechna 'Z,; € {0,1}" plati rovnost
B™ , = (—1)22:1%'70‘
i 7 9

(fady matice B™  ¢&islujeme od 0 do 2" —1).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Dalsim nosnym pojmem pro analyzu booleovskyjch neuronovych siti je pojem rostouci
matice.

Definice 2.1.4 Ctvercovd matice A je rostouct, tvori-li jeji vddky a sloupce neklesajici
posloupnosti. Ctvercovd matice A je potencidlné rostouci, existuji-li permutacni matice
P a Q tak, Ze matice P - A - Q je rostouct.

Rostouci matice musi mit hlavni diagonalu a vSechny ,diagonaly“ rovnobézné s hlavni
diagonalou nerostouci, coz trivialné plyne z definice rostouci matice. Stejné tak z definice
trivialné plyne, Ze pro potencialné rostouci matici A je matice —A také potencidlné
rostouci a souCet matice A s libovolnou konstantni matici je opét potencialné rostouci
matice. Existuje jednoducha ekvivalentni podminka pro to, aby matice byla potencidlné
rostouci.

Lemma 2.1.3 Ctvercovd matice A s prvky +1 je potencidlné rostouct, prdavé kdyZ

neobsahugje jako svoji podmatici matict 71 _i nebo matici (_i 71) .

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

2

Pocet submatic fadu 2 matice fadu n je zifejmé (g) a tedy ovéreni, zda matice radu

n je potencialné rostouci, lze provést v ¢ase o (n*). Dalsi dvé pomocnd tvrzeni P.1.4,

zavadi pomocné vektory p , ¥ a posloupnosti {z;}Y a {w;}{ , jejichz algebraicka
struktura umoznuje dokazat stézejni tvrzeni této kapitoly.

Lemma 2.1.4 Necht p° & 6@ 21 4 necht pro n > 1 plati

I—j(n) d:‘ffﬁ(n—l) o ( _} ) o oM™ gD o ( *i )

Necht sy (resp. ty) je soucet prunich k élent ciselné posloupnosti {(ﬁ("))l}f" (resp.
{(B"™),}¥" ). Potom plati:
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1. Vie{l,...,2" !} je sy =0

2. Vie{l,...,2" '} je sy = (B")a_y = (—1)"ED | kde symbol k(i) oznacuje pocet
jednicek v bindrnim rozvoji c¢isla 1.

3. Vle{l,...,2" — 1} plati s; = ton_y.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.
[ ]

Vektor ﬁ(”) definovany v lemmatu je roven poslednimu sloupci matice B () , COZ primo
plyne z definice B®™ .

Lemma 2.1.5 Necht ds,...,d;, jsou prirozend ¢isla a dy je celé nezdporné ¢islo. Defi-
nugme posloupnost vektori q; a u; rekurzivnim predpisem:

g, < p" 4, 2 g™

— e — — ' T — e —' - - T
q2d:f_(q{7q?77q{) d2>< quIf_(q{Jq’{77q?> d2><

q; “ G, © ﬁ(d?’) TR g, © %)

— e - —' - T — le — = s T
q4g_(q§7q§77q§> d4>< a u4d:f_(q’§7q§77qg> d4>< (21)
ds 2 g, o p* s 2 g, © 5

~ def o def

q6 — e e UG — e e

Necht posloupnost {z;}, je definovana jako zretézent
{zh % (q].d),..41),
a posloupnost {w;}, jako zretézeni
{w;}, = (U, Uy, ..., U,

def (—»T =T —»T)
?

Potom plati:
1. édstecné soucty posloupnosti {z;}; jsou zhora omezeny cislem 1.

2. cdstecné soucty posloupnosti {w;}, jsou zdola omezeny cislem 0.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Pouze z dtivodi stru¢ného zapisu definujme skalarni souc¢in matic jako bézny skalarni
soucin, kdy matici chapeme jako vektor obsahujici jeji prvky.

Definice 2.1.5 Nechi A a B jsou libovolné matice fddu mxn . Potom pod pojmem
SKALARN{ SOUCIN MATIC A a B rozumime cislo

(AIB)¥ Y 3 Ai;- B,

i=1j=1
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Zavérem této kapitoly uvedme stéZejni tvrzeni, umoziiujici zhora odhadnout skalarni
soucin matice parity a libovolné rostouci matice tvorené prvky £1. Jak uvidime v ka-
pitole o inkluzi tiid booleovskych obvodi, tento odhad umozni jednotlivé t¥idy od sebe
separovat.

Tvrzeni 2.1.6 Necht C je c¢tvercovd matice dimenze 2", n > 1 takovd, Ze C, ; “1 pro
1+7<2"+1aC;; Y 1proi+j>2"+1 (tedy matice C md na vedlejsi diagondle
a nad ni samé jednicky, pod vedlejsi diagondlou jsou samé —1). Ddle predpokladejme, Ze
D je libovolnd rostouci matice dimenze 2" s proky z mnoZiny {—1,+1} . Potom plati,
ze

2'(n+1)=(B"|C) > (B"™ D).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Poznamenejme, Ze maximalni vlastnost matice C vyslovena v predeslé vété plati
pro Sirsi tfidu matic s prvky +1, které maji monoténni pouze sloupce, nebo maji mono-
ténni pouze fadky (monoténni v tomto kontextu znamend, ze dany sloupec (fadka) tvori
neklesajici posloupnost).

Cviceni 2.1.0 Hadamardovy matice

1. Dokazte, Ze je-li n dimenze libovolné Hadamardovy matice, potom n je 1,2 nebo
ndsobek 4. (Stanovte podminky, které musi splriovat proni tri radky.)

2. Dokazte ndsledujici Linsdeyovo lemma:

Lemma 2.1.7 (Linsdey) Necht X je matice fddu nxm , s proky X, ; = +1,
jejiz sloupce jsou ortogondlni. Necht R je podmmnoZina tddkovych indexi, S je
podmnoZina sloupcovych indext a v < > se§ 2rch Xrs. Potom plati:

vl < \/W.

(Ndvod: Spoctéte hodnotu T < T (Crer XW)Q. Potom porovnejte tuto hodnotu s

hodnotou ~ . VyuZijte Cauchyho nerovnosti \/22:1 1\/ZZ:1 al >31 )

3. V matici B™ naleznéte podmatici, kterd realizuje rovnost v Lindsdeyové nerov-
nosti (tedy ukazte, Ze odhad dany Linsdeyovou nerovnosti nelze pro matici B™
zlepdit).

2.2 Prah mnozZiny vektort

Vychozim pojmem pro analyzu booleovskych obvodi bude pojem prahového vektoru (viz.
napf. [RSO94)). Tento pojem ndm umozni zzit nasi pozornost nejenom pouze na boole-
ovské funkce definované na celé krychli {—1,+1}", ale i na booleovské funkce definované
na libovolné podmnoziné diskrétni mnoziny {—1,+1}" . Kazdou booleovskou funkci m-
zeme popsat klasicky jako zobrazeni b : {—1,4+1}" — {—1,+1} . Toto zobrazeni lze
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popsat bud né&jakym piedpisem, nebo jako posloupnost uspofddanych dvojic argumenti
zZ € {—1,41}" a funkénich hodnot b(Z) , coz mame k dispozici i v pfipadé definice b po-
moci néjakého predpisu. Booleovskou funkci b definovanou pouze na néjaké podmnoziné
krychle { 1,+1}" mizeme opét popsat posloupnosti uspofadanych dvojic argumentt,
v nichz je b definovana, a odpovidajicich funkénich hodnot. Druhou moznosti, jak popsat
3 , je uvést vSechny vektory &p,...,Zs (v nasem prlpade S vektoru), z nichZ vektor &,
je tvofen prvnimi slozkami argumentu ve kterych je b definovana, 2, je tvofen druhyml
slozkami argumentti, v nichz je b definovéna (v pevné zvoleném poradi argumentu) T3

ttetimi slozkami, atd. K témto vektortim #,...,Zs jesté pfiddme vektor % , ktery ob-
sahuje odpovidajici funkéni hodnoty b (opét ve Stejnem poradi). Potom ale tedy systém
vektori @q,...,Zg a Y popisuje booleovskou funkci b.

Dimenze techto vektor je zfejmé rovna poctu vrchola krychle {—1,+1}" | ve kterych
je b definovana. Jak uvidime déle, tento — dalo by se fici — ,transponovany®“ pohled na
zpusob definice booleovskych funkci umoznuje prostiednictvim geometrickych vlastnosti
vektoru &i,...,%&s analyzovat vektory v , které lze vyjadrit jako vazeny soucet y =
¥ wi®;, tedy vektory 4 spocitatelné pomoci booleovského perceptronu. Na rozdil
od klasické definice perceptronu nebudeme brat v tivahu existenci prahu, nebot ten lze
zavést v naSem pojeti pfidanim vektoru #g,,, ktery je konstantni a je tvofen bud +1 ¢i
—1. Vyhodou tohoto postupu je kompaktnéjsi a prehlednéjsi zapis vSech tvrzeni a dikazii.

Definice 2.2.1 Necht funkce sgn:R" — {—1,+1} je definovdna jako

. 1 pro >0
CICE

Definice 2.2.2 Necht &,...,Z5 jsou vektory z prostoru z {—1,+1}" . Pak vektor y je
PRAH VEKTORU &1,...,%g , jestliZe existuji ¢isla wy,...,ws tak, Ze vektor 5 | w; - &
ma pouze nenulove slozky, a plati:

— def

(Funkce sgn je aplikovdna na vektor po sloikdch).

Zakladni vlastnosti prahového vektoru je fakt, Ze neni kolmy na zadny vektor &;.

Lemma 2.2.1 Necht §" (&,,...,%s) = 0. Potom Yy mneni prahem (&1, ..., &s).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Nasledujici 7gvrzeni ukazuje, Zg pro libovolné riazné prahy y a Z systému &4,...,%Eg
jsou vektory y~ (&1,...,%&s) a Z2° (&1,...,%s) nutné od sebe rizné, coz umoziuje horni
odhad poc¢tu prahovych vektort.

Lemma 2.2.2 Necht §j’ je prih systému (&y,...,%s), @&; # 0, i€{l,...,S} a matice
X md za své sloupce pravé vektory &;. Potom pro vSechny vektory Z € {—1,+1}", y # Z,
platz, Ze

g X #£Z7. X
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m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Opacna implikace vSak neplati, coz lze dokumentovat na nasledujicim prikladé.

Piiklad 2.2.1 Zavedme ndsledujici blokové rozdéleni matice parity B™  definované

jako
=T
Bm e 1]
i A)’

kde A je c¢tvercovd matice tadu 2" — 1 a j je vektor z jednicek dimenze taktez 2" — 1.
Z vlastnosti paritnich matic bezprostredné vyplyva

=T =T =T
1y )\ (14 )\_ ( om0 )
j A j A 0 21 )
Soucasné ale z vlastnosti Schurova dopliku matice 1 v matici B™ plyne, (viz. [Fie&1],
str. 31), Ze tento Schuriv doplnék je inverzni matici k matici A | tedy

_ 1 - T
A1:2n<A—j-J )

Odtud ale dostdvdme, Ze A~ je nekladnd matice (obsahuje bud nuly, nebo Cisla —2% .
Predpoklddejme nyni, Ze pro néjaky vektor @ plati AW = 7 > 0. Potom ale @ =
A1 > 0. Posledni nerovnost ziejmé plati na zdkladé nekladnosti matice A™*. Definujme

ddle matici
=T
ym e[ =17
i A)’

kterd se od matice B™ [isi pouze ve znaménku prvku vlevo nahove. Z vyse uvedenéeho
rozboru vlastnosti matice A vyplyjvd, Ze proni sloupec matice V™ nemize byt prahovgm
vektorem zbylych sloupci, protoze kdyby tomu tak bylo, pak by vSechny koeficienty w; byly
kladne, ale tim pddem se dostavame do sporu, protoZe pruni indexy sloupct matice v
(vygma prvniho) jsou kladné, a nelze z nich tedy nakombinovat zaporné éislo.

Soucasné ale sloupce matice V™ o bazi prostoru N2, pricems prund sloupec ne-
leZi v ortogondlnim dopliiku ostatnich. Proto pro libovolné rizné vektory Z,4 € {—1,+1}*"
se vektory

Zve o Ty

must lisit alespon v jedn€ ze sloZek s indexem vétsim nezZ 1. To dokazuge, Ze turzeni lemmy
[ZZ2 nelze obratit.

Ztejmé na zakladé lemmy £.2.2 l1ze vyslovit nasledujici tvrzeni.

Lemma 2.2.3 Pro systém vektori &, ..., &g € {—1,+1}" ezistuje nanejugse (n+ 1)°
ruznych prahi.
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m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Vyznamnou roli v analyze aproximacnich moznosti booleovskych obvodt hraji sou-
fadnice prahového vektoru 4y vzhledem k systému &i,..., &g .

Definice 2.2.3 Predpokladejme, Ze vektory &q,...,%g jsou linedrné nezdvislé a necht
i <o 1
i=1

kde §* je z ortogondiniho doplriku [@1,... 2]\ . Potom vektor 3= (B, ..., Bs) nazveme
ZOBECNENE SPEKTRUM VEKTORU ¥ a ¢islo

Brmae Zmax {|3]lic{1,...,S}}

nazveme MAXIMUM SPEKTRA vektoru ¥ .

Cisla §; 1ze spocitat na zakladé pojmu pseudoinverzni matice takto: Ozna¢me si X &

(&,...,@g)". Potom plati X
B=(x"Xx) X"y

Zakladni vlastnosti vektoru B je nasledujici odhad souc¢tu absolutnich hodnot jeho
slozek zdola.

Lemma 2.2.4 Necht y je prah systému (Z1,...,%s). Potom plati

S —
> B,

> 1.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Predeslé tvrzeni poskytuje zakladni vztah mezi hodnotami zobecnéného spektra a
poc¢tem S vektoru @;. Toto tvrzeni, které je hlavnim zavérem této Casti vykladu, lze
vyuzit k dikazu neexistence polynomiéalniho poc¢tu vektori &i,...,%&s takovych, ze y
je jejich prahem. Princip tohoto dtikazu je ten, ze shora odhadneme hodnoty ’ Bz , a budou-
li polynomialné malé vzhledem k dimenzi 4 , pak S nemtze byt omezeno polynomem
vzhledem k dimenzi 3 .

Tvrzeni 2.2.5 Necht y je prdh ortogondlnich vektori &, ...,&s € {—1,+1}". Pak
n
S>> 2.2

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Ukazeme jesté jednu formu tvrzeni predeslého, zahrnujiciho v sobé i odhad na velikost
maximalni vahy prahového vektoru.
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Lemma 2.2.6 Predpoklidejme, Ze y je prih systému (&q,...,&s) vektord z {—1,+1}"
v v/ v ooz . v/ ’ p ~ def ~ def — | =
a Ze prislusné hodnoty wy, ..., ws jsou celociselné. Necht w = maz;|w;| a T = maz;|{y |Z;)].
Potom plati
n
wT
» Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

2.2.1 Vlastnosti prahovych vektoru

Nyni se pokusime analyzovat zakladni vlastnosti prahovych vektori obecné, bez ohledu na
konkrétni systém &1, ..., 2g . Nasledujici ptiklad ilustruje dobfe zndmou skutec¢nost, ze
prah dvou vektortt &, = (1, -1, 1, —1)T, Ty = (1,1, -1, —1)T nemuze realizovat logickou

. u v . 7 7 7 v /7 ] — —
funkci xor , definovanou na sobé si odpovidajicich slozkach vektort ¢; a .

Priklad 2.2.2 Jeslize prijmeme predpoklad, Ze plati rovnost

-1 1 1
__ 1 -1
—sgn|o| 1|+ ||

-1 -1 -1

potom must byt splnéno

B+v<0

f—v>0 G+ = p=0

p—v<0

coZz je ve sporu s definici prahového vektoru. Alternativné lze tento zdvér obdrzet na zdkladé
skutecnosti, Ze vSechny tri uvaZované vektory jsou vzdajemné ortogondlni, tedy Zadny z nich
nemize byt prahem zbyvajicich dvou (stejnd argumentace plati ¢ pro pripad, kdy pridame
navic konstantni vektor).

Jinymi slovy booleovsky perceptron se dvéma vstupnimi neurony a jednim neuronem
vystupnim nemtze pocitat logickou funkci XOR , definovanou na svych vstupech. Bohuzel
tento negativni zavér byl v Sedesatych letech interpretovan jako charakterizujici vliastnost
siti tvofenych vice booleovskymi perceptrony, ¢imz doslo k vyraznému zpozdéni vyvoje v
tomto oboru.

V dalsim nyni ukazeme, ze tato skutecnost, popsana v ptikladé £.2.2, ma mnohem
hlubsi podstatu a lze ji velmi zobecnit. Definujme proto nasledujici matici M g

Definice 2.2.4 Necht n < 2k a §j € {—1,+1}*". Necht My je ctvercovd matice Tddu
2%, jejiz sloupce jsou tvoteny po sobé ndsledujicimi subvektory vektoru § délky 2= . Matici
Mg nazveme SDRUZENOU MATICI pro vektor vy .

Napiiklad pro vektor § < (a, b, ¢, d, )T je Mg = (‘Z ;) Pfi analyze sdruZzenych matic bude
uzite¢na lemma o vlastnostech rostoucich matic.
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Lemma 2.2.7 Plati ndsledugici tvrzeni:

1. Je-li matice A rostouci (potencidlné rostouci), je i matice sgn(A) rostouct
(potencidlné rostouct).

2. Necht prvky matice A jsou tvoreny cisly £1. Potom je-li sgn(A) rostouci (po-
tencialné rostouct), je i matice A rostouct (potencidlné rostouct).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Jak jiz bylo feceno, pfi nasem vykladu vyuzivame popisu booleovskych funkci po-
moci pojmu prahovych vektorti, které kromé jiného umoznuji popis a analyzu booleov-
skych funkei definovanych pouze v néjaké podmnoziné {—1,+1}" . Pro popis booleovské
funkce definované v celém oboru {—1,+1}" | musime pouzivat takovy systém vektortu
&1,...,%g , ktery méa tu vlastnost, Ze libovolna s-¢lennd posloupnost tvorend z +1 je obsa-
zena mezi fadky matice X = (&y,..., Zg). Jednim (a nejpfirozendjsim) z téchto systémii
je systém zakladnich vektor® parity podle nasledujici definice.

Definice 2.2.5 Predpokladejme, Ze sloupce paritni matice B™ jsou ocislovany pocinaje
nulou. Potom vektor tvorici sloupec matice B™ | jehoZ index v bindrnim zdpisu obsahuje
pouze jednu jednicku ma i-t€ pozici zleva, nazveme i-tj ZAKLADNI VEKTOR PARITY a
(n)

i

budeme ho znacit p

Priklad 2.2.3 Pro lepsi citelnost predeslé definice uvedme ndsledujici priklad zdkladnich
vektoru parity pro n = 4:

ﬁ 1= ( 17 _17 17 _17 17 _17 17 _17 17 _17 17 _17 17 _17 17 _1>T7

(Srovnej s obrdzkem [2.1).

Necht Z je matice z ¢isel 0 a 1 o n sloupcich a 2" ¥adcich a necht j-ty fadek této
matice je roven bindrnimu zapisu ¢isla 7 — 1. Déle predpokladejme, Ze matice A vznikla
z matice Z zaménou 1za —1 a 0 za 1. Potom A = (g™, ... ,ﬁ(")1>.

Definice 2.2.6 Oznaéme symbolem E™  ¢tvercovou matici fadu 2" obsahugjici samé
jednicky. Symbolem I™  oznacme jednotkovou matict radu 2™.

Algebraickou strukturu matic sdruzenych k zakladnim vektorim parity popisuje na-
sledujici lemma.
Lemma 2.2.8 Piedpoklddejme, e n L2k o ™., ..., 8", jsou odpovidajici zdkladni
vektory parity. Potom plati:
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1. prol1 <5<k je

M - :Eu—l)@( 1 1) o B¢,
", -1-1
a
M - B (1 —1> o B¢
P, 1-1
2. Prol < j <k plati, Ze
M ., =M
b k+j b j

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Pro aplikaci predchoziho algebraického popisu sdruzenych matic zakladnich vektori
parity bude uzite¢na nasledujici identita, platna pro tenzorovy soucin matic.

Lemma 2.2.9 Nechtf matice A, B a C , D jdou spolu ndsobit v tomto pofadi.
Potom plati identita

(A®B)- (CoD)=(A-C)e(B- D).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Za hlavni zavér této podkapitoly lze povazovat tvrzeni, jehoz obsahem je skutecnost,
ze kazda linearni kombinace sdruzenych matic zakladnich vektort parity je potencialné
rostouci.

Tvrzeni 2.2.10 Nechf n 2%k a § je libovolnd linedrni kombinace zdkladnich vektord

parity ﬁ(”)l, . ,ﬁ(n)n . Potom matice My je potencidlné rostouct.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Evidentnim dutsledkem je nasledujici tvrzeni:

Tvrzeni 2.2.11 Nechtn < 2k, § € {—1,+1}*" je prdh systému zdkladnich vektori parity
a konstantniho vektoru. Potom matice M g je potencidlné rostouct.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Vezméme v tivahu booleovskou funkei x0r definovanou na krychli {-1,+1}2. Po-
tom odpovidajici zékladni vektory parity jsou (1,—1,1, —1)T a(l,1,—1, —1)T. Vektor 4

funkénich hodnot xor je pfitom roven y = (—1,1,1, —1)T. Potom ale M,g = (7} _})
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neni potencialné rostouci matice, tedy 4 nemuze byt prahem zakladnich vektord parity
a konstantniho vektoru.

Algebraicka struktura zakladnich vektori parity nam umozni pfesné spocitat pocet
od sebe rtznych prahovych vektori tohoto systému. Zdturaznéme vsak, ze tento pocet
neni roven poctu booleovskych funkei realizovanych binarnim perceptronem v klasickém
slova smyslu (ten neni znam, v dalsim uvedeme pouze nékteré znamé odhady), nybrz
poc¢tu booleovskych funkci realizovanych perceptronem s nulovym prahem. Bohuzel za-
vedeni nenulového prahu podstatnym zptisobem tuto analyzu poc¢tu prahii zkomplikuje.
Vezmeme-li ale v ivahu pouze nulovy prah, plati nasledujici.
™ zdkladnich

Tvrzeni 2.2.12 Pron < 2k je pocet riznych prahd systému p n

vektortd parity roven ¢islu 2F*+1),

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

2.3 Inkluze zakladnich trid booleovskych obvodu

V naésledujicim obratime pozornost na mnoziny booleovskych funkei, které lze vyjadrit
booleovskymi neuronovymi sitémi (obvody) rtizné hloubky. Zavedeme t¥idy booleovskych
funkci, n-proménnych, které lze spocitat obvody, jejichz pocet uzld je polynomialné ome-
zen v n.

Uvidime, zZe dtlezitou roli hraji tzv. a-symetrické booleovské vektory. Na zakladé vy-
kladu o prahovych vektorech ukédzeme zptisob separace jednotlivych tiid prahovych vek-
tord pocitanych obvody rtizné hloubky. Zacneme s definici booleovského obvodu.

Definice 2.3.1 BOOLEOVSKY OBVOD je acyklicky orientovany graf s hranovym a vrcho-
lovym ohodnocenim a jedinnym vrcholem, ze kterého nevede Zadnd hrana. Vrchol tohoto
grafu mazyvdme VSTUPNI VRCHOL , nevede-li do néj Zidnd hrana, VYSTUPNI VRCHOL
, nevede-li z néj Zddnd hrana, a VNITRNI VRCHOL , meni-li ani vstupni, ani vystupni.
Hodnoty hranového ohodnocent jsou obecné redlnd cisla, ohodnoceni hrany z vrcholu i do
vrcholu j nazveme VAHOU HRANY ¢ — j a budeme znacit w;_;.

Ohodnocent vrcholi jsou usporadané dvojice (v,t) € {—1,4+1} x R, které pro vrchol i
budeme budeme znacit jako (v;,t;). Hodnotu v; u vstupnich vrcholi nazgvdme vstupnimi
hodnotami, ohodnoceni v; u vystupnich vrcholi, vystupnimi hodnotami. Ddle, ohodnocent
vnitrnitho a vystupniho vrcholu v splnuje rovnost

Uzg@( > wj—»i'vj_ti)-

{ili—i}

Definice 2.3.2 VELIKOST BOOLEOVSKEHO OBVODU je pocet vnitinich vrcholi. HLOUBKA
VRCHOLU v je definovdna jako délka nejdelsi cesty mezi libovolnym vstupnim vrcholem a
vrcholem v. HLOUBKA BOOLEOVSKEHO OBVODU je rovna mazimu hloubek viech vnitr-
nich vrcholi. DIMENZE BOOLEOVSKEHO OBVODU je rovna poctu vstupnich vrcholi.
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V této definici booleovského obvodu pripoustime existenci prahovych hodnot ¢; jed-
notlivych uzli (neuronit) booleovského obvodu. Toto rozsifeni ve srovnani s definici praho-
vého vektoru systému &, ..., &g ale stdle umoznuje pouzivat vSech vlastnosti prahovych
vektorl pii analyze booleovskych obvodi, protoze existenci prahovych hodnot ¢; v uzlech
booleovského obvodu Ize simulovat existenci konstantniho vektoru v systému &1, ..., Zg .

Definice 2.3.3 Booleovsky obvod dimenze n, n > 1, pocitd vektor g € {—1,+1}*", prdve

kdyz existuje takové ocislovani vstupnich vrcholu 14, ... ,1, a takoveé hranové ohodnocent,
zZe pro kazdé ohodnoceni vstupnich vrcholi cisly £1, je ohodnoceni vystupniho vrcholu
rovno cislu 4., kde index v md v bindrnim zdpisu na pozici k nulu, je-li i, = —1, a

jednicku, je-li 1, = +1.

Pro lepsi pochopeni pfesného vyznamu predeslé definice uvedme jednoduchy priklad.
Vektor ¢ & (1,1, -1,1,—-1,-1,1, —1)T je pocitan booleovskym obvodem B, pravé kdyz
pro zobrazeni B :{—1,+1}* — {—1,+1} , které obvod realizuje plati

B(( 1, 1, DH)= 1,
B(( 1, 1,-D")= 1,
B(( 1,-1, 1D")=-1,
B(( 1,-1,-1)")= 1,
B((-1, 1, 1)7)=-1,
B((-1, 1,-1)")=-1,
B((-1,-1, 1)")= 1,
B((-1, -1, —-1)")=—1.

Z tohoto prikladu je souvislost mezi hodnotami vstupnich uzli a hodnotami slozek vektoru
Y jiz ziejma.
Dale definujme t¥idy prahovych vektort, pocitanych polynomialné velkymi booleov-

skymi obvody hloubky d.

Definice 2.3.4 Predpokladejme, Ze mame zaddnu posloupnost
A g, e (1,41} Ine{1, ..., 00} |,

a necht p(z) je danyj redlng polynom. Potom A le#i ve tridé LT , jestlize pro kazdé
n > 1 existuje booleovsky obvod dimenze n, jehoZ hloubka je ne]vyse d a velikost nejvyse
p(n) , takovy, Ze pocitd vektor y,. Ddle definujme tridu

LT, < U LT,
{»|p je polynom}

Necht navic pro prislusné booleovské obvody plati, Ze jejich vahy jsou omezeny zhora hod-
notou p(n) . Potom prislusnou tridu budeme znacit LT,

Definice 2.3.5 Vektory tvorici sloupce paritni matice B™  pudeme nazyvat vektory
parity.
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Definice 2.3.6 Necht A < {gjn e {-1,+1}*" |ne{1,..., oo}} a necht p(x) je dany re-

dlng polynom. Potom tekneme, Ze A leZi ve tiidé PT15 , existuje-li prirozené€ cislo
k < p(n) a systém vektoru parity ﬁ(”)l, ...,ﬁ(”)k € {—1,+1}*" | tak, Ze vektor g, je
jejich prahem. Ddle definujme tridu

PT, = U PT, .
{p|p je polynom}

Necht navic piislusné koeficienty w; jsou omezeny zhora hodnotou p (n) . Potom prislus-
nou tridu budeme znacit PT,

Jak jiz bylo feceno v predeslé kapitole (viz. tvrzeni R.2.5), pro odhad poctu vektort
&1,...,%g , pro které je dané 9 prahovym vektorem, lze zdola odhadnout na zikladé
znalosti hodnot standardniho skalarniho soucinu vektoru ¥y s vektory &q,...,%g .

Vlastnosti vektoru g , definovaného v nasledujici lemmé, nam umozni od sebe odse-
parovat tiidy LT, a PT, .

Lemma 2.3.1 Nechtn = 2k, i° je bindrni zdpis ¢isla i a definujme vektor ﬁ(”) dimenze
2" predpisem
-1 Sy =4 mod 0,1

pro

1 S () =4 mod 2,3

_(n) def
(n) do

Potom pro libovolné vektory parity ﬁ(") (t.5. sloupce matice B™ ) plati

<§<n> ﬁ<n>> < o%.

DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

m Dikaz:

Nyni zavedeme dalsi tiidu prahovych vektort, kterou jak uvidime, lze spocitat velmi
snadno booleovskym obvodem hloubky 2 linearni velikosti.

Definice 2.3.7 Necht n je pFirozené &islo, §y € {—1,+1}*" a a€{0,...,2"—1} . Potom
vektor Y je a-SYMETRICKY VEKTOR , prdavé kdyZ hodnota g, zdvisi pouze na cisle

ki(ib)k ()

(tedy pouze na souctu jednicek v bindrnim zdpise i, které jsou na téch pozicich, kde je v
bindrnim zdpisu ¢isla o hodnota 1). Ddle budeme symbolem SYM, oznacovat mnoZinu
vSech a-symetrickych vektord pro a€{0,...,2" —1} .

Tvrzeni 2.3.2 Necht n je prirozené ¢islo, § € {—1,+1}2" je (2" — 1)-symetricky vektor
a necht ¢isla di,...,d,, jsou délky po sobé jdoucich konstantnich tseki v posloupnosti

@_/'21,1, I!_j22717 s 7g2"—1' (23)
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Ddle pro ke{l,...,m} definujme funkce vy :{—1,4+1}" — {—1,+1} jako

Potom plati, Ze

—- (1 - i (=1 (75 (@) - 1)) =Ygt (2.5)

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Toto tvrzeni v podstaté popisuje booleovsky obvod pro vypocet libovolného a-symetric-
kého vektoru. Architektura tohoto vektoru je popsana na obrazku E.3. Obsah predeslého
tvrzeni 1ze formulovat také nasledovné.

Disledek 2.3.3 Kazdy a-symetricky vektor je mozno spocitat booleovskym obvodem hloubky
dva, ktery md linearné omezené vahy a linedrné omezeny pocet vrcholi.

Protoze pro kazdé a je a-ty vektor parity a-symetrickym vektorem, lze vektory parity
realizovat ve tiidé LT,. Uvazujme booleovsky obvod zobrazeny na obrazku R.3. Necht A
je mnozina t&ch vstupnich vrcholfl, pro které je (a’); = 0. Dale ohodnofme veskeré hrany
jdouci z vrcholfi v mnoziné A hodnotou 0. Nechf vechny zbylé hrany jsou ohodnoceny
zptsobem popsanym v tvrzeni £.3.2. Potom takovyto obvod hloubky 2 zfejmé pocita a-ty
vektor parity.

Nasledujici dvé tvrzeni popisuji zakladni inkluze mezi tfidami LT, , PT,, LT, ,
SYM, . Dtikazy obou dvou tvrzeni jsou analogické, zalozené na odhadu ve vyrazu 2.

Jednotlivé inkluze jsou vesmés ziejmé z predeslého vykladu. Ostrost inkluzi se obecné
dokaze tak, Ze pro vybrany vektor 3 spocitdme jeho standardni skaldrni soucin se
zakladnimi vektory parity a tyto hodnoty pouzijeme v odhadu pro pocet vektoru &;
nezbytnych k tomu, aby ¥ byl jejich prahem. Timto zptisobem vzdy dokazeme, Ze pocet
vektori @q,...,Zg nemuZe byt polynomialné pro dany vektor 4 omezen.

Tvrzeni 2.3.4 Plati inkluze:
1. PT, c LT, a PT, C LT,

2. SYM, ¢ PT, a SYM, ¢ PT,.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Tvrzeni 2.3.5 LT, C LT, a LT, # LT,.
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m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Nyni shrneme dosavadni poznatky o inkluzi ti¥id booleovskych obvodi. Necht 3 je
takovy, ze M g = B (”), n =2k, Z oznacuje mnozinu viech zakladnich vektort parity a
X oznacuje mnozinu ostatnich vektorti parity. Potom plati inkluze popsané nésledujicim
diagramem:

4 N

e )

sYm, g™

\uT, ur, )
\u, i S

Obrazek 2.3: Inkluze zékladnich tiid booleovskych obvodi.

Cviceni 2.3.0 Booleovské obvody

(n)

1. Navrhnéte booleovsky obvod hloubky 2, pocitajici vektor @ definovany v lemmeé

Z3.

2. Navrhnéte booleovsky obvod hloubky 3, pocitajici vektor, jehoZ sdruZend matice je
rovna matici parity B™

2.4 Odhady velikosti vah prahového vektoru

Dilezitou informaci o booleovskych obvodech je také odhad velikosti vah, nezbytnych pro
vypocet daného vektoru 4 . Dosud jsme se timto problémem nezabyvali, ukizeme ale, ze
tzce souvisi s hornim a dolnim odhadem poc¢tu praht systému vektoru &i,...,Zg , kde
alespon jeden z vektoru &; je konstantni.

Protoze pro dany vahovy vektor prahu 3 je jeho libovolny nenulovy nasobek opét
vahovym vektorem pro prah 4 , mohou byt velikosti vah libovolné. Nas ale zajimaji
velikosti vah pfedevsim z hlediska posouzeni toho, zda jsme schopni pro dany booleovsky
obvod jeho vahy ulozit v paméti — zajima nas tedy de fakto odhad na pocet bitti nutnych
k ulozeni vah booleovského obvodu. Ziejmé vzhledem k hustoté racionalnich ¢isel na
realné ose staci brat v tvahu pouze racionalni vahy. Proto miizeme bez ijmy na obecnosti
brat na zretel pouze takové vahové vektory, které maji celoc¢iselné slozky, a zajimat se o
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horni odhad velikosti téchto slozek. Navic vétsina tvrzeni umoznuje zhora odhadnout tzv.
celkovou véhu, tedy &islo 327 |w;|, coz je ale k verifikaci polynomialniho odhadu poctu
bit nutnych k ulozeni vah postacujici.

2.4.1 Dolni odhad — diskrimina¢ni lemma

Nejdrive vyslovime tzv. diskriminacni lemmu a na nasledujicim ptikladé ukizeme jeji
uzite¢nost pro odhad velikosti celkové vahy.

Lemma 2.4.1 Necht &i,...,&s jsou z {—1,+1}" a vektor 4y je prahem tohoto
systému s celociselnymi koeficienty linedrni kombinace wq,...,ws a w = Ty Jwgl

Necht dale B je ¢tvercovd matice Tadu n, pro kterou plati, Ze

(Vke{L,...,n}) (BY)r - 4 = 0)
Potom plati:

n
. z; | By > B4).|.
w- _max {|{&|Bg)l} > g::l |(BY)s|
m Dikaz:

DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Vyznam diskriminac¢ni lemmy pro odhad velikosti vah spo¢iva v moznosti Siroké volby
matice B . Ptii vhodné volbé této matice mizeme pro dany systém vektord dostat na
zékladé tvrzeni diskriminacni lemmy dolni odhad na soucet absolutnich hodnot vah. Ilu-
strujme tuto skutec¢nost na nasledujicich prikladech.

Piiklad 2.4.1 Necht T™ je ctvercovd matice #adu 28 takovd, Ze na hlavni diagondle a

vSude nad ni jsou jednicky a vsude pod hlavni diagondlou jsou pouze —1. Potom lze velmi

snadno ovérit (nebot M s, = EUY o (_} _5 ® E*) ¢ M 5, = M:C(Qk) ), Ze
P _ 2 p

pro i-ty zdkladni vektor parity ﬁ(%)i, ie{l,... .k}, plati
<T<k>

Necht y € {—1, +1}22k je takovy vektor, Ze matice T*) je k nému sdruzend. Na zdkladé
diskriminacni lemmy a z predchozich rovnosti dostavame pri volbé matice B  rovné
identické matici, Ze celkovda vdha Y , jakoZto prahu zdkladnich vektori parity, musi byt
alespori rovna 2871,

J

, M e,

(3

+i

Mﬁ@k) > =2+ ) <T(k)

> — a1 (T |EWY) = 2*

Tento odhad ale zdaleka neni optiméalni, ukazeme vsak v nasledujicim ptikladé, ze
vhodnou volbou matice B ho lze podstatné zlepsit.

Priklad 2.4.2 Nyni pro stejny vektor 1y jako v prikladé predeslém provedeme odhad
celkové vahy s vyuzitim matice B, zkonstruované ndsledovné. Necht pomocnd matice
G je c¢tvercovd fddu 2%, majici tésné pod a nad hlavni diagondlou jednicky a na ostat-
nich mistech nuly s vgjimkou prvku na pozici (1,1) (p7i cislovdni tad od jedné), ktery
je opét jednicka. Necht Z je vektor, pro ktery je matice G matici sdruZenou. Potom
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definugme matici B jako diagondlni matici, s vektorem Z na hlavni diagondle. Nyni
spocitegme skaldarni souciny vektori ﬁ(")l, e ,ﬁ(")n . n 2 2k, s vektorem BY, neboli
spocteme skaldrni souciny matic M#(n)i s matict MB'g . Ztejmé ale matice MBQ
ma tésné nad hlavni diagondlou 1 a tésné pod hlavni diagondlou —1 a na pozici (1,1)
jednicku. Odtud plyne, Ze vSechny uvaZované skaldarni souciny jsou rovny —1, protoZe ma-
tice sdruzené k zdkladnim vektorim parity jsou po sloupcich (tddcich) konstantni, tedy
skaldrni souciny jednotlivych rad techto matic s odpovidajicimi radami matice M By
gsou nulové (v kazdém sloupci matice MB@ je pouze jedna 1 a jedna —1) s vyjimkou
pruniho a posledniho sloupce (Tddku). Skaldrni soucin téchto dvou tad je roven —1. Stejné
tak je <E(k) ’MBQ> = 1. Nawic je ziejmé, ze i, |(BY)i| = 2 - 2% — 1, tedy dostdvdme
z diskriminacni lemmy nerovnost

w>2-2F -1 =291 _1,

Na slozky vektoru 3 z prikladu se muzeme divat jako na vysledek porovnani velikosti

indexi v matici T(k) =M g Lze tedy vyvodit zavér, ze kazdy booleovsky obvod hloubky
1, porovnavajici dvé libovolna ¢isla s binarnim zapisem délky nepfesahujici hodnotu k,
musi mit vahy se sou¢tem absolutnich hodnot alespon 2+ — 1. Tento odhad je optimalni,
nebot takovyto obvod lze snadno zkonstruovat. Vidime tedy, Ze vysledky ziskané pouzitim
diskrimina¢ni lemmy mohou byt velmi rozdilné a jsou silné zavislé na matici B .

Cviéeni 2.4.1 Diskriminaéni lemma

1. Oveérte, Ze pro i€{1,...,k} , plati

<T(k)

Mﬁ@mi > =2+,

2. Dokazte, Ze vektor 4 definovany v prikladé [2.4.1 neni prahem systému zdkladnich
vektori parity (jingmi slovy, k jeho vypoctu je nutno mit k dispozici nenulové prahy).

3. Navrhnéte booleovsky obvod hloubky 1, pocitajici vektor iy jako prdah systému zd-
kladnich vektoru parity a konstantniho vektoru, ktery md soucet absolutnich hodnot
vah roven 281 — 1.

2.4.2 Horni odhad velikosti vah a poc¢tu prahovych vektori

Nyni obratme pozornost na odhady poc¢tu prahovych vektori klasického binarniho per-
ceptronu, t.j. perceptronu, jehoZ vystupem je hodnota sgn (qu:l w;Z; — t) , kde Z; jsou
vstupni hodnoty a t je prahova hodnota. Tento model perceptronu pocita prahové vek-
tory systému zakladnich vektort parity a konstantniho vektoru, jehoz prostrednictvim je
realizovan prah. Vychozim pojmem k odhadu poctu takovychto prahti je tzv. jadro prahu
tém nerovnic,

i W; (CEZ)] < :_'_-jj7 pro gj =—1,

no - (= _ _—
Doic1 W; (mz)] >y, pro y;=1,

ktery zarucuje, ze jeho fesenim jsou vahy pro prah ¥ . Uvidime, Ze pro prah ¢ vektort

T1,...,Tg takovyto systém vzdy existuje, nerovnice v ném nabyvaji rovnosti a pocet
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téchto nerovnic je roven pravé ¢islu S. (Jinymi slovy, matice B realizujici pfesny odhad
velikosti vah v diskrimina¢ni lemmé musi obsahovat pro systém &;,...,%g alespon S
jedni¢ek a na druhé strané takovato matice s pravé S jednickami existuje).

Definice 2.4.1 Necht § je prahem systému vektori &i,...,&s z {—1,+1}", X je
matice, jejiz sloupce jsou tvoreny vektory €; a €2 je matice o S sloupcich a 25 Fadcich,
jejiz i-ty sloupec je roven i-tému zdkladnimu vektoru parity ﬁ(s)i. Necht © € RS splniuje
ndsledugici tri kritéria (zde funkce sgn je brdna po sloZkach, |Z| je vektor tvoreny
absolutnimi hodnotami sloZek vektoru Z a 1 oznacuje vektor tvoreny jednickamsi):

1. §Q7L(Xé) =g
2, ]Qé] >1

3. pocet sloZek vektoru ’Q@)‘ rovnych jedné je maximalni pres vsechny vektory é*,

splriugici predeslé dve podminky (je-li takovychto O vice, bereme v uvahu libovolny
z mich).

Kazdé © wyhovugici predchozim podminkdam nazveme JADRO PRAHU 4 .

Existence vektoru © plyne z predpokladu, Ze 4 je prahem systému &, ..., &5 . Déle
pfipomenme, ze i-ty fadek matice €2 odpovida bindrnimu zapisu ¢isla i. Protoze pocet
téchto fadkt je roven 2°, obsahuji fadky matice € vSechny mozné S—¢lenné posloupnosti
la-—1.

Lemma 2.4.2 Predpokladejme, Ze © je jadrem prahového vektoru y systému &q,...,Tg
a Ze matice A je podmatice matice Y, tvorend témi Tadky 7T matice Q , pro které
plat? 'FT@’ = 1. Potom hodnost matice A je rovna ¢islu S.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

K odhadu poc¢tu rtznych praht systému zakladnich vektord parity a konstantniho
vektoru bude uzitec¢na nasledujici elementarni lemma o determinantu matic obsahujicich
pouze +1.

Lemma 2.4.3 Nechtf A je ctvercovd matice vddu m s prvky z mnoZiny {—1,+1} .
Potom det A je délitelny ¢islem 2™ 1.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Tvrzeni 2.4.4 Necht ¥y je prahem systému vektori &,...,&s z {—1,+1}" . Potom
existuji celociselné vahy w; pro y tak, Ze pro vSechna i€{1,...,n} plati odhad

[0

S

(2.6)
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m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Skutecnost, ze vahy jsou dany jako reseni soustavy rovnic s koeficienty £1, umoznuje
horni odhad poc¢tu praht.

Tvrzeni 2.4.5 Pocet prahovych vektori systému @&q,...,%&s je zhora omezen cislem
2
25 +S'

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Jesté poznamenejme, Ze pocet riznych prahii pro systém zakladnich vektori parity o
dimenzi 2° a konstantniho vektoru je roven poctu reguldrnich soustav (S + 1)-linearnich
rovnic s koeficienty 4+1 a pravou stranou tvorenou také +1.

2.4.3 Dolni odhad velikosti vah a poc¢tu prahovych vektoru

Nyni se kratce budeme vénovat dolnimu odhadu velikosti vah a poc¢tu prahovych vektort.
Uvidime tizkou souvislost téchto dvou odhadi. K diikazu dolniho odhadu poc¢tu praht je
nutné tvrzeni lemmy nasledujici.

Lemma 2.4.6 Necht 3y je prahem systému vektori &q,...,Es dimenze n, takovych,
Ze matice jejiz sloupce jsou rovny vektorum @&,,...,&s , md vSechny tadky po dvou od
sebe ruzné. Potom existuji vahy w takové, Ze

(Vi,je{l,...,n}) (z £j=> (é :zkwk> £ (fj @@k)) .

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Na podkladé této lemmy lze provést dolni odhad poétu prahovych vektora ([YIG5],
[Smi65]). Tento dolni odhad provedeme indukei podle poc¢tu prahovych vektord, a to tak,
ze pro libovolny prah systému k-zékladnich vektort parity a konstantniho vektoru (vse
dimenze 2*) zkonstruujeme 2* + 1 od sebe riznych prahovych vektorti systému zakladnich
vektorfi parity a konstantniho vektoru dimenze 2¥*!. Navic pro rtizné prahové vektory
dimenze 2¥ budou takto zkonstruované prahy dimenze 2¥*! od sebe navzijem rtizné.

Z geometrického pohledu je podstata zminéné konstrukce nésledujici (berme v tivahu
k = 2). Pfedstavme si v roviné ¢tverec (napt. (—1,1) x (—1,1)) a libovolnou piimku p.
Dale predpokladejme situaci, kdy s primkou p pohybujeme v jejim normalovém smeéru. Po-
tom v kazdé poloze tato primka rozdéluje vSechny vrcholy ¢tverce na dvé mnoziny. Ziejmé
miizeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat (viz. lemma P.4.G), Ze nikdy nenastane situ-
ace, aby primka p protinala soucasné dva vrcholy ¢tverce. Tedy pohybem takové primky
p ve sméru jejiho norméalového vektoru dostaneme celkem 2% 4+ 1 = 5 rfiznych rozdéleni
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vrcholt ¢tverce. Necht uvazovany ¢tverec lezi v pevné zvolené roviné trojrozmérného pro-
storu a tvori jednu sténu trojrozmérné krychle. Ponechme primku p fixovanou v néjaké
poloze. Rovinou obsahujici opa¢nou sténu krychle (ozna¢me tuto sténu z) rovnobéznou
s puvodnim ¢tvercem vedme piimku ¢, kterd je rovnobézné s piimkou p a pohybujme
primkou ¢ ve sméru jejiho normalového vektoru, ktery je rovnobézny se sténou z.

Ztejmé pirimka q rozdéluje vrcholy lezici na sténé z stejnym zptisobem jako primka p v
ptvodnim ¢tverci pred svoji fixaci. Evidentné rovina, obsahujici obé ptimky p a g rozdéluje
vrcholy krychle do dvou mnozin, a to pravé 2¥ + 1 zptisoby podle aktualni polohy piimky
q. Z¥ejmé jsme pro pevné zvolenou piimku p dostali 2% + 1 rtiznych rozdéleni vrcholi
krychle do mnozin A, B, AN B = (). Pfitom je evidentni, 72 A a B jsou linedrné
separovatelné pravé rovinou obsahujici pfimky p a ¢.

Na druhé strané pouzijeme-li piimku p' takovou, #e mnoziny vrcholi pivodniho ¢tverce
vymezené primkou p jsou rozdilné od mnozin vrcholid ptvodniho ¢tverce vymezené pfim-
kou p', dostévame, Ze pro zadné dvé takto vzniklé mnoziny A a B nemtize platit A = A',
nebot se musi lisit ve vrcholech krychle lezicich v ptivodnim ¢tverci. Tato konstrukee je
obsahem dtikazu nasledujiciho tvrzeni a je ilustrovana na obrazku 2.4.

Tvrzeni 2.4.7 Pocet prahovych vektori systému 1—7»(5)1’ . ,ﬁ(s)s, éY zdkladnich vektord
parity a jednotkového vektoru e je zdola omezen cislem 275

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Tohoto tvrzeni lze piimo vyuzit pro nasledujici tvrzeni, které rika, ze existuje prahovy
vektor, jehoz celkova vaha je exponencialni v S, coz znamena, ze k zapisu jeho vah je
potieba linearniho poctu bit.

Tvrzeni 2.4.8 FExistuje prah systému ﬁ(s)l, o p®

S,é(s) zakladnich vektoru parity a
jednotkového vektoru e

, pro jehoZ vechny celociselné vahové vektory w plati odhad
S—2 S .
k=1

Navic W lze volit tak, Ze plati

IN
et

> || 5

k=1

n

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

2.5 Otazka existence prahového vektoru

V této podkapitole budeme analyzovat problém, zda pro dany vektor 4 a pro dany
systém vektoru &i,...,&s lze efektivné rozhodnout otazku, zda 9y je prahem zminéného
systému vektort.
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Pro tuto analyzu budeme potiebovat tvrzeni Farkasovy véty, které zde nebudeme
dokazovat a které vyslovime v nasledujicim tvaru (dikaz lze nalézt v kazdé ucebnici
linedrniho programovani, pro studenty MI FJFI CVUT doporuéuji prednésku J. Pytlicek—
Linearni programovani):

Lemma 2.5.1 (FarkaSovo) Z ndsledugicich dvou soustav linedrnich nerovnic

1. AW >b,b+0
2. 2TA <0, 2T > 0,

md prave jedna nezdporne resend.

Nyni vyslovime nutnou a postacujici podminku pro to, aby vektor 4 nebyl prahovym

vektorem systému vektora &q,..., &g ([Mux7I]).
Tvrzeni 2.5.2 Vektor y neni prahem systému vektori &.,...,%s pravé kdyz soustava
Nerovnic

Z'diag(§)X <0, Z'1>0, (2.7)

(kde diag(y) je diagondlni matice s vektorem 4 mna hlavni diagondle) ma nezaporné
resent.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Ekvivalence dokazana v predchozim tvrzeni méa zasadni disledek pro aplikaci boole-
ovskych obvodii, bohuzel velmi negativni, protoze nésledujici problém

INSTANCE:LINEARNI PROGRAMOVAN{
Celociselna matice A | celociselné vektory €, b, odpovidajicich dimenzi.

PROBLEM:
Existuje racionalni vektor Z tak, Ze plati Z'A <é, ZTp > 07

lezi ve t¥idé NP—aplnych problémi (viz [GJI7Y], str. 287-288). Tuto skutec¢nost lze na
zakladé tvrzeni 2.5.7 preformulovat nasledovné:

Tvrzeni 2.5.3 Ndsledujici probléem

INSTANCE:PRAH SYSTEMU VEKTORU
&y,..., %5,y € {—1,+1}".

PROBLEM:

Je vektor y prahem systému &,,...,%g ¢

lezi ve tride NP—uplnych probléma.
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Obréazek 2.2: Booleovsky obvod pro vypocet a-symetrickych vektort (pron = 5am = 3).
Uzly &4 a U4 slouzi pouze k prenosu konstantniho vstupu (prahové vahy). Vahy hran mezi
vstupni a prostiedni vrstvou jsou popsany vzorci B.4, vahy mezi uzly prostiedni vrstvy a
vystupniho uzlu jsou popsany vzorci 2.3.

Obrézek 2.4: Konstrukce 241 prahovych vektort odvozenych z daného prahového vektoru
pro k = 2.



Kapitola 3

Aproximaéni moznosti neuronovych
siti

Finmanovo pravidlo

NIKOMU SE NECHCE PRACOVAT SE VZORCI,
KTERE VYMYSLEL NEKDO JINY.

Pod aproximacnimi vlastnostmi umélych neuronovych siti budeme rozumét prede-
vsim schopnost neuronovych siti odpovidat na zadané vstupni hodnoty takovou vystupni
hodnotou, ktera bude blizko hodnoté predem dané funkce v argumentu, ktery obsahuje
vstupni hodnoty sité.

Ukézeme, 7e je-li K kompaktni mnoZzina v R" , pak neuronova sit s jednou skrytou
vrstvou miize uniformé aproximovat libovolnou spojitou funkci definovanou na K . Tento
problém je zajimavy zejména z toho divodu, ze nejcastéjsi zptisob aplikovani neuronovych
siti, t.j. oddéleni (separace) vice mnozin vzajemné od sebe, lze formulovat jako problém
aproximace charakteristickych funkci téchto mnozin.

Jak bylo popsano v iivodni kapitole, jediny perceptron dokaze rozdélit vstupni prostor
R™ do dvou poloprostori. Ziejmé tedy sit sestavajici z vice perceptront, které jsou para-
elné vedle sebe a jejichz vystupy jsou vstupnimi hodnotami jediného vystupniho neuronu
(tzv. tiivrstva neuronova sit), dokaze z prostoru R" vydélit prinik m poloprostori, kde
m je poCet neurond v prostiedni vrstve.

Budeme-li mit disjunktni kone¢né mnoziny A, B € R, pak ziejmé existuji vzajemné
po dvou disjunktni konvexni mnoZiny ap,...,a , bi,...,b , z nichz kazda je tvofena
primikem kone¢ného poc¢tu poloprostorii (je tedy polyedrem) a pro které plati, ze A C

Predpokladejme, Ze mame vicevrstvou neuronovou sif, tvofenou perceptrony, a ze po-
¢et neuronti ve druhé vrstve je roven poctu poloprostorti, nezbytnych k vytvotreni systému
mnozin ar,...,a a by,...,by , a ze kazdy z neurontt druhé vrstvy nabyva hodnoty
+1 podle toho, na jaké strané daného poloprostoru je aktualni vstupni vektor. Chceme-li
vytvoiit sit, kterd pro vektory z (! @; déava hodnoty odlisné od vektort z [J¥ b;, miiZzeme
se na tento problém divat jako na problém vytvofeni konkrétni booleovské funkce, je-
jiz proménné jsou hodnoty neuronti druhé vrstvy. Z¥ejmé funkce NOT , AND & OR jsou
vSechny linearné separabilni a tudiz vyjadiitelné pomoci perceptronu. Soucasné ale trojice

29
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funkei NoT | AND & OR tvoii tzv. uplny systém vyrokové logiky, coz znamena, Ze jejich
skladanim a uzavorkovanim lze vyjadrit jakoukoli booleovskou funkci libovolného poctu
proménnych. Z toho ale vyplyva, Ze vicevrstva sif perceptroni, separujici od sebe dvé
dané koneéné disjunktni mnoziny A, B (obecndji dva disjunktni systémy disjunktnich
konvexnich polyedri) vzdy existuje.

Otazkou ziistava horni a dolni odhad poc¢tu neuronti ve vrstvach a pocet téchto vrstev.
V obecném piipadé aproximace funkce stejnomérné spojité na kompaktu K miizeme vy-
tvofit koneéné e-disjunktni pokryti D tohoto kompaktu a aproximovanou funkci nahradit
funkci 1/7 , po castech konstantni na tomto pokryti. Zirejmé funkci 1/7 miiZzeme presné
aproximovat neuronovou siti (disjunktni pokryti D Ize volit jako systém polyedrii) a ze
stejnomeérné spojitosti plyne, ze pro ¢ — 0 lze stejnomérné spojitou funkci aproximovat
libovolné presné siti sestavajici se pouze z perceptront. Otazkou vsak zustava odhad na
velikost takovéto sité.

Obecné 1ze problém analyzy aproximacnich vlastnosti neuronovych siti se tfemi vrst-

vami formulovat jako problém vyjadfeni dané funkce f :R" — R ve tvaru souctu

<5 (zlja (fij:z + tj)) :
j=1

kde g a o jsou funkce jedné realné proménné.

V nésledujicich podkapitolach se timto problémem budeme zabyvat a ukadzeme Ctyfti
pristupy k analyze aproximacnich vlastnosti neuronovych siti. Tyto pristupy jsou primarné
zalozeny na Stone-Weierstrassoveé vété, vlastnostech dualnich prostorti, vyuziti Kolmogo-
rovovy véty a konec¢né na aplikaci konvoluce funkci.

&

f (&)

3.1 Duisledky Stone-Weierstrasovy véty

Nyni ukadzeme piimy pristup k analyze aproximacnich vlastnosti ([EI94]). Zakladni pii-
stup je zalozen na nasledujicich principech. Nejdiive aproximujeme spojitou funkci jedné
realné proménné funkci po ¢astech konstantni, a to s libovolnou presnosti. Nasledné se
pokusime zobecnit tento typ aproximace na funkce vice proménnych. Nasledujici pojem
modulu spojitosti bude uzite¢ny v aproximacnich odhadech.

Definice 3.1.1 Necht f: K — R, kde K C R" je kompaktni mnoZina. Potom definu-
jeme MODUL SPOJITOSTI (anglicky termin: modulus of continuity) jako éislo

w(f0)2 sw o |f@) - @)

Z,ygeK
12 — gl <é

Je-li funkce f spojita, pak hodnota w (f, (5) je konecna a pro 6 — 0 se blizi k
nule také. Modul spojitosti v sobé zahrnuje rizné zpisoby vyjadreni hladkosti funkce f .
Napiiklad je-li f Lipstichovska, tedy \ F@-f ('y)‘ <L-|&—g||,L>0,&4¢€ K, tak
ziejmé plati w ( f , 5) < LJ. Modul spojitosti dava zakladni odhad, jak presné lze danou

funkci f aproximovat funkci, ktera je po ¢astech konstantni.
Nésledujici tvrzeni je zaloZzené na zrejmém faktu, Ze pro kazdou sigmoidalni funkci &
(viz [.2.0)) plati, Zze pro a — +oo funkce & (azx) konverguje bodové k 1 proz >0ak —1
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pro x < 0. Tedy & (ax) pro a rostouci nade vSechny meze konverguje bodové k prahové
funkci sgn a7 na vyjimku v bodé 0. Z toho plyne, Ze funkce = (¢ (az) — & (a(z — 1)))

2
konverguje k charakteristické funkci intervalu (0,1) .

Tvrzeni 3.1.1 Necht & je sigmoiddlni funkce. Pak existuje konstanta c tak, Ze pro
libovolné f € C 1y plati nerovnost

L 1
0o n
kde posloupnost funkci {G,}3° je definovdna predpisem

v—1

5@ 4T+ 3 (F(5) =T (7)) 7 (At =)

a pro ciselnou posloupnost {A;}3° plati, Ze A, je nejmensi kladné celé cislo, pro které
plati

1 1
lo(x)] <= pro x<—A, a l1-—<o(z)<14+—= pro z>A,.
n n

S

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Nésledujici vétu, jejiz ditkaz zde neuvedeme, (viz. napf. [Mis89], str. 220), budeme po-
tfebovat pro dikaz tuplnosti vSech sigmoidalnich funkci v prostoru vsech funkei spojitych
na kompaktni mnoziné.

Tvrzeni 3.1.2 (Stone-Weierstrass) Necht B je linedrni podprostor v prostoru Cyn
takovy, Ze obsahuje konstantni nenulovou funkci a v prostoru R" oddéluje libovolné dva

body (t.j. pro libovolné &,y € R", & # y existuje f € B tak, e f(a?) =+ f(ﬂ)) Potom B
je hustd v prostoru Cgn .

Pred vlastnim ditkazem hustoty sigmoidalnich funkei v prostoru funkei spojitych na
kompaktni mnoziné K dokézeme tvrzeni pomocné, ukazujici hustotu exponencialnich
funkei v prostoru Cj .

Tvrzeni 3.1.3 Predpoklddejme, 2 K je kompaktni podmnoZina prostoru R" . Potom

linedrni obal mnoZiny funci © = {ﬁ(i‘) — (@) |a € §R"} je husty v prostoru Cg .

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Naésledujici tvrzeni ve své podstaté ¥ikd, Ze neuronové sit typu perceptronu s libovolnou
sigmoidalni funkci & mtze libovolné presné aproximovat jakoukoli spojitou funkci na
kompaktni mnoziné.
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Tvrzeni 3.1.4 Necht K je kompaktni podmnozina prostoru R" . Potom mnoZina funkci
tvaru

k
%) ¥ Z ((w |2) + ¢;),
kde & je spojitda sigmoiddlni funkce, je hustd v prostoru Cg .

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

3.2 Aplikace dualnich prostort

Jeden z dalsich zpiisobii ditkazu hustoty daného systému funkci v mnoziné funkei spoji-
tych na kompaktni mnoziné je zalozen na funkcionalnich vlastnostech duélnich prostort.
Pripomenme strucné, ze dualni prostor normovaného vektorového prostoru X je linearni
prostor, tvofeny vSemi omezenymi linedrnimi funkcionaly definovanymi na prostoru X .
Kazdy dualni prostor s normou definovanou jako

je Banachtv prostor, coz znamen4, Ze kazda Cauchyovské posloupnost (vzhledem ke zmi-
néné normé) funkcionali duélniho prostoru mé v tomto prostoru limitni prvek. Relevance
duélnich prostorii k hustoté dané mnoziny funkci v prostoru vsSech spojitych funkeci je
predmétem nasledujici véty.

Tvrzeni 3.2.1 Nechlf’ X je normovany vektorovy prostor nad télesem R , V je jeho
podprostor. Potom V' je husty v X , pravé kdyz jediny linedrni funkciondl na X, v
jehoZ nulovém prostoru je V' obsaZen, je nulovy funkciondl.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Chceme-li tedy pro dany podprostor V' prostoru X dokézat hustotu tohoto podpro-
storu v celém prostoru, staci ukazat, ze jediny funkcional, ktery anihiluje cely podprostor
V' je nulovy funkcional. i

Jako priklad aplikace dualnich prostorti uvedeme nasledujici analyzu v prostoru Lff
a C K -

3.2.1 Hustota sigmoidalnich funkci v prostoru 55

Nyni vyuzijeme ptedchozi tvrzeni pro analyzu hustoty mnoziny vSech sigmoidalnich funkci
v prostoru funkci, jejichz p-t4 mocnina, 1 < p, je Lesbegueovsky integrabilni na kompaktu
K C R

Je vSeobecné zndmym poznatkem funkciondlni analyzy, Ze kazdy linearni funkcional
na prostoru £ff lze vyjadrit jednoznacné ve tvaru integralu



Hakl, Holena UVOD DO TEORIE NEURONOVYCH SiTi 37

| F@3(@)d(@), (3.)

pricemz g je prvek z prostoru /Lf , kde ¢isla p a ¢ jsou spolu svazana vztahem %—i— é = 1.
Abychom ukazali, Ze mnozina funkci tvaru

o ((w|x) + c) (3.2)

je husta v Ef , dokadzeme, Ze jediny anihilator téchto funkci je nulovy funkcional. Mame
tedy dokéazat nasledujici implikaci:

(Vo ({(Z|w)+c)) (/}_{5((53’|1?)>+c)§(:ﬁ’)d(53’):0>=>§(:E):0 skoro véude na K.

Diikaz provedeme sporem, pfedpokladejme tedy, ze ¢ je anihilator vSech funkei tvaru
B2 a [|g]l > 0. Nejdiive z diivodii jednodussiho zdpisu dodefinujme funkci g nulou vné
kompaktu K . Protoze funkcional B.]] anihiluje vSechny funkce tvaru B.2, musi anihilovat
i funkce

7, (2) £ 5 (n((@|z) — (@lg))),
kde 4 je libovolny vektor z K a @ je libovolny jednotkovy vektor, ||@]| = 1. Zejmé

nadrovina (@ |Z) — (@ |y) = 0 protind mnozinu K v bodé ¥ . Protoze ale

] 7 @3 @) @) =o. (33)

pro libovolné n dostavame, ze (7, konverguje bodové k —1 na mnoziné (@ |2€) < (@ |y) a
k +1 na mnoziné (@ |#) > (@ |y)) plati rovnost

D) = [ 411 a1y T @@,

/<‘1|-’73><<d|37>

protoze jinak bychom na zékladé spojitosti Lebesgueova integralu dostali spor s rovnicemi
B.3. Funkce s takovymito vlastnostmi popisuje nasledujici lemma:

Lemma 3.2.2 Necht § je funkce definovand na kompaktni mnoziné K C R" spliujici
ndsledugici podminku.:

(v e ", ] = 1) (v§ € K ( o G@a@ = W)d@).)
( ) /<a|f'3><<a|y> /<a|w>><a|y>
Potom § je skoro vsude na K rovna nule.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Tedy jediny anihilator sigmoidalnich funkci v prostoru Ef je nulovy funkcional a
proto linearni obal mnoziny sigmoidalnich funkeci @ je husty v ﬁff .
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3.2.2 Hustota v RBF funkci v prostoru Cj;

Nyni budeme zkoumat hustotu 51gm01daln1 funkce v prostoru Cz , na kterém je defino-
vana suprémova norma Hf gH = SUD e ‘f( £) — g (& )‘

Hustota v tomto funkcionalnim prostoru umoznuje aproximovat spojité funkce na
kompaktni mnoziné lokalnim zptisobem, ktery zarucuje bodovou konvergenci, narozdil od
prostoru Ef , kde je zarucena pouze konvergence podle stfedu. Stejné jako v predchozim
ptipadé (pro dikaz hustoty sigmoidalnich funkci v Cj ) potfebujeme znat obecny tvar
linearniho funkcionalu na prostoru C . Za timto Gcelem definujeme mnozinu ®r jako
mnozinu vSech redlnych regularné spocetné aditivnich funkci ¢ , zadanych na o-algebre
B, vSech Borelovskych mnozin na K , majicich koneénou totélni variaci. Nyni vyslovime
Riesz-Markov-Katukaniho vétu ([K'A77]), popisujici obecny tvar linedrniho funkciondlu v
Cgr .

Tvrzeni 3.2.3 Obecny tvar linedrniho spojitého funkciondlu ¢ na prostoru Cg lze
zapsat ve tvary

()= [ F@d(6@). Fecx,
kde gb je libovolny prvek z mnoZiny Pz .

Jednémi z dosti rozsitenych prechodovych funkci pouzivanych v rznych modelech
neuronovych siti jsou tzv. RBF funkce (anglicky termin: Radial Basis Function) . Tyto
funkce umoznuji lokalni aproximaci spojitych funkci. Jejich obecny tvar lze zavést napti-
klad nasledujici definici.

Definice 3.2.1 Necht f je libovolnd spojitd funkce takovd, Ze f:R - 0,1y ,
lim, .+ f (@) =0 alim,_o f (o) = 1. Potom kaZdou funkci g:R" — R tvaru

g (@) = f(6]E - &),
kde € je libovolny vektor a 3 € R, nazveme RBF FUNKCE odvozenou od funkce f .

Necht gg je nenulova funkce z mnoziny ®j; . Jelikoz gg mé nenulovou konec¢nou
variaci, existuje bod & takovy, Ze, bez Gjmy na obecnosti, funkce (;NS je kladna na
néjakém kruhovém okoli bodu % . Pak ale existuje pro dané f z definice RBF vektor ¢
a Cislo [ tak, ze

[ 7@~ ed @@ > o

(vné daného okoli f(J3|& — &) konverguje k nule, na okoli konverguje k 1 a ¢ ma
konecnou variaci, tedy i konecny integral) coz ale znamena, Ze 5 neni anihilatorem RBF
funkci odvozenych od funkce f . Proto je linearni obal RBF funkci odvozenych od funkce
f husty v prostoru Cg .

3.2.3 Hustota sigmoidalnich funkci v prostoru C,

Pro prostor C,; plati Riesz-Markov-Katukaniho véta B.2.3, obecny tvar funkcionalu
je tedy opét zadan integrélem. Jednim ze zpiisobt ditkazu hustoty sigmoidélnich funkci
v prostoru C\,5 je adaptace dikazu hustoty téchze funkci v prostoru Ef . Zde vsak

ukazeme primy pristup, ktery je ve své podstaté totozny s diikkazem pro prostor Ef , ale
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diky jednorozmérnosti daného defini¢niho oboru nejsme nuceni pouzit vlastnosti Fourie-
rovy transformace.

Meéjme funci g z mnoziny @ , kterd je anihilatorem vSech sigmoidalnich funkci.
Zvolme libovolné pfirozena éisla p,g a n tak, aby platilo, Ze %’ € (a,b) (bez Gjmy na
obecnosti predpokladejme, ze 0 < a < b). ProtoZe ¢ je anihiladtorem sigmoidalnich

funkeci, plati rovnost
b
/ 5 (n <x - §>>d(§(x)) —0.

Protoze ale funkce & (n (ac — g)) konverguje pro n rostouci nade vSechny meze k funkci

sgn (x — %’) , plati, Ze

o= s ([ (n (o= 2))a@n) = [ n (2~ L)at@n -

:—/fd(g(x))-l-/:d@(x))-

Opét tedy dostéavame, Ze pro libovolny bod ¢ intervalu (a,b) plati rovnost

Odtud pro libovolna d, e € (a, b) plati

J 4@@)=o,

a proto funkce ¢ je identicky rovna nule skoro vSude na celém intervalu (a,b) (stédle
pouzivame teorii Lebesgueova integralu). Z toho ale plyne, Ze anihilator sigmoidalnich
funkci v prostoru C,p je pouze nulovy funkciondl, a tedy linedrni obal sigmoidalnich
funkei je husty v Ciup) -

Cviceni 3.2.3  Aplikace dualnich prostort

1. Definice 3.2.2 Necht f je libovolnd spojitd funkce takovd, Ze R — 0,1) ,
lim, 4+ f (@) =0 alim,_o f (o) = 1. Potom kaZdou funkci g:R" — R tvaru

kde € je libovolny vektor a € R, nazveme SEMILOKALNI FUNKCI odvozenou od
funkce f .

Rozhodnéte, zda linedrni obal semilokdlnich funkci odvozenych od néjake funkce f
je husty v prostorech Cg , Cypn , E{f a Efn .

2. Rozhodnéte, zda linedrni obal RBF funkci odvozengjch od funkce f je husty v Ef
a LX .
p
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3.3 Analyza na zakladé Kolmogorovy véty

V této sekci ukdzeme piimy pristup k analyze aproximacnich moznosti t¥ivrstvé per-
ceptronové sité (vstupni a vystupni vrstva plus tzv. skrytd vrstva mezi nimi) s jednim
vystupnim neuronem, zobrazujici " do R . K tomu vyuzijeme tzv. Kolmogorovu vétu
(1957), ktera vyjadiuje kazdou realnou funkci n redlnych proménnych, pomoci superpo-
zice konec¢ného poc¢tu monoténnich rostoucich funkci jedné redlné proménné. Zminénou
Kolmogorovu vétu uvedeme v nasledujici podobé ([Spr93)):

Tvrzeni 3.3.1 Pro kaZdé prirozené n > 2 existuje n X (2n + 1) spojitych funkci {bqu
takovych, Ze pro libovolnou redlnou funkci f : R" — R existuje 2n spojitych funkci @,
tak, Ze pro libovolné & € R™ plati rovnice

Ditikaz této véty neuvedeme pro jeho prilis velkou technickou naroc¢nost. Ptivodni di-
kaz navic neni relevantni k tematice, které je tato kapitola vénovana. Kolmogorova véta
v podobé pravé zminéné neméa primy vztah k aproximac¢nim vlastnostem vrstevnatych
architektur neuronovych siti.

3.3.1 Konstrukce aproximaéniho jadra v

V ptivodnim znéni Kolmogorovy véty je spojita funkce vyjadiena jako soucet funkei, pri-
¢emz jejich argumenty jsou hodnoty dané souctem funkci ipq. Funkce ipq mohou byt
obecné vzajemné riizné, coz by v korespondenci s funkcemi implementovanymi prostied-
nictvim neuronovych siti znamenalo, ze kazdy neuron ma jinou pfechodovou funkei /.
Ukazeme ale, Ze lze zkonstruovat funkci gz~5 , kterd umozni vyjadrit spojitou funkci ve
tvaru, odpovidajicimu zéapisu funkci, realizovanych tiivrstvou neuronovou siti s piedcho-
dovou funkci ) .

Definice 3.3.1 Definujme ndsledujici intervaly

= g 1 = g 1
Dod:f<o,a> a Dld:f<0,1+a>.

Nejdfive ukazeme konstrukci pomocné funkce z}* : Dy — R, indukci podle k, kde za
pocatecni hodnotu k vezmeme hodnotu 5. Predpokladejme, Ze mame danu posloupnost
racionélnich ¢isel {px}2° , kterd vyhovuje podminkam

1
p5<ﬁ a 0<pk+1<% pro k>5. (3.4)

Nejdfive definujme hodnoty funkce & v bodech <

&, j€{0,...,6} jako

SO0 I (G) e 0 (5) = e 0 (5) = e

w40 def 4 % (5 def 1 w1 def 1
v (&) e v (5) Y vt (H) 2

(3.5)
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Predpokladejme ze hodnoty w* ( ) ) jsou jiz definovany. Polozme j & ki + ¢, kde

tef{0,....k—1} jeli i€{0,..., 52} at=0,jelii =%, a definujme
j i ¢ &(ﬁ)+ﬁpk—l pro t€{077k_2}7
ne e def
() =+ ((k—l)! +E> ) Z
{w*( )—l—w*(kl)!)} pro t=Fk—1.
(3.6)
Tedy funkci * definujeme rekurzivné na intervalech < (kjl)!’ (ljﬂ)!}v a to tak, ze
hodnoty uvniti tohoto intervalu zéavisi pouze na funkénich hodnotach * v krajnich
bodech tohoto intervalu. Interval < (k—zl)!’ (,;J_ri)!> ekvidistantné rozdélime na k casti a v
bodech, které interval <ﬁ, ﬁ> rozdéluji, definujeme nové funkéni hodnoty vzdy

kllpk 1 vétsi nez jiz definovana hodnota v levém sousednim bodé, s vyjimkou bodu
nejvice napravo, jemuz ptifadime funkéni hodnotu rovnu aritmetickému priméru hodnot

1* v krajnich bodech intervalu <(k_" Nk (gﬂ)> Tuto konstrukei ilustruje obrazek Ell

¢ (0)

a b

Obrazek 3.1: Konstrukce funkce z}* .

Z vlastnosti ¢iselné posloupnosti {py}c° plyne, Ze posloupnost takto konstruovanych
hodnot funkce 1* je monotonné rostouci vzhledem ke svym argumenttim. Zejmé mnozina

je husta v intervalu <0, $> , mame tedy definovanu funkci {ﬂv* na husté podmnoziné

<O, 5,‘2 Na dopliku této podmnoziny do intervalu <O, é> lze zifejmé funkci {[* Spojité
dodefinovat. - o
S vyuzitim funkce * nyni definujme funkci < : D; — R podle nasledujiciho
predpisu:
S e | U (@) pro € Dy,
¥(r)=q = i i i i : 3.7
(z) w*(x—g)%—ﬁ, pro x€<5,§—!1>, i€40,...,5!}. (3.7)

Evidentneé @Z je monotonné rostouci, zobrazujici interval D; na sebe sama. Zakladni
vlastnost funkce v vystihuje nasledujici lemma.
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Lemma 3.3.2 Necht plati

1 &1 < p_ 1

def def

(Sk = E - E —' a Vi = E Pr-
: r=k+1 r r=k r

Potom plat? ‘ .
~ (1 ~ /1
o (o) =9 ()

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Jesté uvedme lemmu, kterd bude nutné pro dikaz tvrzeni o hustoté.

Definice 3.3.2 Posloupnost redlnych cisel {\;}° je CELOCISELNE NEZAVISLA , jestliZe
pro libovolnou konecnou posloupnost celych cisel ty,...,t, splnujicich podminku

Yo It #£0
p=1

plati, Ze 3=, t,\, # 0. Ddle necht pro kazdé k > 5 symbol I;, oznacuje mnozinu celyjch
cisel

_ 1
Ikdéf{ze{o,...,+oo}‘0§z§ (1+5|)k!}.

Lemma 3.3.3 Necht {)\;}3° , \i > 0 je celociselné nezdvisla posloupnost a necht pro

kazdée k > 5 je
i () -5 ()]

ipdn€li | (=1

k-3
por < min { Z |ip — Jp| # 0 }a (3.8)
p=1

kde je
. k—3
o ) 1+ Z /\p.
p=1

Potom je mozno volit vychozi raciondlni hodnoty {px}e° wve vjrazu tak, aby platilo
Vi < .-

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

3.3.2 Konstrukce rekurzivniho pokryti jednotkové krychle

Na zdkladé predchoziho vykladu definujme systémy intervaltt Ej; a EZJ- podle nésle-
dujicich definic. Zakladni vlastnosti téchto intervalt jsou obsazeny v nasledujicich dvou
lemmaéch.
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Definice 3.3.3 Pro kazdé prirozené k > 5 definujme systém uzavienych intervali

g ] . 5
Ek,i & <k" k' + 6k> 1€ I

Ztejmé tyto intervaly jsou pro kazdou pevnou hodnotu £ > 5 od sebe vzdaleny mezerou
délky

€kd—ef——(5k— Z - (39)

r= k+1

a da se pfimym vypoctem ovérit, ze mezi délkou téchto mezer a intervalt plati vztah
Ok > (k — 1)ey. (3.10)

S vyjimkou téchto mezer intervaly Ej,; pokryvaji interval D;. Navic se snadno ovéii, Ze
platnost inkluze
Ey; CEp_1,;

je ekvivalentni s podminkou, ze j = ki +¢, t€{0,..., k— 2} . Jestlize tato inkluze plati,
pak pocatecni body Ej, ; a Ej,_1; jsou totozné pro t = 0 a jejich koncové body jsou totozné
prot=Fk—2. Prot =k — 1 interval £, j lezi v mezefe, oddé€lujici intervaly Ey ja Ei 1 i
Navic z monotonie funkce @D a z lemmy B.3.9 plyne

P(Goaea) = () 2 () + )

t=0 t=1 t=k-2 t=k-1t=0 t=1 t=k-2

Obrézek 3.2: Vlastnosti intervalt Ey ; C Ey_1; (Ey_1, dole, Ej ; nahofe).

Definice 3.3.4 Pro libovolnd prirozena k >5,n>2 a q€{0,...,2n} definujme systém
uzavrenych intervali

— . ' ) -
Ei,idf<k, q€2n+17k' 5—q€2n+1>, 1 € I,

kde i € fk
Intervaly E,Z,i jsou de facto rovny intervaltim Ek,i, posunutym o hodnotu —qes, 1.

Lemma 3.3.4 Necht je ddno celé ¢islo n > 2. Potom pro kazdé celé ¢islo k > 2n+1 a
pro kazdé q€{0,...,2n} plati

1. délka intervalu E,Z’i se blizi k nule pro k — oo .

2. Kdykoli je i # j, pak ) B
El,NEL =0 (3.11)

Ddle pro kazdy bod x z intervalu Dy ezistuje alespori 2n hodnot q takovich, Ze x € E,Zl
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Obrazek 3.3: Intervaly E,‘jl

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Lemma 3.3.5 Necht jsou ddna celd cislan > 2, q€{0,...,2n} , k > 2n+1 a pro
kazdé pe{l,...,n} necht je i, € I). Ddle necht posloupnost cisel {\;}} je celociselné
nezavisld. Ddle definujme ndsledujici intervaly

_ ]~ L S
Tlg,il,..‘,in “ <Z Apth <k_1; + q€2n+1)a Z Ap [¢ (k—p, + q€2n+1> + Vk:] > (3.12)
p=1 ’ p=1 :

Potom

1. Velikost intervali T, hi se blizi k nule pro k — oo .

yeeeyin

2. Kdykoli je (i1, ...,in) # (J1,---,Jn), tak

Tinroin VT = 0. (3.13)
Plati-lv jeste navic
&q “ Z Apﬁz (%) + qeany1), (3.14)
p=1

tak pro libovolny bod & € (0,1)" existuje alespori n+1 hodnot q, pro které je &, € T,gj

ilv---vin :

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

3.3.3 Konstrukce prenosovych funkci a neuronové sité

Vlastnosti intervalt Egﬂ- uvedené v lemmé umoznuji bezprostiedni dikaz modifiko-
vané Kolmogorovovy véty ve tvaru vhodné korespondujicim s vrstevnatou architekturou
neuronovych siti. Tato konstrukce je odvozena z piivodniho Kolmogorovova diikazu, uve-
deného napiiklad v [Kal57].

Definice 3.3.5 Pro kazdé pe{l,...,n} ak > 2n+1 nechf jei, € Iy. Potom definujme
MNozZiny

n
N4 def g
Qk:i17-~~7in - H Ekvip’
p=1

(... je tedy kartézskym soucinem intervali E,Z,Z-p ).
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Lemma 3.3.6 Pro libovolnou spojitou funkci g : (0,1) — R a pro libovolnou krychli
iy, oznacme

sin

Fz@l,...Jn < max {‘g(f) — O

kde
/
a%il’ i —mln{ ’a:EQ,”h ¥ }
Necht T, je mazimum Cisel Fk ir...in DTES vSechny intervaly Qf ir...in- Potom pro libovolné
cislo € > 0 lze volit prirozené &islo k tak, Ze I';, <.
» Dikaz:

DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Definice 3.3.6 Necht je ddno prirozené n > 2 a funkce f (0,1)" — R . Pro kazdé
q€{0,...,2n} definuyme funkce i)qo R — R jako nulové funkce a fo: (0,1)" — R

take jako nulovou funkci. Dale definujme
My ¥ _sup ‘f(a_f)’
Te(0,1)"
M.

Predpokladejme, Ze pro néjaké prirozené r > 0 jsou jiz definovdny funkce }‘: a .,
a c¢isla M., k.. Potom definujme

fr+1 o d: Z (I)qr (Z )\pw a:p + q62n+1)>

p=1

v/ 1
a cislo ko tak, aby I'y, < 525

a pro vsechna y € T ;,

__ 1 -~ .
d_ef 2\ _ —

s (1) £ 8y, () + — |7 () - £ (2)] (3.15)
kde Z je libovolny bod leZici v krychli QZ“Z” Dale definugme

M swp |[(&)— [, (@)

Ee(o,)"

@ Cislo iy tak, aby platilo L7 7., < s

Lemma 3.3.7 Plati lim,_,. M, = 0.

n Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.
|
Poznamenejme, gzg se pro velka n blizi k jedné, na zakladé ¢ehoz se da usuzovat na

obecné pomalou rychlost konvergence posloupnosti {M, }5° , coz se projevi nutnosti volit
hodnoty k, velmi vysoké, chceme-li zarucit dostatecnou rychlost konvergence {M,}&°
Na zdkladé konvergence posloupnosti {M, }5° muzeme vyslovit tvrzeni, které je obdobné
puvodni Kolmogorové vété, ale formalné popisuje zobrazeni, které 1ze realizovat prostred-
nictvim neuronové sité sestavajici ze vstupni vrstvy, dvou nasledujicich vrstev a jednoho
vystupniho neuronu.
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Obrazek 3.4: Schéma architektury sité odvozené od Kolmogorovy véty pro n = 2.
(z(pfl)nJrq = ’17/) (jp + q62n+1)7 6q = (I)q (22:1 )‘pd} (i‘p + q€2n+1)> )

Tvrzeni 3.3.8 Necht Ay,...,\, je kladnd, celociselné nezavisla posloupnost. Potom
ezistuje spojitd, monotonné rostouct funkce v : Dy — Dy, takovd, Ze pro kaZdou redlnou
spojitou funkci f : (0,1)" — R, n > 2, existuji spojité funkce ®,, q€{0,...,2n} , takové,
Ze plati rovnice

2n n

f(@) = Z o, (Z A (E) + q€2n+1)) .

q=0 p=1

n Dukaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Ztejmy dusledek predchoziho tvrzeni udava architekturu a zakladni vlastnosti neuront
sité, ktera presné pocita spojitou funkci definovanou na jednotkové krychli prostoru R" .

Dusledek 3.3.9 Kazdd spojitd funkce [ : 0,1)" - R, n > 2, miZe byt presné spoci-
tana neuronovou siti s n neurony ve vstupni vrstvé, (2n + 1)n neurony ve druhé vrstve,
2n + 1 neurony ve tieti vrstvé a s jednim vystupnim neuronem (=ctvrtd vrstva). Navic
plati, Ze vdahy mezi vstupni vrstvou a druhou vrstvou jsou bud 1 nebo 0, vdhy mezi dru-
hou a treti vrstvou jsou bud 0 nebo X;, i€{l,...,n} , vahy mezi neurony treti vrstvy a
vystupnim neuronem jsou rovny jednicce a Zidnd vaha neni zdvisld na [ . Ddle neurony
ve druhé€ vrstvé a vystupni neuron nezdvisi na implementované funkci f .

3.4 Konvoluéni pristup

Zakladni myslenka konvolu¢ni metody spociva v konstrukci jadra, které je odvozené ze
sigmoidélnich funkei a které mize aproximovat Diracovu delta funkei (t.j. distribuci, jejiz
nosi¢ je pouze jednobodova mnozina). Samotna konvoluce a soucasné jadro jsou aproxi-
movany kvadraturou, na zakladé které dostavame pozadovanou aproximaci dané spojité
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funkce. Zacneme tvrzenim o zadkladnich vlastnostech uniformni konvergence konvoluci.

(Pfipomenime, ze ||Z|| et maXi(1,. n} |%;| a ||€||; & 2.

Tvrzeni 3.4.1 Predpoklddejme, Ze f je omezend, stejnomérné spojitd funkce na R" a
Ze pro g € LT plati:

| g@a@ =1
Ddle definujme funkce gy, () < m"g (ma&). Potom plati:
1. (f* §7n> konverguje stejnomeérné k funkci f pro m — o0 .

2. pro libovolné cislo R > 0 plati
_ o ~ 2R\ | _ n o g
HU*%)—ﬂwéwOZm)Mh+ﬂMLAMPJM$M&
kde norma ||.|., je brdna vzhledem k celému R™ .
3. Necht fv Lipstichovskd s konstantou A a

M= &g (&)|dE < oo

o |
Potom plati odhad H(f* g“,;) — fHOO < %A )

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Definice 3.4.1 Pro libovolnou spojitou funkei ¢ € Cypn definujme KONVOLUCN{ JADRO
jako funkci

G-(z) % L 6 (& |@))d (@), kde and:”/"ﬁ||1d(ﬁ), (3.16)

o
(cv,, je pouvrch jednotkové koule v prostoru R" ).

Toto jadro pouzijeme k dikazu nasledujici stézejni véty, kterd je zalozena na obsahu
tvrzeni B4l

Tvrzeni 3.4.2 Necht pro néjaké a > 0 je K “a,a)" a ¢ e Cy je stejnomerné spojitd.
Predpokladejme, zZe G~ (&) je definovina podle . Potom jestlize G5 (-) € LY a

¢
soucasné B
|Gz @@ #o,
tak mnoZina funkci ve tvaru ¢ ((&|@) —c¢) , @ € R", c € R, je hustd v prostoru Cg .

» Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.
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3.4.1 Volba konvolu¢niho jadra

Abychom ukézali, Ze mnoZina viech funkei tvaru ¢ ((Z |@) —c),de R, ceR jehustad
v Ck , musime jednak dokéazat, Ze konvoluc¢ni jadro Ga(-) definované v patii do
prostoru L¥" | a dale, Ze integral tohoto jadra ptes cely defini¢ni obor je od nuly rizny.
Nésledujici lemma nam pomtiZe stanovit takovou mocninu proménné r < ||&||, aby jadro
ég (€) , omezené pro velka 7 touto mocninou, bylo integrabiln{ a tedy v L}

Lemma 3.4.3 Necht p, R € R, R > 0. Potom plati, Ze

1
o d(@) < o
/le\=1 [l

pravé kdyzZ p > n.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Abychom dokézali, Ze C:’g() € LT, stadi ukazat, ze C:’(;(:Z') =0 (W) pro ||Z| —

oo . V tomto ditkazu ndm pomtze vyjadieni jadra ég (2) v nasledujicim tvaru:

Lemma 3.4.4 Necht ég(i) je definovano dle .Potom ég(j) = ((ZE’ 7“), Lde
de, —
r | & a ) ~ )
Go (6.1) L= 0 (rs) (1- )T d(s)
(3.17)
s g2 () (2 - 2)T d (1), 7 A0,

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Ukazeme, ze pro ditkaz hustoty sigmoidalnich funkci v mnoziné funkci spojitych na
kompaktni mnoziné je vhodné zkoumat ne pfimo vlastnosti dané sigmoidalni funkce, ale
jisté funkce od ni odvozené. Zkoumejme otazku, jakou podminku musi spliiovat funkce

¢ , aby jadro é’g() bylo v £®" . Zakladnim pozadavkem je, aby ¢ &lo dostatecnd
rychle k nule pro velké absolutni hodnoty argumentti. Zfejmé hodnota jadra Gg (Z) je

nulova, je-li ¢ licha funkce. Zvolme tedy ¢ tak, aby byla sud4 (neni to ale nutné). Pro
sigmoidalni funkci & definujme funkci

VB EFA+t)+5(1—1t).

Ziejmé 1; je suda funkce, kterd jde v oo k nule. Pfedpokladejme, ze & je spojita
funkce a ze
’1/) ‘ |t|p7 p>n-— 27

pro néjakou kladnou hodnotu 7. Rozvineme-li vyraz B.17 do mocninné fady, dostaneme

~ A —~ .
Jo (gb, 7’) = rnl—z 785 (r)yr? (3.18)
=0
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kde

B (r) & 22 <A> [ + & (1)t (t).

Op—1\J

Tvaru tohoto rozkladu vyuzijeme pro diikaz nasledujici lemmy.

Lemma 3.4.5 Nechtn je liché a pro ¢ (t) 2 ¢ (1 +t)+ ¢ (1 —t) a pro néjaké n > 0 plati
’7,0 (t)‘ < #, p >n — 2. Potom G’g() € LY tehdy a jen tehdy, je-li

0 ) -3
/ G (OFdt) =0, jefo,..., ”T}. (3.19)
0
m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Lemma 3.4.6 Predpokladejme, Ze n je lich€ a Ze funkce @b spliuje predpoklady a tvrzeni
lemmy- Dale predpokladejme, Ze ¢ je suda funkce. Potom plati

/ G5 (@)d (&) = 20, /O SO (1), (3.20)

kde je

1 n—3
T & r(l—rQ) *d(r)>0.
0
m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Spojime-li vSechny predchozi lemmy dohromady, mizeme dokézat nasledujici tvrzeni,
kterym uzavieme kapitolu, tykajici se aproximacnich vlastnosti neuronovych siti.

Tvrzeni 3.4.7 Nechf & € Cy je stejnomeérné spojitd na R a v (t) £ & (1 + t)+o (1—1).
Predpoklddejme, Ze n je liché a K = (—a,a)", a > 0 a pro né&jaké n > 0 plati |1 ‘ ti
p > n — 2. Ddle necht

o0

O ()t (t) # 0.

Potom mnoZina funkci tvaru ¢ ((Z |W) +c¢) , kde W € R" a ¢ € R, je hustd v prostoru
Ck .

S—

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.
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Kapitola 4

Vapnik-Chervonenkova dimenze

Einsteintiv axiom

POKUD VYCHAZEJI MATEMATICKE POUCKY ZE SKUTECNOSTI,
NEJSOU SPOLEHLIVE.

POKUD JSOU SPOLEHLIVE,

NEVYCHAZEJ! ZE SKUTECNOSTI.

Nedilnou soucasti pii vykladu teorie umélych neuronovych siti je i problematika spo-
jena se schopnostmi neuronovych siti efektivné prifazovat svym vnitfnim parametriim
(vahy jednotlivych spoju, prahy uzli atd.) takové hodnoty, aby odezva neuronové sité
na dané vstupni hodnoty byla rovna hodnotdm pozadovanym, nebo je alespon uspoko-
jivé aproximovala. Procesu nastavovani téchto parametr na zakladé extrakce vlastnosti
vstupnich hodnot se fika uceni. Teorie uceni byla rozpracovana obecné, nejenom pro neu-
ronové sité. K rigoréznimu vykladu té ¢asti teorie uceni, ktera bezprostfedné souvisi s
neuronovymi sitémi je zapotiebi nejdiive zavést a detailné analyzovat jistou miru slozi-
tosti mnozin, ktera se oznacuje jako VC-dimenze. Této analyze vénujeme tuto ¢ast.

4.1 Pojem konceptu a tridy konceptu

Zékladnim predmétem, ke kterému s vaze pojem VC-dimenze, je jakakoli podmnozina
potenéni mnoziny libovolné, pevné dané mnoziny X . V literatufe relevantni k nasemu
dalsimu vykladu jsou pro takovéto systémy podmnozin pouzivany terminy koncept, hy-
potéza, trida konceptii a tfida hypotéz. Proto této terminologie budeme v nasledujicich
definicich a vykladu pouzivat také.

Definice 4.1.1 Necht X je libovolnd mnoZina. Potom ¢ C X nazveme KONCEPTEM
(nad mnoZinou X ). Neprdzdnou mnoZinu C C 2% nazveme TRIDOU KONCEPTU (nad
mnozinou X ). Prvky této mnoziny ¢ € C, budeme nazgvat koncepty tridy C .

Jednim ze zplsobi popisu konceptu je zadani konceptu jako vzor dané mnoziny pri
néjakém zobrazeni. Formalné tedy definujeme pro booleovskou funkci f koncept CJ';.

Definice 4.1.2 Necht [ je zobrazeni z mnoZiny X do dvouprvkové mnoZiny {—1,+1} .
Potom definujme koncept 5 jako mnozinu

e {weX|fx) =1}

=1
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Ptedchozi definici lze zfejmé rozsifit z definice konceptu na definici celé t¥idy koncepti,
odpovidajici dané mnoziné zobrazeni.

Definice 4.1.3 Predpoklddejme, Ze F je libovolnd mnozina funkci definovanijch na mno-
ziné X s oborem hodnot {—1,+1} . Pak 7ikdme, Z¢ F  REPREZENTUJE TRIDU
KONCEPTU

G {AcX|AfeP)A=2c)}.

V souladu s touto definici 1ze definovat tfidu konceptii, které jsou generovany neuro-
novou siti typu perceptron.

Definice 4.1.4 Necht n je prirozené cislo a
FE{f:R = {~1,+1} |f = sgn (@ @) —t), teR, ©,2cR"}.
Potom definugme tridu konceptu

HALFSPACE, < C;.

Ztejmé trida koncepti HALFSPACE, obsahuje veskeré poloprostory v Eukleidov-
ském prostoru dimenze n.

4.2 VC-dimenze tridy konceptu

Nyni uvedeme stézejni pojem vyjadiujici schopnost pevné daného systému mnozin vyme-
zit v jiné mnoziné libovolnou podmnozinu. Ziejmé vlastnosti kazdé neuronové sité velmi
silné zavisi na vlastnostech t¥idy konceptii, ktera je reprezentovana vsemi moznymi zobra-
zenimi, kterd je dana architektura neuronové sité schopna realizovat s ohledem na mozné
které lze pomoci neuronové sité generovat, tim potencialné vyssi moznost existence pa-
rametru (vah atd.), které jsou vhodné pro feseni pozadované konkrétni ulohy (bud apro-
ximace funkce €¢i separace mnozin). Intuitivné se dé ocekavat, ze takova t¥ida koncepti,
jejiz pomoci lze v dané mnoziné vymezit co nejvétsi pocet vSech moznych podmnozin
dané velikosti je vhodnéjsi, pro ulohy zalozené na separaci mnozin. Mirou této schopnosti
je z jistého thlu pohledu pravé Vapnik-Chervonenkova dimenze.

Definice 4.2.1 Necht X je dand mmozina, Y C X, C C 2X. Potom #ikime, ze C
ROZDELUJE Y |, pravé kdyz plati:

(VzCcY)3eceQenY =z).
Dadle definugme pojem VAPNIK-CHERVONENKOVA DIMENZE systému mnozin C jako
VCyim (C) & max {’?’ ’ C rozdéluje Y },
nebo jako +00 v pripade, Ze toto mazimum neezistuje.

Poznamenejme, Ze Vapnik-Chervonenkova dimenze je rovna mohutnosti maximalni
mnoziny A € C, pro kterou plati

{Bl@Zeo)(B=An2)}=2"
B

Uvedme nékolik prikladi na vypocet VC-dimenze ([AB92)).
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Priklad 4.2.1

1. Necht X =R a C je tvoreno viemi intervaly tvaru (a,+o0o) , kde a € R. Potom
zrejmé pro libovolnou {b,c € R|b < c} neexistuje Zadny interval (a,+00) , ktery
obsahuje bod b a neobsahuje bod c. Ziejmé tedy VCg, (C) = 1.

2. Necht X = R, s je prirozené ¢islo, s > 1 a C je mnoZina obsahujici sjednoceni

prave s intervali. Necht S = {1, ..., 2o |2, < 2i1 }. Ziejme S je rozdélena tridou
koncepti C . Je-li ale S = {x1,...,Tos11 |v; < Ti41}, pak kaZdy koncept obsahugici
body w1, x3,...,%9511 nutné obsahuje i body xs, x4, ..., xs5. Tedy takovdato S neni

rozdélena tridou koncepti C |, tedy VCyim (C) = 2s.

3. Necht X =R" a C je tvorena viemi intervaly v prostoru R" . Evidentné mnoZina
2n bodi leZicich ve stredu stén jednotkove krychle je tridou C rozdélena. Vezmeme-
li ale libovolnou mnoZinu A 2n + 1 bodi, lze k ni pritadit minimdln{ interval
obsahugjici celou A . Pak ale musi existovat prvek & € A, ktery je bud wvnity
minimdlniho intervalu, nebo na néjaké jeho sténé, a zejmé mnoZinu A— {Z} nelze
intervalem oddélit od mnozZiny {&}. Proto VCg,, (C) = 2n.

Priklad 4.2.2 Necht C je konecnd trida koncepti. JelikoZ k rozdéleni mnoZiny mohut-
nosti d je treba minimdlné 2¢ riznyjch koncepti, mnoZina o mohutnosti vétsi nez log, (|C|)
nemize byt tridou C rozdélena. Proto VCym, (C) < log, (|C|).

Priklad 4.2.3 Pro uplnost ukdzeme priklad tridy koncepti s nekonecnou VC-dimenzi.
Polozme

C d:ef{fla‘(Ela e R") (fla = {x € 3%‘51?1(043:) > O})}

Potom pro libovolné piirozené | vezméme posloupnost ¢éisel Z, < {zZ Y,z = 101. Dale

kazdou podmmoZinu mnoziny Z;, lze charakterizovat posoupnosti &y,...,0; , & € {0,1}.

Zvolime-li
!
(Z ) 107+ 1)
=1

L (sa-sywg L
100 T "\ & 107 )

7

pak plati rovnost

Odtud
- l
1
= (1 =9, 1—06;,)1077 + — |.
o= (S e vo S 0-owe )
Proto je sin (az;) < 0 pro §; = 0a sin (az;) > 0 pro §; = 1. Ziejmé tedy mnoZina
A, separuje kazdou podmnoZinu Z; definovanou prostrednictvim 61,...,0; . Tedy pro

libovolné | existuje mnoZina mohutnosti |, kterd je rozdelena tridou koncepti C , tedy
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Velmi uziteénym nastrojem pro horni odhad VC-dimenze systému poloprostori Euklei-
dovského prostoru R" je nasledujici Radonovo lemma (viz. [Lej85]). Predtim, nez toto
. Y
lemma vyslovime, pfipomenime, Ze linedrni kombinaci Y7, o;@; libovolného konecného
) ) =1

poc¢tu vektort z daného vektorového prostoru nazveme afinni kombinaci vektort, praveé
kdyz > ; oy = 1. Déle pripomenme, ze v n dimenzionalnim prostoru je kazda n+2 ¢lenna
posloupnost vektorti afinné zavisla, coz znamend, ze platnost rovnic

k k
Z Oéiii =0 a Z o = 0
i=1 i=1
implikuje, Ze vSechna «; jsou rovna 0, i€ {1l,... k} .

Lemma 4.2.1 (Radonova) Necht S d:ef{il,_. TR} CRY, k> n+2, & jsou po dvou
od sebe rizné. Potom existuji mnoziny S1 a Sy tak, Ze S1USy =S5, S1NSy =0 a

[gl]m N [SZ]K 7£ ®7
([S]. 2znaci konvexni obal mnoZiny S ).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Aplikaci Radonova lemmatu dokazeme nasledujici tvrzeni pro VC-dimenzi poloprostort.
Tvrzeni 4.2.2 VCy,,( HALFSPACE, ) =n + 1.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Vezméme v tivahu pouze takové tiidy koncepti, ktera jsou definovany nad kone¢nymi mno-
zinami X . Potom nésledujici Sauerovo lemma déva horni odhad mohutnosti kazdé tiidy
koncepti se zadanou VC-dimenzi. Zdiraznéme, jak plyne z diikazu lemmatu ([Sau72]),
ze tento odhad je ¢isté kombinatorickou vlastnosti koneénych mnozin.

Lemma 4.2.3 (Sauer) Necht X je konecnd mnozina, C C 2X. Potom
VCqim (C) X
=0
Navic existuje C C 2% tak, Ze plati rovnost.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Pojem zavedeny v nasledujici definici ma velmi tzky vztah k VC-dimenzi a také k tvrzeni
Sauerovy lemmy.
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Definice 4.2.2 Necht C je neprdzdnd trida konceptiinad X a S C X. Potom definujme
M (S) £ {Snelee .
Ddle pro pevné m > 0 definujme

IIc (m) dzefmax{‘ﬂc (5)’ ‘5’ Cc X,

=)
(mazimum se bere pies vsechny mnoziny S C X mohutnosti m).

Ziejmeé Ilc (S) je systém vSech podmnoZin mnoziny S , které lze oddélit od jejich
doplitku v S pomoci konceptu leziciho ve t¥idé konceptit C . Cislo IIc (m) vyjadiuje
mohutnost maximalniho takovéhoto systému Il¢ (5) , kde mnozina S je koneéni m
prvkovad podmnozina X . Mezi témito ¢isly a VC-dimenzi plati evidentni vztah

VCyim (C) = max {m |IIc (m) = 2™ }.

Definice 4.2.3 Pro vsechna d > 0 a m > 0 poloZme ®4,, o Z?:o (”Z), je-lim > d a
Dy £ 2™ je-lim < d.

Tvrzeni obsazena v nasledujici lemmé budou nezbytna k dikazu hornich odhadt délky
vzorki, nutnych pro uceni algoritmi s danou presnosti (ve smyslu nalezeni hypotézy ma-
jici ”malou” symetrickou diferenci s danym konceptem pii pozadované pravdépodobnosti
nalezeni takovéto hypotézy), které je analyzované v nasledujicich oddilech.

Lemma 4.2.4 Je-li C libovolnd tiida koncepti nad konecnou mnoZinou X , tak plati
1. Je-li VCyin, (C) = d, tak Ilc (m) < &y, pro vsechna m > 0.
2. @d’mgmd—i—lpmdzo a<I>d7m§mdpmd20 am > 2.
d d
3. Qg <2%rm+ 1< () prom >d > 1.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Dutisledek 4.2.5 Necht X je konecnd mnoZina, C C 2% 4 VCyinm (C) > 0. Potom

o (1)

VCaim (C) > w‘

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Cviceni 4.2.0 Vapnik-Chervonenkova dimenze
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1. Dokazte druhou cast lemmy [[.2.4.

2. Necht & € R" a G, g Je systém vsech poloprostori v R" , které neobsahuji bod & ,
G,z Z{cCR'|EBER", a€R)(c={ZeR"|(@|Z) <aad¢c})} (41)

Dokazte, Ze VCyip, <an) =n.

3. Ukaszte, zZe llg & (m) = @, .

4. Necht A je trida konceptii definovand nad X a VCgy (A) je konecnd. Necht B
je trida koncepti obsahugici doplnky koncepti z A do mnozZiny X . DokaZte, Ze
potom plati VCy;p, (A) = VCqin, (B).

5. Necht C je systém vsech uzavienych intervali na R . Ukazte, Ze

1
Hc(m):1+m+§m(m—1).

6. Rekneme, Ze trida konceptii C je LINEARNE USPORADANA , prdve kdyZ obsahuje
alespori dva koncepty a pro libovolné a,b € C je bud a C b nebo b C a. Potom platt,
Ze VCyim (C) = 1. Dokazte.

7. Ukazte, Ze systém vsech primek v R" mda VC-dimenzi rovnu 1.

4.3 Vapnik-Chervonenkova dimenze neuronovych siti

Pro libovolny systém funkci mtizeme definovat VC-dimenzi téchto funkci jako VC-dimenzi
v8ech mnozin, které jsou vzorem pro intervaly (—oo,«) pii zobrazeni néjakou funkeci z
uvazovaného systému funkci. Obdobné lze definovat VC-dimenzi obecnych neuronovych
siti ¢i booleovskych obvodii, budeme-li na né pohlizet jako na funkce zobrazujici hod-
noty na vstupnich uzlech do mnoziny realnych ¢isel. Pro tucely dalsi analyzy VC-dimenze
neuronovych siti zadefinujme obecnéjsi model neuronovych siti, nez je booleovsky obvod.

Definice 4.3.1 DOPREDNY OBVOD je acyklicky orientovany graf s hranoviym a vrcho-
lovym ohodnocenim a s pouze jedinym vrcholem, ze kterého nevede hrana. Vrchol tohoto
grafu nazyvdme VSTUPNI VRCHOL , nevede-li do néj Zddnd hrana, VYSTUPNI VRCHOL
, nevede-li z néj Zddnd hrana, a VNITRNI VRCHOL , neni-li ani vstupni ani viystupni.
Hodnoty hranového ohodnoceni jsou obecné redlnd cisla, ohodnoceni hrany z vrcholu 1@
do vrcholu j nazveme VAHOU HRANY i — j a budeme znacit w;_;. Pro dany vrchol j
necht n; je pocet hran vedoucich do vrcholu j a w; € R™ je vektor, jehoZ slozky jsou
rovny ohodnoceni téchto hran. Ohodnoceni vrcholi jsou redlnd cisla, kterd pro vrchol j
budeme znacit jako v;. Hodnoty v; u vstupnich vrcholii nazyvame vstupnimi hodnotami,
ohodnoceni v; u vystupniho vrcholu vystupni hodnotou. Necht 5; € R" je vektor tvo-
reny hodnotami ohodnoceni vrcholi, z nichZ vede hrana do vrcholu j. Ddle, ohodnocent
vnitrnitho a vystupniho vrcholu j splnuje rovnost

v £ f; (@, 8)),

kde E jsou libovolné pevné dan€ funkce, fN] CRM xR — R
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V nasledujicim textu odvodime zakladni horni odhad VC-dimenze doptedného obvodu
vyuzivajici vlastosti funkci f; v tomto obvodu. K tomu bude zapotiebi pracovat s ¢astmi
dopiedného obvodu, které budeme definovat prostfednictvim tzv. vlastniho ocislovani
vrcholt obvodu.

Definice 4.3.2 Predpokladejme, Ze G je acyklicky orientovany graf a Ze uzly grafu G,
které maji alespor jednu vstupni hranu, jsou ocislovdny prirozenymi cisly i€{1,...,z} .
Potom toto ocislovdani nazveme VLASTNI OCISLOVANI , prdvé kdyz pro vSechny ocislované
uzly plati, Ze hrany z daného uzlu vedou pouze do uzli, jejichZ ocislovani je vyssi.

Vlastni oc¢islovani acyklického orientovaného grafu dostaneme napiiklad takovym zpii-
sobem, ze po odstranéni vSech uzlti nemajicich vstupni hranu, v takto vzniklém grafu
nejdiive o¢islujeme postupné vSechny uzly nemajici vstupni hranu (to lze, nebot graf je
acyklicky), tyto uzly z grafu odstranime, a tento postup zopakujeme na takto vzniklém
grafu, pricemz c¢islujeme postupné dalsimi cisly.

Definice 4.3.3 Necht D je dopredny obvod, ktery md (z — 1) wnitinich vrcholi. Potom
pro kazdé 1e{l,... 2z} definujme tridu koncepti

Cld:ef{écé)%”l

(G € R™) (¢ = {5 e R™

fi(w,8) <0})}.

Kazdou tridu koncepti C; nazveme LOKALNI TRIDOU KONCEPTU .

Necht ddle A je mnoZina vsech moznyjch hranovijch ohodnoceni obvodu D a hodnotu
vystupniho vrcholu z oznacme v zdvislosti na hela vstupnich hodnotach & € R™ obvodu
D jako Vop s Potom definujme TRIDU KONCEPTU DOPREDNEHO OBVODU jako systém

)

VC-DIMENZI DOPREDNEHO OBVODU D budeme rozumét ¢islo VCyim (Cp) .

Mmnozin

Cor 2 {ecn

(3h € A) (E:{:ﬁE?R"

Jinymi slovy, pro dané [ je C; je systém vSech podmnozin ¢ € R™ takovych, ze existuje
vahovy vektor v §t™ tak, Ze mnoZina ¢ je vzorem intervalu (—oo,0) pfi zobrazeni
fi (w, 8) . Obdobnym zptisobem je definovana t¥ida koncepti Cp.

Definice 4.3.4 Nechf V C R, V € {&;, ... &} a D je doprednij obvod dimenze n s
n+z vrcholy a s vlastnim ocislovanim vrcholi. Potom rekneme, Ze dvé hranova ohodnocent
w1 @ wy jsou [-ROZLISITELNA Pomoci V |, 1€{l,..., 2z}, prdvé kdyz? existuje B; € V a
existuje j€{1,... 1} takovd, Ze hodnota uzlu j se lisi, je-li hranové ohodnoceni obvodu
rovno hodnotdm wy nebo hodnotdm w,. Ddle oznacme symbolem S,y mazimdini pocet
vSech hranovijch ohodnocent, kterd jsou vzdjemné po dvou l-rozlisitelnd pomoci V .

Tvrzeni 4.3.1 Necht m je libovolné kladné celé ¢islo, V. C R,V < {&,,... &,}. Potom
pro vsechna l€{1,...,z} plati odhad
8,y <Ilc, (m) - Ilc, (m) - - - - ¢, (m).

Navic plati



58 UVOD DO TEORIE NEURONOVYCH SiTi Hakl, Holena

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

A% do tohoto mista vykladu jsme nikde nevyuzili vlastnosti prechodovych funkci ﬁ
doptredného obvodu, podstatna byla pouze skutecnost, Ze graf dopredného obvodu je ori-
entovany a acyklicky. Tvrzeni f.31] tedy zifejmé plati pro dosti Sirokou tfidu neuronovych
siti a dava nam navod, jak postupovat pii odvozovani horniho odhadu VC-dimenze tako-
vychto obecnéjsich neuronovych siti, nebot umoziiuje rozlozit nalezeni takovéhoto odhadu
na odhady VC-dimenze siti obsahujicich pouze jednotlivé uzly sité ptivodni. Budeme ilu-
strovat tento postup na jednoduchém piikladé tzv. linearniho sigmoidalniho obvodu, ktery
v sobé zahrnuje i booleovské obvody.

Definice 4.3.5 Doprednyj obvod L nazveme LINEARNIM SIGMOIDALNIM OBVODEM jestlize
pro kazdy nevstupni uzel obvodu L jemu prislusnd funkce f; je tvaru

fi () 255 (8 10;) — t;), (4.2)

kde o; jsou libovolné, pevné dané sigmoiddlni funkce, t; € R, a §;, w; maji stejny
vyznam jako v definici .31

Urc¢ime nyni horni odhad VC-dimenze linearniho sigmoidalniho obvodu. Jelikoz kazdy
takovyto obvod je konkrétni realizaci dopfedného obvodu zminéného v predchozim, vSechny
potiebné definice a tvrzeni ohledné dopfedného obvodu jsou platné i pro tyto obvody. Pri-
stupme proto primo k tvrzeni, jez se tyka linearnich sigmoidalnich obvodi.

Tvrzeni 4.3.2 Necht L je linedrni sigmoiddlni obvod, w je pocet jeho hran, z je pocet jeho

vrcholi, které nejsou vstupni, ¢ = w + z. Potom pro kazdé m > max{n,;[ic{1,...,2z}}
platt
q
ezm
I, (m) < <—q ) (4.3)

a dadle plati odhad
VCaim (Cr) < 2qlog, (e2). (4.4)

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Cviceni 4.3.0 VC-dimenze neuronovych siti

1. Predpoklddejme, Ze v definicnim vztahu [[.3 jsou vsechna t; rovna nule. Pro takto
modifikovanyj linedrni sigmoiddlni obvod odvodte odhad -4 na VC-dimenzi takové-
hoto obvodu. Vysvétlete souvislost tohoto odhadu s vlastnostmi tridy koncepti G, 4
definovane v [[.1. Objasnéte souvislost s existenci ¢i neexistenci prahovych hodnott
v linearnim sigmoiddlnim obvodu.

2. Mé&jme dopredny obvod, jehoZ prechodové funkce }; jsou tvaru

£i (8;) ©max {|(8)),, — (w;),| ke {1,... . n;} } — ;.
Spoctéte VO-dimenzi tohoto obvodu.
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3. Mé&yme dopredny obvod, jehoZ prechodové funkce }; jsou tvaru

£i (8;) Zmin {sgn ((5)), — (@,),) [ke{1,... . n;} }.

Spoctéte VO-dimenzi tohoto obvodu.

99
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Kapitola 5

Teorie udéenl a neuronove sité

Saganovska variace

TVRDIT, ZE MATEMATICKE VZORCE JSOU JEN CARY NA PAPIRE,
JE STEJNE, JAKO TVRDIT,
ZE SHAKESPEAROVY HRY JSOU JEN SLOVA.

Tuto kapitolu vénujeme vykladu zakladt tzv. teorie uceni, ktera analyzuje moznosti ex-
trakce vlastnosti mnozin na zakladé znalosti konecného poctu jejich reperezentantii. Tato
teorie poskytuje zédkladni pohled na moznost generalizace viemi a vstupt, ptichazejicich
do jakéhokoliv systému, ktery je schopen na zakladé drivéjsich znalosti generovat hypotézy
tykajici se vlastnosti vjemu a vstupt nasledujicich. Tato kapitola se tedy netyka pouze
neuronovych siti, ale obecné analyzuje problém uceni. Nas vyklad bude zalozen zejména
na teorii rozpracované v citaci ([BEHWRY]). Ukazeme, ze VC-dimenze t¥idy koncepti a
V(C-dimenze neuronovych siti jsou klicové pojmy pro studium obecného problému uceni.
Dale zavedeme rtznéa kriteria efektivity ucicich algoritmi, co se tyce poctu reprezentanti
nutnych k realizaci daného algoritmu s pozadovanou kvalitou vystupu. Ukazeme zakladni
odhady poctu reprezentantii vzhledem ke slozitosti konceptu a vzhledem k dimenzi re-
prezentantii konceptu pro polynomialné slozité algoritmy uceni. Vylozené pojmy plynule
navazuji na problematiku neuronovych siti, prezentovanou v predchozich kapitolach.

5.1 Deskripce ucicich algoritmu

Uvazujme problém, kdy méame zadanu jakousi mnozinu A € R”, o které apriori vime, ze
A je z geometrického hlediska koule. Pfedpokladejme, ze mame danu posloupnost bodit
Z; € N a o kazdém jednom z nich je znamo, zda lezi v mnoziné A nebo ne. Nasim
tikolem je rozhodnout, jak vypad4 mnozina A , v tomto konkrétnim piipadé najit stied
a polomér piislusné koule. Je zfejmé, Ze nase rozhodnuti je velmi zavislé na vlastnostech
posloupnosti &;. Predpokladejme, Ze na zdkladé néjakého algoritmu (deterministického ¢i
nedeterministického) jsme se rozhodli pro néjakou kouli v R™ | o které budeme tvrdit,
Ze je rovna mnoziné A . Je pfirozené ocekavat, Ze v této mnoziné by mély byt obsaZzeny
viechny body #; € A a naopak by v ni nemélo byt 4dné &;, které v A nelezi. Tomuto
pozadavku budeme fikat konzistentnost a o mnoziné, o které se domnivame, Ze je rovna
kouli A , budeme hovotit jako o hypotéze (rovnost nami zvolené koule a A je pouze
nase hypotéza, zalozend na vlastnostech pouzitého algoritmu a na posloupnosti bodu &;).

A1
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Ozna¢me nami zvolenou kouli jako K . Pak je ziejmé, ze podminka konzistentnosti
musi byt splnéna v piipadé, kdy symetrickd diference mnozin K a A bude prazdna
mnozina, je tedy prirozené pozadovat, aby toto platilo pro generovanou hypotézu, nebo
aby to platilo alespon s vysokou mirou pravdépodobnosti. Vyse diskutované pojmy jsou
obsahem nasledujicich definic.

Definice 5.1.1 Necht C je trida koncepti a pro systém mnozin H plati C C H C 2X
Potom H nazveme TRIDOU HYPOTEZ pro tridu koncepti C.

Definice 5.1.2 Necht © & {xy,.. . xn}, v, € X, ie{l,....m} , Z € {-1,+1}" a
necht ¢ C X. Potom usporddanou dvojici

(#.2)
nazveme VZOREK KONCEPTU ¢ DELKY m pravé kdyZ
(Vie{l,...,m})((z; €¢) & (Z;, =1)).

Pro tridu koncepti C definujme PROSTOR VZORU TRIDY KONCEPTU jako

ceC

O d:ef ~ - ~ - . - _
Sc o) { U {(a:,z) ’(:L‘, z) je vzorek délky m konceptu c}} .

MnoZina b C X je KONZISTENTNI MNOZINA se vzorkem (E, 2) jestlize pro vsechna

ie{l,...,m}, platz’(xiel_)@,%’izl).

Pro dalsi vyklad musime mit k dispozici né¢jakou miru odlisnosti dvou mnozin. Tuto
miru odlisnosti definujeme takto:

Definice 5.1.3 Necht X je pravdépodobnostni prostor s hustotou pravdépodobnosti P.
Necht C je trida koncepti definovand nad prostorem X a necht je H trida hypotéz
pro C . Potom pro kazdé ¢ € C a h € H ¢islo

es (E, ;L) o Probs (ﬁ A E)

nazveme CHYBA HYPOTEZY h VZHLEDEM KE KONCEPTU ¢ a hustoté pravdépodobnosti
P (symbol h A ¢ oznacuje symetrickou diferenci mnozin h a ¢ ).

Protoze mnozina A byla popsana pouze posloupnosti svich prvki (plus apriorni
informaci o tvaru) a pouze na zakladé téchto tidaju jsme se méli rozhodnout, ktera koule
je rovna mnoziné A | je nas uvazovany udici algoritmus ve své podstaté zobrazeni mezi
mnozinou viech vzorktt mnoziny A do mnoziny viech kouli v #" . Od smysluplného
uciciho algoritmu nebudeme pozadovat presnou hypotézu pro vSsechny mozné tlohy tohoto
typu, nybrz budeme pouze pozadovat, aby ucici algoritmus ve vétsiné pripad produkoval
"uspokojivou” hypotézu (napf. hypotézu konzistentni se zadanym vzorkem). Kvantifikace
tohoto pozadavku je obsahem nésledujici definice.
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Definice 5.1.4 M¢éjme definovdinu funkci m (€,d) zobrazujici mnozinu (0,1) x (0,1) do
mnoziny prirozenych c¢isel a H necht je trida hypotéz pro tridu koncepti C definovanou
nad mnozinou X . Pak P -UCICi ALGORITMUS SLOZITOSTI 1 (€,0) tridy koncepti C
je kaZdé zobrazeni A* : Sc — H takové, Ze pro vsechna é € C, pro vsechna 0 < e <1 a
0 <0 <1 apro libovolnou pravdépodobnost P definovanou na X je pravdépodobnost
mnoziny -
{5 cXm ‘(5,2) je vzorek¢ a ep (E, A* ((5,2))) > e}

mensi nez ¢islo 0. Jestlize takovyto ucici algoritmus existuje, rikame, Ze C JE UNIFORME
NAUCITELNA podle tridy hypotéz H . KaZdy takovyto ucici algoritmus nazveme (€,0)-
UCICIM ALGORITMEM .

POZNAMKA:
Tento model vypocetni slozitosti se v literatufe oznacuje jako PAC uceni (anglicky termin:
Probably Approximately Correct) .

Je zifejmé, ze kazdou mnozinu lze velmi presné popsat velkym poctem jejich prvki.
Algoritmy vyuzivajici vzorki velké délky mohou zfejmé produkovat mnohem vérohodnéjsi
hypotézy. Spokojime-li se s pfedem danou pfesnosti generovani hypotéz, popsanou cisly
€ a 0, je prirozené se ptat, jak dlouhy vzorek pro danou t¥idu konceptti musime pouzit,
abychom méli tuto presnost zarucenu. Proto zavedeme pojem vzorové slozitosti ucicich
algoritmii nasledovné:

Definice 5.1.5 Minimdlni hodnotu m (€,0) , pro kterou je A" wdcicim algoritmem,
nazveme VZOROVOU SLOZITOSTI ucictho algoritmu A™* .

Tato slozitost je definovana pouze vzhledem k délce vzorku pouzitého ucicim algo-
ritmem, otézka vnitini vypocetni slozitosti vlastniho algoritmu zde neni brana v tvahu!
Nejhrubsi odhad vzorové slozitosti dava nasledujici tvrzeni, zalozené pouze na vlastnos-
tech pravdépodobnosti (poskytuje zakladni odhad poctu vzort, které musime pro ucici
algoritmus produkujici konzistentni hypotézu pouzit).

Tvrzeni 5.1.1 Necht C je trida koncepti nad konecnou mnozinou X aH = C. Potom
pro kazdy ucici algoritmus vyZadujict

%loge (%) (5.1)

dotazi a produkugici pro dany koncept ¢ € C konzistenini hypotézu a pro kaZdou hustotu
pravdépodobnosti P definovanou na X plati

Probs (e (2.A7 ((7,2))) > ¢) <0,

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Poznamenejme, ze odhad b.1 nenf zavisly na konkrétni mire pravdépodobnosti P . To
lze vysvétlit tim, Ze vliv rtizné pravdépodobnosti prvkii v X je kompenzovan pravdépo-
dobnosti vybéru tohoto prvku podle hustoty pravdépodobnosti P . Jinak fe¢eno, prvky z
X s velkou pravdépodobnosti, které v p¥ipadé piislusnosti k symetrické differenci ¢ A h
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prispivaji vyznamé k velikosti chyby, jsou v primérném vzorku castéjsi, coz vzhledem
ke skutecnosti, ze algoritmus produkuje vzdy konzistentni hypotézu, eliminuje jejich vliv.
Proto je odhad b.1 nezavisly na pravdépodobnosti P.

V nasledujicim vykladu ukazeme, ze tento odhad lze velmi vyrazné zlepsit, pravé na
zékladé aplikace pojmu VC-dimenze.

5.2 Odhady slozitosti uc¢eni a VC-dimenze

V této podkapitole se budeme zabyvat dolnimi a hornimi odhady poc¢tu vzori, potfebnych
pro udici algoritmy slozitosti m (e, d) .

Jeden takovyto odhad na postacujici mnozstvi dotazi je dan v tvrzeni b.1.0. V této
kapitole ukazeme, ze dominantni roli pfi téchto odhadech hraje pravé diive studovany
pojem VC-dimenze. Na zakladé tohoto pojmu lze vyslovit lepsi odhady na nezbytnou
délku vzorku pouzitého pro generovani hypotézy, aproximujici dany koncept.

Nejdrive se budeme zabyvat zminénymi odhady pro pevné dany systém konceptii a
hypotéz. V dalsim budeme uvazovat pripady, kdy dané koncepty jsou rozliSeny podle di-
menze prostoru, jehoz podmnozinami jsou, a budeme analyzovat vzorovou slozitost uc¢icich
algoritmi s ohledem na dimenzi vektorovych prostorti, obsahujicich jako své podmnoziny
dané koncepty. Prirozenym pozadavkem je postulovat kritérium, které zaruci, ze délka
vzorku m (e,d) uéiciho algoritmu bude zhora omezena polynomem v dimenzi prostoru.

Zavérem provedeme obdobnou analjzu vzhledem k délce slov, ktera popisuji koncepty z
daného systému koncepti a ktera ve své podstaté vyjadiuji svou délkou popisnou slozitost
koncepti.

5.2.1 Odhad poctu vzoru

V této casti dokazeme sérii lemm a tvrzeni, které budou nutné k dikazu tvrzeni p.2.9,
udévajiciho dolni a horni odhad vzorové slozitosti pro (e, d)-algoritmy.

V pritbéhu celé této kapitoly a kapitol nasledujicich budeme predpokladat, ze kazda
uvazovana trida konceptil, stejné jako kazda uvazovana tfida hypotéz, bude tvorena pouze
Borelovskymi mnozinami. Pro Gplnost pfipomerime pojem Borelovskych mnozin ([Jarb3)).
Predpokladejme, Ze €2 je neprazdny systém mnozin, ktery je o-aditivni, to jest pro libo-
volnou posloupnost mnozin A, € Q plati, ze 2>, A, € Q. Plati-li navic, Ze pro libovolné
A B €Qjetézi A—B € , nazveme systém mnozin Q o-aditivnim okruhem. D4 se uka-
zat, Ze pro kazdy neprazdny systém mnozin 2 existuje pravé jeden nejmensi o-aditivni
okruh obsahujici Q (je to pravé prinik vsech o-aditivnich okruht, obsahujicich systém
Q). Tento minimalni o-aditivni okruh nazveme Borelovskym okruhem nad systémem € .
Budiz M libovolny metricky prostor a © necht je Borelovsky okruh nad systémem
v8ech otevienych mnozin v. M . Potom prvky tohoto okruhu nazveme BORELOVSKYMI
MNOZINAMI prostoru M .

Kromé pozadavku ohledné Borelovskosti mnozin, které tvori jednotlivé koncepty, bude
nezbytné pro dalsi diikazy detailnéji charakterizovat uvazované koncepty a hypotézy. Tuto
nutnou charakterizaci 1ze vhodné postihnout pojmem e-transversala.

Definice 5.2.1 Pro libovolné R C 2X a pro libovolnou hustotu pravdépodobnosti P de-
finovanou na X a pro libovolné € > 0 definujme R5 & {77 eR ’Prob; (7) > e}. Rs.
Potom N C 2% nazveme e-TRANSVERSALA , jestlize N obsahuje bod z kaidé mnoZiny
patrici do systému R .
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Piiklad 5.2.1 Nechf @ = (0,1) a C je systém viech uzaviengch intervalii na a .
Potom mnozZina vsech bodu tvaru ek, 1 < k < % tvori e-transversdalu a pro libovolnou
hodnotu € > 0 a pro libovolnou hustotu pravdépodobnosti definovanou na a . Naopak je-li
C twvoreno vsemi otevienymi podmnozinami intervalu a , pak pro rovnomérnou hustotu
pravdépodobnosti neexistuje pro Zadné € konecna e-transversdla.

Budeme se zajimat o pravdépodobnost vybéru e-transversaly systému R na zakladé
nahodného vybéru bodii z X . Konkrétné nas bude zajimat pravdépodobnost udalosti
popsané v nasledujici definici.

Definice 5.2.2 Pro kazdé m > 1 a € > 0 necht Qm6 oznacuje mnoZinu vech * € X™
takovou, Ze navzdjem rizné proky T netvoid e-transversdlu pro R s ohledem na hustotu
P. Necht potom J*™ oznacuje mnozinu viech ry € X*™, kde z, yexm tak, Ze existuje
T e R;ﬁ, pro kterou je T N7 =0 a Hz’yz € f,ie{l,...,m}}’ > .

V ditkazech pravdépodobnostnich vlastnosti ucicich algoritmii nas budou zajimat zej-
ména vlastnosti systému mnozin R & {l_z VAN ‘71 eH }, kde ¢ je néjaky pevny koncept
¢C X a H je tiida hypotéz pro tento koncept. Vyznam pojmu e-transversila je ten, Ze
jestlize vzorek konceptu ¢ je soucasné e-transversidlou pro R , pak obsahuje protipri-
klad pro kazdou hypotézu, jejiz chyba vzhledem k cilovému konceptu ¢ je vétsi nez e.
Abychom mohli zkoumat vlastnosti systému R, vezmeme v tivahu tifidy hypotéz splnujici
nasledujici kritérium uvedené v definici.

Definice 5.2.3 TFida hypotéz H je DOBRE UTVORENA (anglicky termin: well-behaved)
jestlize mnoziny Qum. a J>™ jsou méritelné pro libovolnou hustotu pravdépodobnosti P,
libovolné m > 1, € > 0 a libovolny systém mnoZin R < {fz ANe ‘B €H }, kde ¢ je libovolnd
Borelovska mnozina.

Vyrazna vétsina tfid konceptl a tiid hypotéz bézné pouzivanych je dobtfe utvorena.
Jednou z moznosti verifikace této vlastnosti je ovéreni univerzalni separibility.

Definice 5.2.4 Trida hypotéz H C 2% je UNIVERZALNE SEPARABILNT , ezistuje-li spo-
éetnd podmnozina T tridy H tak, Ze pro vSechny h € H existuje posloupnost {h;}5°
mnozin z T takovd, Ze

(Vx € X) (In >1) ((Vz >n) (x € h; prdve kdy? x € 71)) .
Plati implikace vyjadiena v nasledujicim tvrzeni.
Tvrzeni 5.2.1 Je-li H wuniverzdlné separabilni, pak H je dobte utvorend.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Dokazeme nyni nasledujici technickou lemmu poskytujici zakladni nerovnosti nezbytné
pti odhadech vzorové slozitosti ucicich algoritmti (zavedme konvenci, Ze P™ je hustota
pravdépodobnosti definované na kartézském soudinu X™ , odvozena od hustoty pravdé-
podobnosti P definované na X ).
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Lemma 5.2.2 ]Yecht’ R je neprazdna trida koncepti na X a P je hustota pravde-
podobnosti na X , pro kterou Q. a J*™ jsou méritelné pro libovolné m > 1 a € > 0.
Potom

1. pro kazdé € >0 am > plati

Probs,, (Qmﬁ) < 2Probz,,, (ij),

€

2. pro kazZdé e >0 am > 1 plati

_em

Probg,,, (J2™) < Tg (2m)2~ %"

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Ptedesla lemma umoznuje ziskat horni odhad pravdépodobnosti udalosti, kdy na za-
kladé nahodného vzorku neziskdme e-transversalu pro tiidu hypotéz R . K ziskani odhadu
budeme potfebovat lemmu nésledujici.

Lemma 5.2.3 Pro kazdé m > 1, ¢ € X a H C 2% je Il (m) = IIg (m), kde je R &
{haclheH).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Nyni vyslovme tvrzeni, zhora odhadujici pravdépodobnost existence hypotézy konzis-
tentni se vzorkem konceptu ¢ a s chybou mensi nez e.

Tvrzeni 5.2.4 Necht H je neprazdnda dobre utvorend trida hypotéz nad X, P je
hustota pravdépodobnosti na X a ¢ C X je libovolnd Borelovska mnozina. Potom pro
libovolnd pevné zvolend € > 0, m > 1 a pro libovolny vzorek (:C,Z) konceptu ¢ délky

m necht I' oznacuje pravdépodobnost existence hypotézy h € H, kterd je konzistentni s
(x, 2) a pro kterou je e (h, E) > €. Potom plati odhad

_em

I < 2I0y (2m) 2%,

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Na zakladé lemmy H£.2.4 je ziejmé, Ze je-li VC-dimenze tiidy hypotéz H konecna,
potom ¢islo IIy (m) je polynomidlné omezené vzhledem k m. Proto asymptotické chovani
vyrazu Iy (2m)2~% v okoli nekonecna je ddno ¢lenem exponencidlnim a zfejmé se tato
hodnota velmi rychle blizi nule pro velké hodnoty m. Nyni odhadnéme velikost m (tedy
délku vzorku) tak, aby vyraz 2I1y (2m)2~% byl mensi ne# é&islo 6.
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4 2\ 8d 13
m > max | —log, (—), —log, (—) ,
€ 0/ € €

Lemma 5.2.5 Je-li

tak plati 2<I>d72m2_% <.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Lemmy a tvrzeni vyslovena v predchozim umoznuji jiz primo dokézat zakladni tvrzeni
této podkapitoly. Vynechejme ale z nasich tvah trividlni pripady, popsané v nasledujici
definici.

Definice 5.2.5 Tridu konceptii C definovanou nad X nazveme TRIVIALNI TRiDA
KONCEPTU , obsahuje-li pouze jeden koncept, nebo obsahuje-li koncepty dva, které spolu
tvori disjunktni pokryti mnoZiny X .

Nyni jiz vyslovme stézejni tvrzeni této Casti.
Tvrzeni 5.2.6 Necht C je netrividlni, dobre utvorend trida koncepti. Potom

1. Je-li VCyip, (C) =d a d < o0, tak

(a) pro kazdé 0 < e < § Zddny ucici algoritmus vyZadujici méné nez

max(1 _Eloge (%),d(l —2(e(1 —5)—{—5))) (5.2)

€

dotazi neni pro Zadny prostor hypotéz H (e, 0)-ucicim algoritmem.

(b) pro kazdé 0 < € < 1 je kaZdy ucici algoritmus vyZadugjici alespor

4 2 d 1
max (—log2 (—), 8—log2 (—3>> (5.3)
€ 0/ € €

dotazi a produkugici konzistentni hypotézu (€, 0)-ucici algoritmus.

2. C je uniformé naucitelnd, pravé kdyz VCg, (C) < oco.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Ziejmé toto tvrzeni je mnohem silnéjsi nez tvrzeni p.1.1], protoze hodnota |C| v hornim
odhadu je nyni nahrazena hodnotou VCgy;, (C) , kterd muze byt podstatné mensi.



68 UVOD DO TEORIE NEURONOVYCH SiTi Hakl, Holena

5.2.2 Polynomialni ucéeni vztazené k dimenzi

Vezméme v tivahu vysSe zminény problém nalézt v n dimenzionalnim prostoru koncept
(konkrétné néjakou kouli), ktery bude konzistentni s néjakym zadanym vzorkem. Pfed-
pokladejme, zZe mame k dispozici néjaky algoritmus, generujici na zakladé vzorku od-
povidajici hypotézu a Ze tento algoritmus pracuje s presnosti €, § ve smyslu uvedeném
v predeslych kapitolach. Tvrzeni b.2.6 nam dava odhad na nutnou délku vzorku, ktery
zajisti, ze nami kazdy pouzity algoritmus produkujici konzistentni hypotézy bude mit
presnost popsanou Cisly € a §. Nas tato délka zajiméa predevsim proto, abychom si pro
danou tfidu konceptt byli jisti, Ze snaha hledat efektivni ucici algoritmus je smysluplna
v tom smyslu, Ze pocet prikladti nutnych k nauceni algoritmu bude polynomialni v % a %.
Jsou ale obvyklé pripady, kdy koncepty v dané tiidé konceptti jsou navic parametrizovany
dalsimi parametry, napt. dimenzi konceptu (koule v prostoru dimenze n), a nas budou
pochopitelné zajimat takové podminky, které zaruci, ze pro koncepty s vyssi dimenzi ne-
vzroste neimérné délka vzorku nezbytné nutné ke garanci (e, d) pfesnosti uceni. Touto
problematikou se budeme zabyvat nyni.

Definice 5.2.6 Necht U je néjakd univerzdlni mnoZina, n > 1 a X,, C U™. Necht
C, C 2% je trida konceptii definovand nad X, a H, C 2% je prostor hypotéz pro
C,. Predpokladejme ddle, Ze kazdda H, je dobre utvorend a obsahuje prdzdnou mmnoZinu
a cely prostor X,,. MnoZinu C d:erfil C, nazveme SYSTEM KONCEPTU nad posloupnosti
{X;}° . Stejné tak mmozinu H = U, H,, nazveme SYSTEMEM HYPOTEZ .

Jesté definujme prostor vzori pro systém konceptti analogicky, jako pro prostor vzort pro
tfidu konceptii.

Definice 5.2.7 MnoZinu
S, U Sc.
i—1

nazveme PROSTOR VZORU SYSTEMU KONCEPTU C

7 formalniho hlediska zavedeme reprezentaci konceptti pomoci slov néjakého jazyka a
budeme predpokladat, ze tato reprezentace umoznuje pracovat s koncepty a jejich prvky
v Case, ktery je polynomialni vzhledem k dimenzi jednotlivych prvkt v daném konceptu,
tedy vzhledem k n. To nam v dal$im umozni odhlédnout od problému, jakou vypocetni
slozitost ma samotny pristup ke konceptiim a jejich prvkiim, a zaméiime se pouze na
problém slozitosti vzhledem k poctu vzorti pro danou dimenzi konceptii. V nasledujici
definici symbol {0, 1}* oznacuje mnozinu vSech koneénych posloupnosti tvorenych nulami
a jednickami.

Definice 5.2.8 Rekneme, Ze systém konceptii C (resp. trida konceptii C ) je POLYNO-
MIALNE DEFINOVANY SYSTEM KONCEPTU , (Tesp. POLYNOMIALNE DEFINOVANA TRIDA
KONCEPTU ) existuje-li jazyk R C {0,1}* takovy, Ze:

1. Mezi jazykem R a mnoZinou C (resp. C ) existuje vzdjemné jedoznacné zobrazent.

2. Existuje polynomidlni algoritmus (polynomidlni vzhledem k n), ktery rozhodne, zda
slovo z {0,1}* délky n je v jazyce R.



Hakl, Holena UVOD DO TEORIE NEURONOVYCH SiTi 69

3. Ewmistuje polynomidlni algoritmus (polynomidlni vzhledem k n), ktery pro dané slovo
re R, naxeX, (resp. v € X) rozhodne, zda x lezi v konceptu, ktery je repre-
zentovan slovem r.

Stejné tak definujeme POLYNOMIALNE DEFINOVANY SYSTEM HYPOTEZ (Tesp. PO-
LYNOMIALNE DEFINOVANOU TRIDU HYPOTEZ ).

Zrejmé napiiklad HALFSPACE, je polynomialné definovana tfida konceptii. Vét-
Sina t¥id konceptii pfirozené vzniklych je polynomialné definovana t¥ida koncepti.

V dalsim textu se budeme zabyvat jiz pouze takovymi systémy konceptii a hypotéz,
které budou polynomialné definované. Déle rozsitime pojem naucitelnosti tiid koncepti
na naucitelnost systému koncepti podle nasledujici definice.

Definice 5.2.9 Predpokladejme, Ze C je polynomidlné definovany systém koncepti a H
je polynomidlné definovany systém hypotéz, C C H a N je mmnoZina prirozenijch cisel.
Méjme definovdnu funkci m (€,0,n) zobrazugici mnoZinu (0,1) x (0,1) x N do mnoZiny
N . Potom vekneme, ¢ C JE D-POLYNOMIALNE NAUGITELNY SYSTEM KONCEPTU
PODLE H , emistuje-li polynomidlni algoritmus (vzhledem k casu) A* zobrazujici Se
do H tak, Ze pro vsechna 0 < e < 1, 0 < 0 < 1 an > 1 existuje prirozené cislo
m(e,0,n) polynomidlné omezené vzhledem k %, % a n tak, Ze pro vsechna n > 1, pro
vsechny koncepty ¢ € C, a vSechny hustoty pravdépodobnosti P definované na X, je
pravdepodobnost mnoziny

{E € be(e"s’") ’(E, Z) je vzorekc a e (E,fAv* ((5, 2))) > 6}

mensi nez §. Je-li C d-polynomidlné naucitelny systém koncepti podle C (tedy podle
sebe sama), Tikdme, Ze C je TOTALNE NAUCITELNY SYSTEM KONCEPTU . Minimdlni
hodnotu m (e,6,n) s touto vlastnosti nazveme VZOROVOU SLOZITOSTI udiciho algoritmu
A* .

Nésledujici tvrzeni postuluje ekvivalentni podminku pro to, aby systém konceptti byl
totalné naucitelny. Ukazuje se, ze nutné musi byt VCgy,, (C,,) polynomiilné omezena v
n a musi existovat moznost, jak lze na zakladé néjakého nedeterministického algoritmu
generovat hypotézu konzistentni s libovolnym vzorkem z S¢ s pravdépodobnosti alespon
v, kde v > 0 je nezavislé na n.

Definice 5.2.10 Necht C je polynomidiné definovany systém koncepti. Necht pro dané
v > 0 existuje nedeterministicky polynomidlni algoritmus A* zobrazugict Sc do C tak, %e
pro véechna (55, Z) € Se je koncept A* ((3:/, Z)) konzistentni s (5:/, Z) s pravdépodobnosti
alespori . Potom takovyto algoritmus nazveme NEDETERMINISTICKY POLYNOMIALNI
GENERATOR HYPOTEZ pro systém koncepti C .

Tvrzeni 5.2.7 Libovolny systém koncepti C je totdlné naucitelny, prave kdyz ezistuje
nedeterministicky polynomidlni generator hypotéz pro C a  VCaqim (C,) je omezena
polynomem v n.
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m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

V ptipadé, kdy systém konceptt je konstruovan nad bindrni mnozinou {—1, +1}, exis-
tuje velmi uziteény vztah mezi Cisly VCgp, (C,) a Cisly log, (|Cyl|) , ktery je popsén v
nasledujici lemmeé.

Lemma 5.2.8 Predpoklidejme, ze X,, & {-1,4+1}"aC, C 2Xn n > 1. Potom VCgipn (Cn)
roste polynomidlné vzhledem k n, prave kdyz log, (|C,|) roste polynomidlné v n.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Cviceni 5.2.2  Uceni systému konceptil

1. Predpokladejme, Ze tridy P a NP nejsou totoiné (coZ se obecné predpoklada,
Ze plati). Potom na zdkladé néjakého vybraného NP-uplného problému zkonstruugte
nepolynomidlné definovany sytém konceptii.

2. Predpoklddejme, ze X, = {—1,+1}". Zkonstruujte systém koncepti C , pro ktery
posloupnost log, (|C,|) , C, € 2%, n > 1 neni omezena polynomem v n.

5.2.3 Priblizné reseni problému pokryti mnozin

Pti dokazovani nékterych vlastnosti ucicich algoritmt vyvstava problém vybrat pro dany
kone¢ny systém kone¢nych mnozin S;, i€ {1,...,n} , a danou mnozinu A C U, S;,
pokud mozno co nejmensi pocet mnozin S;, které maji tu vlastnost, ze jejich sjednoceni
obsahuje mnozinu A . Obecné se d4 tento problém formulovat jako problém pokryti ko-
ne¢ného sjednoceni koneénych mnozin, kdy hleddme miniméalni po¢et mnozin tvaru S;NA,
jejichZ sjednoceni je pravé rovno mnoziné A . Problém nalezeni takovéhoto optimélniho
pokryti (pokryti sestavajici z minimalniho po¢tu mnozin) lezi ve t¥idé NP-tuplnych pro-
blémii. Existuje vSak hladovy algoritmus, ktery sice nenalezne optimalni pokryti, ale v
¢ase imérném mlog, (m) nalezne takové pokryti mnoziny A mohutnosti m, které obsa-
huje nejvyse (log, (m) + 1)-krat vice mnozin nezli optimélni pokryti. V dalsim vykladu
uvidime, Ze tento odhad je dostate¢ny pro analyzu nékterych vlastnosti ucicich algoritmi.
Vénujme se nyni vykladu zminéného hladového algoritmu (viz. [Joh74]).

Definice 5.2.11 Necht Si,..., Sn_je libovolnad konecnd posloupnost konecnych mnozin.
Pro kazdé i€{l,...,n} polozme T} LS, Cislo ap necht spliiuge podminku
Fag0| = T,
Teas| & o, |Tio
a definujme ) B
Qo €8S, .
Potom pro kazdé j > 1 a i€{l,...,n} rekurzivné definujme mnoZiny

7_—‘7;,]' d:di,j—l;TOéjfhj—l ) (54)
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cislo o tak, aby platilo

a mnozinu

Zakladni vlastnosti pravé zavedenych mnozin popisuje nasledujici lemma.

Lemma 5.2.9 Necht Si,...,S, je konecnd posloupnost konecnijch mnozin a Qj, 7=>0,
je posloupnost mnozin definovand v definici [5.2.11. Potom plati nasledugici vyroky:

1. Ezistuge | takové, Ze Q) = U, S;.
2. (Vj >0) (Vk > j) (Vie{l,...,n}) plati, Ze So, N T, = 0.
3. (Vr >0) je

U Tor = <U1 s) “a, (5.5)

j>r
4. Necht r > 0. Potom plati

(V5 >r) (Vie{1,...,n}) (|T:;

).

5. Necht q,r > 0 jsou prirozend ¢isla a M C {1,...,n} . Navic necht plati

<|Tu,,

U Tigrr = (Lnjl S‘,) “Q, (5.6)

ieM
Potom plati -
U (ﬂ,q—‘rl_]ji,r—i—l) = Qr_Qq-

ieM

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Bod 1 predchozi lemmy nas opraviiuje k zavedeni néasledujiciho pojmu.

Definice 5.2.12 Nejymensi takové cislo I, pro ktere plati rovnost
— n p—
Ql = U Sl )
i=1
nazveme DELKOU APROXIMACE OPTIMALNIHO POKRYTI mnoZiny UL, S;.

Pro porovnani velikosti pokryti, nalezeného algoritmem popsanym v definici p.2.11],

a velikosti optimalniho pokryti pro konkrétni zadanou tlohu slouzi odhad vysloveny v
lemmeé B27T0.
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Lemma 5.2.10 Necht | Jje délka aprozimace optimalniho pokryti mnoZiny U;_, S;. Necht
ddle pro néjaké ¢ >0 a MC {1,...,n} plati rovnost

U Tiger = (L:Jl SZ) Q. (5.7)

ieM
Potom plati nerovnost
T’L,q+1| 1
I—qg<> | > =
ien \ 2=1 “

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Piimym dtsledkem vyslovené lemmy je odhad, ktery tiké, Ze pokryti nalezené analy-
zovanym algoritmem je v porovnani s pokrytim optimalnim v nejhorsim pripadé
(log, (m) + 1)
krate vétsi (co do po¢tu mnozin realizujicich pokryti), kde m je maximdalni mohutnost

mnozin tvoricich sjednoceni.

Tvrzeni 5.2.11 Necht Si,...,S, je konecnd posloupnost konecnyjch mnoZin spliugicich

5| <m, i€{l,...,n} . Ddle necht M C{1,...,n}
je takovd mnozZina, Ze systém mnozin {
Uiy Si, to jest

Sili € M } tvori manimdlni pokryti mnoZiny

i€Q i=1

—mln{’Q“QC{l,...,n} a US'iZOSi}-

Necht 1 je jakdkoliv délka aprozimace optimdlniho pokryti mmoZiny U, S;. Potom plati

odhad .
‘ ’ Z <log, (m) + 1.

N|>—‘

» Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Zavérem této malé exkurze do oblasti algoritmt priblizné fesicich NP-tuplné problémy
vyslovme tvrzeni o aproximaci optimalniho pokryti mnozin ve tvaru, ktery je vhodny z
hlediska analyzy vlastnosti ucicich algoritmu pro tiidy koncepti, kde jednotlivé koncepty
jsou dany jako sjednoceni (¢i prinik) koncepti s omezenou popisnou slozitosti.

Tvrzeni 5.2.12 Necht 5’1, ..., S, je konecnd posloupnost konecnyjch mnozin a A je
libovolnd podmnozina ;' S mohutnosta m, necht V oznacuje pocet mnoZin S;, tvoricich
minimalnt pokryti mnoziny A Potom lze nalézt pokryti mnoziny A obsahujici méné
nez V (log, (m) + 1) mnoZin S; v ¢ase imeérném hodnoté nmVlog, (m).

» Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.
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5.2.4 Polynomialni ucéeni vztazené ke slozZitosti konceptu.

Obratme nyni pozornost na dalsi aspekt problematiky uceni. Pfedpoklddejme, Ze mame
danu tridu koncepttit C a ze koncepty z této t¥idy maji riznou slozitost. Pfesnéji, za tuto
slozitost budeme povazovat hodnotu miry slozitosti, coz bude funkce definovana pro kazdy
koncept a vyjadujici miru jeho slozitosti. Budeme fesit otazku, jak odhadnout vzorovou
slozitost ucicich algoritmii vzhledem k mire slozitosti cilového konceptu. Pro jednoduchost
ztotoznime v této kapitole tiidu hypotéz H s tfidou koncepti C , coz vSak neni Gjma
na obecnosti, protoze vsechny zavéry této podkapitoly se daji elementarné zobecnit i pro
obecny pripad C C H. Nejdiive definujme zminénou miru slozitosti.

Definice 5.2.13 Necht C je tiida konceptii nad X a necht je definovdna funkce ccm
zobrazugict tridu konceptiu C do mnoZiny prirozenych cisel. Pak tuto funkci nazveme
KONCEPTUALNI MIROU SLOZITOSTI t7idy koncepti C .

Analogicky jako v pfipadé dimenzionalni slozitosti definujme konceptualni slozitost
algoritmu A* a s-polynomiélni naucitelnost t¥idy koncepti C .

Definice 5.2.14 Piedpokldidejme, Ze C je polynomidlné definovand trida koncepti, N

je mnozina prirozenych cisel, a H = C je polynomidlné definovand trida hypotéz. Meéejme

definovdnu funkci m (e,0,8) zobrazugici mnoZinu (0,1) x (0,1) x N do mnoZiny p¥iro-

zenych cisel. Potom tekneme, Ze C JE S-POLYNOMIALNE NAUCITELNA TRIDA KON-

CEPTU , emistuje-li polynomidini algoritmus (vzhledem k casu) A* zobrazujici Sc do

H tak, Ze pro vsechna 0 < e < 1,0 < 0 <1 a s > 1 ezistuje prirozené ¢islo m (e, 9, s)
1

polynomaidlneé omezené vzhledem k %, 5 a s tak, Ze pro vsechny koncepty ¢ € C pro kter¢ je

ccm (€) < s a vSechny hustoty pravdépodobnosti P definované na X, je pravdépodobnost
mmnoziny

{E e Xmleds)

(5,2) je vzorek¢ a ep (E, A* ((E,Z))) > e}
mensi nez §. Minimdlni hodnotu m (€,9,s) s touto vlastnosti nazveme KONCEPTUALNI
SLOZITOSTI ucictho algoritmu A* .

Nase dalsi ivahy velmi vyrazné zjednodusi zavedeni pojmu efektivni prostor hypotéz,
nebot ndm umozni pro dany algoritmus pracovat pouze s takovou podmnozinou tiidy
koncepti C , pro jejiz kazdy koncept @ existuje pii zobrazeni danym algoritmem vzor
spliiujici predem zadanad omezeni na miru slozitosti konceptu a a na délku vzorku,
nezbytného ke generovani konceptu a uvazovanym algoritmem.

Definice 5.2.15 Predpokladejme, Ze C je polynomidlné definovand trida koncepti a Ze
existuje polynomidini algoritmus (vzhledem k ¢asu) A* zobrazujici Sc do C tak, Ze pro
vSechna (E,Z) € Sc je A* ((E,Z)) konzistentni s (5,2’). Pro pevné zvolend prirozend
cisla m, s definugme ndsledujici mnoziny:

Z, 2 {ze Cls3c(e) < s}
Yom.s o {(5,2) ‘5 €X™ a (Jeel,) ((5,2) je konzistentni s E) }

Potom mnoZinu -
EF A e {8 ((7.2)) |(7,2) € Yo}

nazveme EFEKTIVNI PROSTOR HYPOTEZ ALGORITMU A" PRO KONCEPTY SLOZITOSTI
$ A VZORKY DELKY m (strucnéji s, m-EFEKTIVNI PROSTOR ).



74 UVOD DO TEORIE NEURONOVYCH SiTi Hakl, Holena

Definice 5.2.16 Predpokladejme, Ze pro néjaky algoritmus A* je definovdn efektivni
prostor hypotéz EF p+ . Potom algoritmus A" je OCCAMUV ALGORITMUS , prdve
kdyz existuje ¢islo o, 0 < a < 1 a polynom p(s) tak, Ze pro vSechna m,s > 1 plati, Ze

VCaim (EFA* ms) < p(s)m®.
Nyni dokézeme jednu technickou lemmu slouzici k dikazu tvrzeni nasledujiciho.

Lemma 5.2.13

1. Je-li0<e, 6<1,k>1,0<a<la

4 2 13\ ==
m < max (log2 (), <8klog2 (3>> ) : (5.8)
€ ) € €

@

potom plati

km
2 2672
22 B
2. Je-lil > 1 a druhd c¢ast omezujici m ve vyrazu p.8 je nahrazena vyrazem

9l+4 9] & 9)l+1 I+1
- k <log2 <M>> : (5.9)

€

pak

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Nésledujici tvrzeni dava do vzajemné souvislosti Vapnik-Chervonenkovu dimenzi efek-
tivniho prostoru hypotéz a délku vzorku, nezbytnou pro pfislusny ucici algoritmus A”* .

Tvrzeni 5.2.14 Necht C je trida koncepti s definovanou konceptudlni mirou sloZitosti.
Potom plati nasledugici tvrzend.

1. (a) Je-li VCyim, (EFA*ms) < p(s)m® pro néjaky polynom p(s) > 1 a0 < a < 1,
potom A je (€,0)-ucici algoritmus vyZaduge-li alespont

1 2\ (8F 13\ T+
m < max (log2 <>, <8p (S)log2 <3)> ) (5.10)
€ ) € €
dotaz1.

(b) Je-li VCgip, (EFA* . S) < p(s) (log, (m))" pro néjaky polynom p(s) > 2 al > 1,
potom predchozi odhad plati s tim, Ze druha cdst je rovna vyrazu

w (l% (8(2[ + 26)”11’5 (8)>>l+1. (5.11)




Hakl, Holena UVOD DO TEORIE NEURONOVYCH SiTi 75

2. Existuje-li Occamiv algoritmus pro C , pak C je s-polynomidlné naucitelnd trida
koncepti.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Definice 5.2.17 Necht C je polynomidiné definovand trida koncepti a necht existuje
polynomidlni algoritmus A* zobrazujici Sc do C tak, Ze pro vSechna (:c,Z) € Sc je

koncept A* ((5,2)) konzistentni s (E, 2). Potom takovyto algoritmus nazveme PO-
LYNOMIALNI GENERATOR HYPOTEZ pro tridu koncepti C . Ddle definujme PROBLEM
KONZISTENCE PRO C jako rozhodovact problém, zda pro dany vzorek z Sc existuje kon-
cept ¢ € C, konzistentni s timto vzorkem.

Dilezitou vlastnosti polynomialniho generatoru hypotéz je to, ze existence takovéhoto
generatoru zarucuje, ze problém konzistence pro tfidu koncepti C lezi ve t¥idé P poly-
nomialné fesitelnych problémi. Poznamenejme, Ze vyse zavedeny polynomialni generator
hypotéz je deterministicky algoritmus.

Obdobné jako v analyze vlastnosti ucicich algoritmi vzhledem k dimenzi plati i zde
obdobné tvrzeni, které ika, ze za predpokladu existence polynomialniho generatoru hypo-
téz ma tiida konceptii C z jistého thlu pohledu ”rozumné vlastnosti” ve smyslu tvrzeni
nasledujici lemmy.

Lemma 5.2.15 Necht trida koncepti md konecnou VC-dimenzi a problém konzistence
pro tridu koncepti C je ve tridé P . Potom pro kaZdou konecnou mnoZinu Z C X
mnozina ¢ (Z) vsech podmnoZin mnoZiny Z , které jsou rozdéleny tridou koncepti
C , miiZe byt probéhnuta v case polynomidlnim vzhledem k mohutnosti mnoZiny 7 .

» Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Vlastnost tiidy koncepti popsana v predeslé lemmé nam umozni zabyvat se otazkou,
zda pro danou tiidu konceptit C (pro kterou napiiklad muze existovat efektivni ucici
algoritmus) nelze nalézt t¥idu konceptt, kterd je slozitéjsi (napt. s vyssi VC-dimenzi), ale
ktera soucasné od t¥idy C prevzala vlastnosti, zarucujici efektivitu ucicich algoritmu pro
tuto novou odvozenou tiidu konceptii. Uvidime dale, Ze dva zptisoby odvozeni takovychto

z puvodni tiidy koncepta C .

Definice 5.2.18 Necht C C 2% je trida koncepti. Oznacme Uc mnoZinu viech konecnyjch
sjednoceni mnozin z C a lc mnoZinu vsech konecnych pruniki mnozin z C . Ddle
definugme pro kazZde prirozené cislo k mnoZiny

Ur.c d:ﬁ"{@@](We{L...,k}) (¢; € C)}

=1

lec d_ﬁf{ﬁm(\ﬁe{l,...,k}) @ € C)}.

=1
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Lemma 5.2.16 Necht C C 2% je tiida konceptd, VCguim (C) =d > 1 je konecnd. Potom
pro vSechna k > 1 je VCyip, (Ugc) < 2dklog, (3k) a VCyim (Ik.c) < 2dklog, (3k).

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Vyslovena lemma umoznuje diikaz nasledujiciho tvrzeni o s-polynomialni naucitelnosti
tTid konceptid Uc a lc.

Tvrzeni 5.2.17 Predpokladejme, Ze C je trida koncepti pro kterou existuje polynomidlni
generdtor hypotéz, a necht navic VCgy, (C) je koneénd. Potom tridy koncepti Uc a lc
jsou s-polynomidlné naucitelné.

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.



Kapitola 6

Numericka analyza ucicich algoritmu

Finaglav numericky postulat

POSLEDN{ ITERACE RESf ZADANOU ULOHU.
NENECHTE SE ZMAST FAKTY.

6.1 Analyza gradientnich metod

Nyni se zabyvejme numerickou analyzou vybranych ucicich algoritmi, které vyuzivaji pri
nalezni cilovych vah gradientnich metod pro minimalizaci chybové (ti¢elové, energetické)
funkce. Tento pfistup je Siroce pouzivan v rozli¢nych aplikacich neuronovych siti. Zminime
se o tzv. delta pravidlu a rtznych vlastnostech jeho modifikaci, dale pak stru¢né zminime
nelinearni zobecnéni delta pravidla, jehoz specialnim pripadem je i ¢asto pouzivana me-
toda zpétného Sifeni (anglicky termin: back-propagation) .

6.1.1 Delta pravidlo

Nejdfive vezméme v tvahu gradientni algoritmus pro uceni jednoho perceptronu, jehoz
vahy budeme chapat jako vektor a oznac¢ovat symbolem w . U¢ici algoritmus po predlozeni
vstupniho vektoru # a prislusné vystupni hodnoty y adaptuje hodnoty vah podle formule

(n>0)

—  def

ow=n(y—(wl|&))x, (6.1)
coz vede k iterac¢ni posloupnosti definované jako

Wi 2 Wy + 0y = Wy + 1 (y — W, 2) & = (I —n@@") wy, +nya
(v dalsim textu bude symbol W, oznacovat k-ty ¢len iterac¢ni posloupnosti, &; i-ty vstupni
vektor). Adaptaci vah podle b.] budeme fikat uceni podle delta pravidla. Vyznam tohoto
uceni spociva v tom, ze pririistek vahy mezi i-tym neuronem vstupni vrstvy a neuronem
vystupnim je pfimo tmeérny jak chybé aproximace hodnoty vy, tak i i-té soutadnici vektoru
@ . Je-li chyba aproximace y kladna, pak zvysujeme velikost téch vah, pro které je &;
kladné (a tedy chyba se snizuje), a snizujeme hodnoty vah, pro které je &; zaporné (a

=7
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tedy chyba se opét snizuje). Obdobné tato argumentace plati pro p¥ipad, kdy chyba
aproximace y je zdporna (vSechny tyto tvahy plati samoziejmé pro dostate¢né malou
hodnotu parametru 7). Z geometrického pohledu, vzorec vyjadiuje tu skutecnost, ze
pri adaptaci vahy w; se nadrovina definovana vahovym vektorem w natoci do takového
sméru, ze hodnota lokalni chyby ||y — (@ |Z)|| se snizi. Problémem je, aby toto snizeni
nebylo na strané druhé zaplaceno prilis vysokym piirtistkem lokalni chyby pro jiné vektory,
na které chceme dany perceptron naudit (kritériem celkové kvality nauceni se nejéastéji
bere hodnota ”energetické” funkce, kterou zavedeme nize).

V nasledujicich lemmaéach a tvrzenich ukazeme, Ze pro malé hodnoty parametru 7 je
ucici algoritmus zalozeny na delta pravidle v jistém kontextu konvergentni a také nume-
ricky stabilni.

Lemma 6.1.1 Necht B < (I — na?i:'T). Potom B md pouze vlastni ¢islo 1 — n|| ||,
které odpovida vlastnimu vektoru & , a vlastni ¢islo 1 odpovidajici vlastnim vektorim v

ortogonalnim dopliku vektoru @ .

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Lemma 6.1.2 Necht B % (I —n&2") a0 <7y < ijHQ. Potom je |B|| = p(B) =1,

kde p (B) oznacuje spektralni polomér matice B .

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Matice A definovana v nasledujici definici bude hrat kli¢ivou roli pfi analyze zminéné
itera¢ni posloupnosti pro vahovy vektor w .

Definice 6.1.1 Predpokladejme, Ze &1, ..., % € R". Pro kaZdy vektor Z, definujme ma-
tict B, = (I — n:ﬁpff). Potom pro kaZdou permutaci m mnoZiny (1,...,t) definujme
matict

Az ¥ Br)Bri1) - Br

a vektor

—

hy. (Bﬂ(t)Bﬂ(tq) o 'Bn(2)) Tr1) + o+ YUnt—1) Br()Br(t—1) + Yn(t)Br(t)-

Lemma 6.1.3 Nechf pro vsechna p € {1,...,t} plati 0 < n < —2— a necht soubor

12|
vektori ®q,...,%; generuje cely prostor R" . Potom pro libovolnou permutaci 7 je
AL < 1.
n Dikaz:

DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Nyni rigoréznim zptisobem zadefinujeme posloupnost vahovych parametri vzniklou
aplikaci delta pravidla, se kterou budeme pracovat déle.
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Definice 6.1.2 Predpokladejme, Ze (Z1,v1), ..., (&, y) je zadand posloupnost uspord-
dangch dvojic z R* x R, t > 1. Necht pro dané n > 0 je posloupnost vektori {w;}5°
definovand rekurzivni predpisem

W, 2w, wy € R, libovolné,
Wiy 2 (I - nwkwk) Wy, + Nyre, pro kef{l,... .t} :
Wi 2 AWy, + nhe kE>1

kde e je identickda permutace. Potom Tekneme, Ze tato posloupnost vznikla iteraci

(C_élayl) Yty (‘it)yt)

podle DELTA PRAVIDLA .

Ptedchozi definice popisuje proces uceni perceptronu na zakladé predlozeni posloup-
nosti &i,...,&; vstupnich vektort a odpovidajici posloupnosti ¥i,...,y; vystupnich
hodnot. Uceni probiha tak, ze postupné cyklicky nastavujeme vahové parametry na za-
kladé vektoru &; a hodnoty y,. Dale budeme pfedpokladat, ze poradi ve kterém predkla-
dame jednotlivé vektory &; je pevné, a v pritbéhu uceni se nemeéni.

Tvrzeni 6.1.4 Necht posloupnost {w;}° vznikla iteraci (£1,11), ..., (L, y¢) podle delta
pravidla. Predpoklddejme, Ze B1,...,%; generuje prostor R" a Ze vektor w"* minimalizuje
hodnotu funkce

IIS“

Xt: Z,))°. (6.2)

Potom jestlize pro vSechna pe{l,...,t} plati 0 < n < konverguje posloupnost

N 127
| pH

{W;}3° ke konecnému cyklu {tﬁz}ﬁ a plati, e w; je jeding pevny bod kontrahugictho
zobmzem’ -

Fy (@) < Ay + 0y,
kde permutace m; je definovdana jako (1 +1,---,t,1,--- i) (tedy my je identickd permu-
tace).

Necht w (n) je libovolny clen tohoto cyklu pro pevné zvolenou hodnotu parametru
n > 0. Potom plati:

1. || (n) — @"[| = o (n)

2. |E (@ (n)) — E(®")

m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Poznamenejme, 7Ze ditkaz predeslych lemm a tvrzeni lze modifikovat pro pripad, kdy
poradi predkladani vektort &; se v prubéhu adaptace vektoru @ méni. Chovani takovéto
posloupnosti  {w;}° se oproti ptivodni posloupnosti zméni v tom, Ze neni zajiSténa
konvergence k né€jakému cyklu. Obecné miize tato posloupnost oscilovat. Nezméni se vsak
charakter konvergence vzhledem k parametru 7, jelikoz i nadale bude platit
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limsup ||@y, (n) — @"[| = o (n).

k—o0

Stejné tak bude i nadéle platit

lim sup ‘E (Wx (n)) — E (%)

k—o0

Ztfejmé i v pripadé, Ze vektory &; vybirame pro nastaveni vektoru w podle rovnomeér-
ného rozlozeni pravdépodobnosti, kdy kazdy z vektortu &; mé stejnou pravdépodobnost
vybéru, je s vysokou mirou pravdépodobnosti zachovana podminka, ze vektory pouzité
pro uceni jsou predkladany v po sobé nasledujicich permutacich, a tedy vyse popsané
chovani iterac¢ni posloupnosti bude s vysokou mirou pravdépodobnosti platné i v tomto
pripadé.

Zéavéry odvozené v této kapitole lze prenést bezprostiedne i na piipad, kdy sit je
tvofena vice perceptrony, které jsou zatrazeny vedle sebe, protoze v pribéhu uceni se
zmény vah u jednoho perceptronu nijak neprojevi na vahach jinych perceptroni. Tvrzeni
6.1.4 tedy popisuje i konvergenci vah pro dvouvrstvou architekturu sité.

6.1.2 Diskrétni delta pravidlo

Nyni zkoumejme diskrétni piipad predeslého algoritmu. I kdyz se v tomto pripadé jiz
nejedna o gradientni algoritmus, uvadime tento algoritmus prave zde z diivod podobnosti
s ptvodnim delta algoritmem.

Definice 6.1.3 Predpokladejme, Ze (Z1,v1), ..., (Zs,y:) je zadand posloupnost uspordida-
nych dvogic z R" x {—1,+1}, t > 1. Necht pro dané n > 0 je posloupnost vektord {w;}°
definovand ndsledujicim rekurzivnim predpisem

1. polozme W, £ 0
2. wolme index jye{l,...,t} tak, aby platilo sgn ((Wy, |Z;,)) # y;, a ddle:
(a) neexistuje-li takovéto jy, poloZme W1 = Wy, ,
(b) existuje-li takovéto ji, polozme
Wi1 = W + 1, (sgn (Wi |Z5,)) — y5,) -

Potom fekneme, Ze tato posloupnost vznikla iteraci (€1,y1),. .., (%, y;) podle DIS-
KRETNIHO DELTA PRAVIDLA .

Zakladni vlastnost diskrétniho delta pravidla popisuje nasledujici tvrzeni ([SN96]):
Tvrzeni 6.1.5 Necht posloupnost {w;}° vznikla iteraci podle diskrétniho delta pravidla
a necht ddle existuje w takové, Ze pro vSechna i€ {1,...,t} plati sgn (<'&3 |a_§,>> = ;.

Potom existuje prirozené cislo z > 0, pro které w,,1 = w,, a navic plati odhad

|
z <
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kde je
o max {121}
a
p d:efwe{rfu}t} {’<ﬂ} |£z>‘} ’
n Dikaz:

DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

6.1.3 Rozsifené delta pravidlo a SVD rozklad

V obou ptipadech diskrétniho i obycejného delta pravidla se hodnota vahového vektoru
ménila vzdy v zavislosti na chybé aproximace pro jeden vstupni vektor. Existuji ale i jiné
pristupy ke zptisobu nastavovani vahového vektoru v pribéhu uceni. Jednim z nich, ktery
se Casto zminuje, je algoritmus, pfi kterém se hodnoty vah nastavuji v zavislosti na vsech
chybach pres vsechny vstupni vektory. Tento algoritmus adaptuje vahovy vektor podle
nasledujici iteracni formule:

t
W1 =T Z (mpw ) Wy + 17 Z YpTp = = (I —nL)wy, —n Z YpTp- (6.3)

p=1

Zavedeme-li oznaceni Q < I — nL, lze piedchozi rovnici psat ve tvaru
t
W1 = QW — 1) Z (Upy) - (6.4)
p=1

Provedme si nyni analyzu takovéto itera¢ni posloupnosti. Dosadime-li do rovnice .3
Wiy = Wy = W, vidime (viz. ?77), Ze FeSeni této rovnice je rovno vektoru, ktery minimali-
zuje hodnotu chybové funkce b.2. Rovnice (.3 vlastné predstavuje iterac¢ni posloupnost pro
metodu nejmensich ¢tverci. Matice L je symetrickd a pozitivné semidefinitni. Budeme-li
navic predpokladat, ze {&,}! generuje prostor R" , je matice L pozitivné definitni,
viz. lemma B.1.6. VSechna vlastni ¢isla matice 2 jsou ve tvaru 1 — nA, kde A je vlastni
¢islo matice L . Tedy pro dostatecné malé 7 je spektralni polomér a odtud i indukovana
norma ( €2 je symetrickd) mensi nez 1 a itera¢ni posloupnost .4 bude tedy konvergentni
na zakladé véty o kontrahujicim zobrazeni.

Ukazeme ale, ze tato konvergence obecné neprobihd dostatecné rychle, a to i v pfi-
padech separace konvexnich mnozin, které jsou od sebe velmi vzdaleny v porovnani s
jejich rozméry. Abychom demonstrovali tento fakt, uvedme nésledujici odhady velikosti
maximalniho vlastniho ¢isla matice L .

Lemma 6.1.6 Budif Z,...,Z; € R" a necht \ je maximalni vlastni ¢islo matice
t
def N\~ = =T
L= Z Xy, .
p=1
Potom plati odhad

max {[[€,]° [pe{1,....1}} <A Z 12, ]*.
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m Dikaz:
DUKAZ JE UVEDEN V ORIGINALNI TISTENE VERZI.

Predpokladejme, ze 4 a ¥ jsou dva ortonormalni vektory v R"” a ze pro e > 0 a
z > 1 méame déany libovolné mnoziny A a B,

A @, e wpe{l,...,2}||&, — il <}

B*={g, e%n,pe{L...,z}H(gp—ﬁH <e}.

Ziejmé pro malé hodnoty € neni problém mnoziny A a B od sebe linedrné od-
separovat. Oznacme vlastni ¢isla matice L jako 0 < A\, < \,_1 < --- < Aq. Podle
odhadti z lemmy je ale ziejmé, ze Ay > (1 — 6)2 a soucasné matice L se pro € — 0
blizi matici, jejiz hodnost je rovna jedné. Tedy pro j > 2 je lim._o A; = 0. Jinymi slovy,
matice L je Spatné podminéna a to tak, ze vsechna vlastni ¢isla s vyjimkou maximal-
niho (které se blizi k 1, ¢ — 0 ) se stale vice pfiblizuji k nule. Protoze 2 = I — nL,
vlastni ¢isla matice €2 jsou tvaru 1 —n\, > 1 —n\,_1 > --- > 1 —n)\;. To je ale pro
konvergenci ten nejhorsi mozny piipad, protoze pro libovolnou pocatecni iteraci se kazda
iteracni posloupnost velmi rychle ptiblizi k linedrnimu obalu vlastniho vektoru pfisluseji-
cimu maximalnimu vlastnimu ¢&slu (rychlost tohoto piiblizeni je dana velikosti ostatnich
vlastnich ¢isel, které jsou velmi malé, linearni operator 2 zUzeny na ortogonalni doplnék
vlastniho vektoru pro 1 — n\, je kontrahujici s velmi malym kontrahujicim faktorem) a
vysledna rychlost konvergence de fakto zavisi pouze na maximéalnim vlastnim cisle, které
je pobliz hodnoty 1 — .

Ztejmé tedy individualni korekce vah podle jednotlivych vektori pouzitych k uceni,
jako je tomu v pripadé pivodniho delta pravidla, je dominantni pro efektivitu uciciho
algoritmu.

SVD rozklad a jev preuceni

Prestoze rozsitené delta pravidlo je z numerického hlediska mnohem méné vhodné pro
uceni nezli ptvodni delta pravidlo, pouzijeme nyni SVD (anglicky termin: singular va-
lue decomposition) rozkladu k analyze jevu pfeuceni, ktery pii aplikaci tohoto pravidla
nastava. Dtvod, pro¢ tuto analyzu neprovedeme pro ptvodni delta pravidlo, je ten, zZe
nost sité generalizovat data se mnohdy s pokracujici minimalizaci chybové funkce snizuje,
prestoze vektor vah konverguje k néjaké limitni mnoziné.

Vezméme v tvahu iteracni posloupnost B.4. Aplikujme na matici X SVD rozklad,
tedy vyjadifeme matici X ve tvaru

X = PSQ7’,

kde P a @ jsou ortogonalni matice (mohou byt rizného fadu) a matice S je obecné
obdélnikova diagondlni matice, na jejiz diagondle jsou singuldrni ¢isla matice X (coz
jsou vlastni ¢isla matice X” X). Dosadime-li tuto dekompozici do vztahu .4, obdrzime

Wiy = (I—nPSS"P") b, — nXy
=P (I-3SS") P, —nPSQ"y.
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Po zavedeni substituce Z; & PTw,, a @ & Py lze tento vyraz piepsat do tvaru
— _ T — —
Zpi1 = (I —nSS ) Zr — nSu.

Predpokladejme, ze X ma r nenulovych singularnich ¢isel, pro ktera plati v; > vy >
-+ > v,. Potom lze slozky vektoru Z;; zapsat ve tvaru

(Zr41); = (1 - 77%'2) (Zk); — it
pro vSechny indexy i€{l,...,r} a

(gk-i-l)i = (£k),

pro indexy r + 1 <17 < n.

Je-li ) dostate¢né malé na to, aby zarucovalo konvergenci (t.j. aby 0 < 1 —nv? < 1),
je ziejmé, ze konvergence bude mnohem rychlejsi pro takova Z;, kterd odpovidaji velkym
singularnim hodnotam. Takovéto slozky vektorti Z jsou pro charakterizaci dat vyznamné
a v priubéhu iterovani zkonverguji nejdiive. Slozky vektoru z , které koresponduji s malymi
singularnimi ¢isly, naopak konverguji pomalu, ale mohou vyznamné prispivat k velikosti
chybové funkce. Soucasné nejsou pro dané vektory &i,...,%; signifikantni. V prubéhu
iterovani se vahy nastavi nejdfive tak , aby dané sit separovala dominantni vlastnosti
udicich vzori, pfi dalsim pribéhu se sit snazi separovat nevyznamné vlastnosti, eventuelné
Sumy.

6.1.4 Zobecnéni na nelinearni systémy

Efektivni aplikovatelnost riznych obmén delta pravidla je omezena pouze na pripady, kdy
separované mnoziny jsou linearné separovatelné. To vyplyva z toho, ze vychozim bodem
pro navrhy ucicich gradientnich algoritmt zalozenych na delta pravidle, je vztah B.1. Tento
vyraz ale vyjadiuje zménu vah takovym zpiisobem, aby byla minimalizovana chyba para-
metrizovana polohou néjaké nadroviny, oddélujici body patfici do separovanych mnozin.
Budeme-li brat v avahu takové neuronové sité, jejichz délici plochy nejsou nadroviny ale
plochy vyssich 1adi, je potfeba adaptovat pravidlo b.1 tak, aby zména vah byla tmérna
chybé daného vzoru vzhledem k délicim plocham, které odpovidaji uvazovanému typu neu-
ronovych siti. Proto nyni popiSeme zptisob zobecnéni delta pravidla na nelineadrni pripad
a ukazeme, ze 1ze obdobnym zptisobem jako v linedrnim piipadé analyzovat konvergentni
vlastnosti itera¢ni posloupnosti v okoli stabilnich bodi, kteryjch ale v nelinearnim piipadé
muze byt (a zpravidla i je) vice. Necht M oznacuje celkovy pocet vah dané sité, n je
dimenze vstupniho vektoru. Obecné sit realizuje zobrazeni g : RM x R — R™ , kde
m je dimenze vystupnich vektort. Pro dany vstupni vektor &, ozna¢me vystupni vektor
U, = g (&,, W) . Budeme predpoklddat, Ze g je diferencovatelné a nechf jeho derivace je
oznacena jako D (&, w). Ze spojitosti g plyne po aplikaci Tylerova rozvoje, ze

g (W + 6%, &) = § (@, %) + D (@, #)5% + o (|| 6@)|).

Pro pevny vstupni vektor Z, necht %, oznacuje pozadovany vystupni vektor. Potom
oznacme chybu aproximace tohoto vystupniho vektoru jako

2 def [ — N\ 7, S\ def T -
Ep— yp_vp yp_vp _qpqp
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a celkovou chybovou funkci nauceni vzora &i,...,%; jako

Ziejmé pii zméné vahového vektoru o hodnotu dw se zméni chyba pro Z, o hodnotu
5 = (4, +54,) (4, +04,) ~d,d,=2(54,) 4,+(3d,) o4,

Protoze g, je konstantni, plati

8G, = —0%, = —D (W, &,)0% + o (||6w]|).

Tedy
52 = —2(D(®,2,)58) (4, §(®.3,))+o(|5@])
= 2 6w)" (D (@.,%,)) (4, §(@.3,))+o(|s@]).
Clen o (||0w]||) miZeme vynechat a potom je podle .5 pro fixovanou hodnotu |§w|
dosazeno maximalniho ubytku hodnoty (5612), pravé kdyz bude platit

(6.5)

ow = (D (@.3,)) (4,5 0,2,)). (6.6)

Tato formule predstavuje zobecnéné delta pravidlo, ¢ehoz lze snadno nahlédnout, polozime-
i g(w,®) = W &. Po dosazeni do 6.6 dostaneme ptivodni delta pravidlo popsané vyrazem
6.

Na zakladé vzorce b.6 dostavame iteracni posloupnost pro nelinearni delta pravidlo ve
tvaru
k + 517)k

— LT/ . .
k+ 1D (W, Z,) (yp — g (W, wp)) .

wkﬂ =w
=w

Oproti linedrnimu p¥{padu, nemé chybové funkce E (%) obecné pouze jedno globélni
minimum, ale miZze mit lokalni minima, coz je obecné potvrzeno (napt. pti uéeni metodou
zpétného sifeni). Zaméime se proto na chovani posloupnosti wy pobliz nékterého lokalniho
minima. Budeme-li pfedpokladat spojitost a omezenost derivace D na né&jakém okoli
lokalniho minima @ (coZ je zaruceno napt. pozadavkem, aby zobrazeni § mélo spojité
derivace do druhého Fadu véetné), lze psat

e =1+ 1(D (@08 (5, 3(5.5) - D (8.8 (- ) +o s - )
N T - T
— (D (@1.3,)) D(zﬁ,ip)) @y + 1 (D (@1,3,) x

o~ o~

x (9 — (0, %,) + D (@, ,)0) +o (| @, —w).

I
~
g

— T — ,—~
Itera¢ni matice (I -7 (D (W, :T:p)) D (’LT:, :Ep>> neni obecné symetrickd, ale pro w, —

W se symetrické matici blizi. Dale budeme predpokladat, ze matice D (W, Zp) je
Lipstichovskd vzhledem k proménné w a stejnomérné spojita vzhledem k proménné &
na néjakém okoli bodu w. Za téchto predpokladu plati

Bra1 = (I —y(D(%.%,)) D(a, a?p)> @i+ (D (8.2,))" x

< (v~ 3 (.%,) + D (w.2,)) + o (b — ).
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Predpokladejme, ze obdobné jako v linearnim pripadé i zde iterujeme cyklicky pres vektory
Z1,..., % . Ukdzeme, Ze 1 v tomto piipadé pro malé hodnoty 7 je linedrni ¢ast (bez ¢lenu
) ( "&Bk — ;U:H) ) zobrazeni prevadéjici Wy na Wy, kontrahujici. Pfedné pro pe{l,...,t}
je matice

— T ,~

D (w,2,) D (w,,) (6.7)
pozitivné semidefinitni. Lze tedy volit 1 dostatecné malé tak, aby platilo

HI — D (w.%,) D (%,4,)

<1

Protoze matice b.7 je pozitivné semidefinitni, mizeme rozlozit prostor R" vstupnich
vektorl na direktni soucet nulového prostoru operatoru daného matici 6.7 a jeho ortogo-
nalniho dopliiku. Slozka vektoru @y lezici v nulovém prostoru je totozné s odpovidajici

— T
slozkou vektoru wy. Stac¢i nam tedy ukéazat, ze operator I —nD (ﬁ), ip) D (17), ip) zuzeny
na zminény ortogonalni doplnék je kontrahujici. K tomu staci zvolit n tak, aby platilo

== T o\
n<p (D ('w,ch) D ('w,:cp)> .
Tato volba zarudi, Ze v okoli lokélniho minima chybové funkce E (@) se bude iteracni

posloupnost chovat obdobnym zptisobem, jako v linearnim pripadé, ktery je popsan na
zacatku této kapitoly.
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Cast II

Relevantni vysledky souvisejici s
neuronovymi sitémi

(AUTOR MARTIN HOLENA)
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Cela druha c¢ast je uvedena v originalni
tisténé verzi.
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