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8 Použitá literatura 17

1



1 Bayesovské rozhodováńı

1.1 Bayesovské rozhodováńı - opakováńı

Z d̊uvod̊u rozd́ılného značeńı jednotlivých veličin si na začátek dovoĺım zopa-
kovat základńı pojmy z minulé přednášky. Bayesovské rozhodováńı vycháźı
z minimalizace bayesovského rizika definovaného:

R(d) =
∑

x∈X
∑

k∈K p(x, k)W (k, d(x))

kde:
x - pozorovatelné př́ıznaky (x ∈ X - množina možných pozorováńı)

k - skryté parametry (k ∈ K - množina hodnot skrytého parametru)

d - rozhodnut́ı (d ∈ D - množina rozhodnut́ı)

p(x, k) - určuje pravděpodobnost, že objekt je ve stavu k a př́ıznak nabývá
hodnoty x. Vztah mezi pozorováńım x a stavem k je tedy dán pravděpodobnostńı
funkćı.

W (k, d(x)) - pokutová funkce označuje ztrátu vyvolanou rozhodnut́ım d,
pokud je objekt ve stavu k.

Riziko R(d) je středńı hodnota penalizačńı funkce, kterou plat́ıme při našem
rozhodováńı.

Výsledkem bayesovské strategie je funkce d = d(x), který pozorováńı x
přǐrad́ı rozhodnut́ı d. Bayesovská strategie rozkládá pravděpodobnostńı pro-
stor na konvexńı kužely.

1.2 Omezeńı bayesovského rozhodováńı

Bayesovský př́ıstup přináš́ı značnou obecnost př́ıstupu ke klasifikaci a dává
optimálńı klasifikátor. Ale muśıme znát daľśı informace upřesňuj́ıćı úlohu,
které nejsou vždy k dispozici. Tato apriorńı znalost o problému přináš́ı úskaĺı
Bayesovského př́ıstupu. Rozdělme ji na tři okruhy:

• znalost ztrátové funkce W (k, d(x)): K ×D → R

• znalost apriorńı pravděpodobnosti p(k)

• znalost podmı́něných pravděpodobnost́ı pozorováńı pro daný stav p(x |k)

Pozn.: Bayesovské rozhodováńı nelze použ́ıt, nemám-li některé z potřebných
veličin (ztrátovou matici nebo některé z pravděpodobnost́ı).

Jednotlivé body rozebereme podrobněji v následuj́ıćıch kapitolách.
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1.2.1 Bayesovské rozhodováńı pokutová funkce

Bayesovské rozhodováńı je minimalizaćı matematického očekáváńı
rizika (pokuty). Vyžaduje tedy apriorńı znalost pokutové funkce W (k, d(x)).
Tato funkce předpokládá definici na upořádané množině hodnot, kde je de-
finováno porovnáváńı, násobeńı a sč́ıtáńı. Většinou je ztrátová funkce defi-
nována na množině reálných č́ısel. Tedy ve tvaru W (k, d(x)) ∈ R. Pokud na
této množině nelze porovnávat, neńı možné sestavit pokutovou funkci.

Uved’me několik př́ıpad̊u:
Př. 1. - lékařská diagnostika:
Mějme množinu měřitelných hodnot X - teplota, rengen, vyšetřeńı krve,
apod.
skryté stavy K - nemocný a zdravý
množina rozhodnut́ı D - léčit a neléčit

Řekněme, že chceme použ́ıt bayesovské strategie. Množina skrytých
stav̊u a množina rozhodnut́ı dávaj́ı 4 kombinace. Stanovme nyńı
ztrátovou funkci pro tento př́ıpad.

W zdravý nemocný
neléčit 0 (?)

léčit 1000 0

Správná klasifikace je charakterizována v pokutové funkci. V př́ıpadě, že
je pacient zdravý a my léč́ıme, tak př́ıjdeme např́ıklad o cenu léku. Jaká
hodnota má být ale nastavena v př́ıpadě, že je pacient nemocný a my to
nepoznáme? Tento př́ıpad může skončit také smrt́ı. Jak tedy ohodnotit
tento stav?
Problém spoč́ıvá ve snaze o porovnáńı ceny léku a ceny lidského života.

Př. 2. - jaderná elektrárna:
Vezměme jadernou elektrárnu. Opět mějme množinu měřitelných hodnot
X, což jsou ruzná měřeńı a parametry.

skryté stavy K vše vpořádku nebo skrytá vada
množina rozhodnut́ı D nic nedělat nebo poslat kontrolu, př́ıpadně
provést opravu.

Pokud je elektrárna v pořádku, tak jsem udělal jen něco zbytečně, ale
nic se nestalo. Přǐsel jsem o peńıze na kontrolu. Ale pokud jsem nepoznal
skrytou vadu a neprovedl opravu, tak elektrárna může až vybouchnout.
Opět je zde problém, jak porovnat tyto dva stavy, kdy došlo ke španému
rozhodnut́ı.
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Př. 3. - odsouzeńı neviného člověka:
Vezměme př́ıpad u soudu.

• Obžalovaný může být uznán viným v plném rozsahu obžaloby a
může být odsouzen na 5 let vězeńı

• Obžalovaný může být odsouzen pouze k peněžitému trestu

• Obžalovaný může být osvobozen

Ve všech těchto př́ıpadech byl výsledek v jiných jednotkách. Museli-
bychom porovnávat pokutu a 5 let vězeńı.

Všechny tyto tři př́ıpady si vyžadovali porovnáńı hodnot, které byly ne-
porovnatelné, či byli v jiných jednotkách. Tyto d̊uvody znemožnily sestaveńı
pokutové funkce a t́ım využit́ı klasické Bayesovské strategie. Pro tyto úlohy
je nutné formulovat jiné rozpoznávaćı úlohy (viz. dále).

1.2.2 Bayesovské rozhodováńı vyžaduje apriorńı pravděpodobnosti
P (k)

K Bayesovské startegii potřebujeme také apriorńı pravděpodobnost skrytého
stavu P (k) pro všechny stavy k ∈ K. Ta ale nemuśı být vždy dostupná.
Existuj́ı dva d̊uvody nedostupnosti apriorńı pravděpodobnost.

• P (k) existuje, ale my ji dosud neznáme. Řešeńım je bud’ úlohu pečlivěji
prozkoumat a nalézt odhad pro apriorńı pravděpodobnosti skrytého
stavu, nebo formulovat úlohu jako nebayesovkou a vyhnout se tak
použit́ı P (k) (viz. dále).

• Skrytý stav neńı náhodná veličina. Skrytý stav je deterministicky určen.
Řešeńım je formulace úlohy takovým zp̊usobem, aby nepotřebovala
P (k) (opět viz. dále).

Nemá smysl hledat pravděpodobnost nenáhodného (deterministického) jevu
(tj. četnost výskytu nekonverguje k žádnému č́ıslu).
Př. 4. - : letadla
Chceme sestrojit př́ıstroj, který bude určovat, zdali letadlo, které se k
nám bĺıž́ı je přátelské nebo ne. Klasifikujeme tedy do dvou stav̊u :
k=1 . . . vlastńı letadlo
k=2 . . . nepřátelské letadlo
x . . . pozorováńı (př́ıznaky)
Určeńı pravděpodobnost́ı P (x|1), P (x|2) je sice složité, ale principielně
zjistitelné
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Pravděpodobnosti P(1), P(2) však v̊ubec neexistuj́ı. Zdali přilet́ı
přátelské nebo nepřátelské letadlo neńı náhodný jev. Velmi to záviśı
na politické situaci. Pokud je mı́r, tak můžeme téměř s jistotou ř́ıci, že
nepřilet́ı nepřátelské letadlo. Za válečné situace je již pravděpodobnost
toho, že přilet́ı nepřátelské letadlo větš́ı. Těžko lze charakterizovat
výskyt letadla jedńım č́ıslem v intervalu < 0, 1 >

pseudořešeńı P(1)=P(2) neńı př́ıpustné!
Proč?

Rovnost P(1)=P(2) by znamenala, že výskyt nepřátelského letadla je
stejný jako výskyt přátelského letadla, což neńı pravda.

1.2.3 Podmı́něné pravděpodobnosti podléhaj́ı nenáhodnému zásahu

Posledńım připadem, kdy nelze použ́ıt Bayesovskou strategi, je př́ıpad, kdy
neznáme podmı́něné pravděpodobnosti pozorováńı za podmı́nky, že jsme v
nějakém stavu P (x|k) (potřebujeme ji pro určeńı pravděpodobnosti P (x, k)).
Existuj́ı př́ıpady, kdy tato pravděpodobnost záviśı na jevu, který neńı náhodný

Př. 5 - : Systém na rozpoznáváńı ṕısma

Systém má rozpoznávat ṕısmeno napsané uživatelem (OCR systém). K
sytému budou přistupovat tři uživatelé Z={1,2,3}. Množina skrytých
stav̊u a množina rozhodnut́ı je stejná a tvoř́ı ji abeceda (jedná se tedy
o klasifikaci). Je dána četnost výstytu jednotlivých ṕısmen (tedy apri-
orńı pravděpodobnost P (k)). Trénovaćı množinu připravili tři pisatelé
. . . Z={1,2,3}. Tato množina tvoř́ı tzv. nenáhodný zásah.
Nyńı nám zbývá určit podmı́něnou pravděpodobnost P (x|k, z) toho, že
přistoupil-li uživatel z a napsal ṕısmeno k, tak pozorujeme stav x.
Pokud by jev z byl náhodný zásah a byla známá pravděpodobnost P (z)
tohoto zásahu, pak by platilo:

P (x|k) =
∑

P (z) · P (x|k, z)
kde:
P (x | k, z) . . . pravděpodobnost, že naměř́ıme x, když ṕı̌se pisatelel z.

Toto řešeńı neńı v tomto př́ıpadě možné, protože výskyt pisatele neńı
náhodný jev. Četnost výskytu se měńı např́ıklad podle toho, zda je nek-
terý uživatel na dovolené, nebo nemocen.

V předchoźıch kapitolách byly uvedeny d̊uvody, proč nelze ve všech př́ıpadech
použ́ıt klasickou Bayesovskou strategii, a proč se hledaj́ı nové formulace úloh
rozpoznáváńı.
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2 Úloha Neymana-Pearsona

Charakteristika řešeného problému: Mějme systém a v něm dva možné
stavy (dvě tř́ıdy). Přǐradme těmto stav̊um označeńı K={1,2}, kde klasifikaćı
k=1 je označen bezpečný stav a naopak klasifikace k=2 znamená, že se jedná
o stav nebezpeč́ı.
K rozhodnut́ı v jakém stavu se nacháźıme máme množinu naměřených př́ıznak̊u
x. Jedná se tedy o klasifikaci do dvou tř́ıd při němž může doj́ıt ke dvěma
druh̊um chyby:

Falešný poplach: stav jsme klasifikovali jako nebezpečný (k = 2), ale ve
skutečnosti se jedná o objekt ze tř́ıdy bezpečné (k = 1).

Přehlédnuté nebezpeč́ı: stav jsme klasifikovali jako bezpečný (k = 1), ale
ve skutečnosti se jedná o objekt ze tř́ıdy nebezpečné (k = 2).

Modelovým představitelem takové úlohy je problém spojený s odstávkami
atomové elektrárny. Hroźı-li nebezpeč́ı je nutné elektrárnu odstavit, ale jak
poznat z naměřených př́ıznak̊u jestli je odstávka nutná, nebo jestli jen
zbytečně zastav́ı štěpnou reakci.

Požadavek na řešeńı : určeńı stavu (tř́ıdy) k objektu, pokud v́ıme, že
jsme pozorovali př́ıznak x

Předpoklady:

• Známe hodnoty pravděpodobnosti p(x|k). . . provedli jsme mnohokrát
měřeni za obou stav̊u (bezpečného i nebezpečného) a z těchto měřeńı
jsme odvodili dané pravděpodobnosti.
Jedná se o problém odhadováńı parametr̊u ze souboru dat. Odhadu-
jeme s jakou pravděpodobnost́ı přijde např. v bezpečném stavu př́ıznak
x s určitou hodnotou. Je to vlastně odhad pr̊uběhu pravděpodobnostńı
funkce. ( viz. kurz M4 )

• Nav́ıc v́ıme, že v systému neńı žadná hodnota př́ıznaku, která by př́ımo
indikovala chybu, ale všechny hodnoty se vyskytuj́ı v obou stavech, jen
s r̊uznými pravděpodobnostmi.
Neexistuje tedy bezchybná strategie, což znamená, že každou hodnotu
př́ıznaku x, jsme źıskali jak pro k = 1, tak i pro k = 2.

(∃x : p(x|1) > 0, p(x|2) > 0)

Strategie rozděluje př́ıznakový prostor na dva podprostory oblasti pro prvńı
a druhou tř́ıdu. X(1)...k = 1, X(2)...k = 2
Pro určeńı takového rozděleńı je nutné dát si předem nějaké hranice pro
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nás únosného rizika a to zejména přehlédnutého nebezpeč́ı. Toto riziko jde
vyjádřit pomoćı podmı́něné pravděpodobnostńı funkce:

ε1 =
∑

x∈X(2) p(x|1) . . . falešný poplach

ε2 =
∑

x∈X(1) p(x|2) . . . přehlédnuté nebezpeč́ı

Následuj́ıćı obrázek ilustruje hodnoty ε1 a ε2 pro jednorozměrný spojitý
př́ıpad.

Obrázek 1: Ilustrace rizik ve spojitém 1D př́ıpadě

kde:
X(1) ⊂ X . . .množina x, kde rozhoduji k=1
X(2) ⊂ X . . .množina x, kde rozhoduji k=2
X(1) ∪X(2) = X,
X(1) ∩X(2) = ∅
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Obrázek 2: Rozděleńı př́ıznakového prostoru

Celá strategie by měla být určena č́ısly ε1 a ε2. Chceme tedy naj́ıt takové
rozděleńı př́ıznakového prostoru, že ε2 (přehlédnut́ı) je méně pravděpodobné
než nějaké malé, předem zvolené č́ıslo a zároveň chceme minimalizovat počet
př́ıpad̊u kdy odstav́ıme zbytečně.

2.1 Definice úlohy Neymana-Pearsona

Tato rozhodovaćı strategie plńı tedy dva požadavky:

(1) ε2 =
∑

x∈X(1) p(x|2) ≤ ε0 . . . pravděpodobnost přehlédnutého nebezpeč́ı
je menš́ı, než mnou zvolené ε0

(2) minimalizuje pravděpodobnost falešného poplachu ε1 za podmı́nky (1)

Řěšeńı:

Úloha lze prevést na problém lineárńıho programováńı (viz. kurz SDU),
která minimalizuje funkci za omezeńı. Strategie vede na poměr věrohodnost́ı
což chceme ukázat.
Zavedeme ztrátovou funkci:

r = ε1 + µ(ε2 − ε0),

( µ je Lagrang̊uvmultiplikátor)
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Za ε1, ε2 můžeme dosadit výrazy obsahuj́ıćı podmı́něné pravděpodobnosti
a následně využ́ıt faktu, že stavy 1,2 vyplňuj́ı celý př́ıznakový prostor a
pravděpodobnosti jdou převést přes pravděpodobnost doplňkového jevu.

r =
∑

x∈X(2) P (x|1) + µ(
∑

x∈X(1) P (x|2)− ε0) =

= 1−
∑

x∈X(1) P (x|1)− ε0µ + µ
∑

x∈X(1) P (x|2) =

= 1− ε0µ +
∑

x∈X(1) (µP (x|2)− P (x|1))

µP (x|2)− P (x|1) ≶ 0

Protože chceme předchoźı výraz minimalizovat, je nutné aby argument sumy
mel co nejmenš́ı hodnotu. To se dá vyjádřit požadavkem:

P (x|1)
P (x|2)

≷ µ (1)

ε2 =
∑

X(1) P (x|2) = ε0

Z této rovnice urč́ıme µ.

2.2 Neyman-Personova úloha - poznámky a zobecněńı

Ve formulaci úlohy se nevyskytuj́ı apriorńı pravděpodovnosti, a proto s ńı
jdou vyřešit i daľśı problémy popsane v kapitole 1. Př́ıkladem je problem
přátelské/nepřátelské letadlo.(Př.4)

Zobecněńı:
Máme množinu tř́ıd (stav̊u) K={1,2,3. . . n}, přičemž stavy k = 2 až k =
n považujeme za nebezpečné, a stav k = 1 za bezpečný. Chceme aby
pravděpodobnost přehlédnutého nebezpeč́ı všech těchto stav̊u byla menš́ı
než nějaké ε0 a zaroveň minimalizujem pravděpodobnost falešného popla-
chu.

Požadavky:
(1)

∑
X(1) P (x|2) ≤ ε0∑

X(2) P (x|3) ≤ ε0

...
(2) minimalizace

∑
X(2)∪X(3)∪... P (x|1)

Řešeńı: lze nalézt pomoćı lineárńıho programováńı.
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3 Minimaxńı úloha

Strategie opět rozkladá př́ıznakový prostor na disjunktńı podmnožiny. K={1,2,3. . . }
je množina stav̊u objektu (tř́ıd).
p(x|k). . . známo pro k ∈ K
X(k) ⊂ X, je-li x ∈ X(k) rozhodujeme se pro tř́ıdu k.

Pro všechny tř́ıdy k ∈ K můžeme spoč́ıtat hodnotu ε(k), která je pravděpodobnost́ı
toho, že byl-li objekt v daném stavu, tak my jsme klasifikovali do jiného (ne-
boli pravděpodobnost špatné klasifikace).

Máme-li definovány hodnoty pro ε(k), tak vybereme to, které je největš́ı
(reprezentuje tř́ıdu, pro kterou je největš́ı chyba klasifikace).Ćılem je naj́ıt
takové rozděleńı, aby prátě toto č́ıslo bylo co nejmenš́ı.

Definujme úlohu:

max
k∈K

ε(k) (2)

kde ε(k) =
∑

x/∈X(k) p(x|k)

Ćılem je nalézt rozklad X(k), který minimalizuje (2) za podmı́nky(3).
Pro dvě tř́ıdy vede také tato strategie na výpočet poměru pravděpodobnost́ı
a porovnáńı s nějakým prahem. Tento práh je určen jinak, je to jiná úloha,
ale přesto je tvar rozhodováńı stejný.

Př́ıklad:
Rozpoznávaćı algoritmus je hodnocen dvěma zkouškami - předběžnou
a finálńı. Při finálńı zkoušce se experimentuje jen s objekty z nejtěžš́ı
tř́ıdy.
Při předběžné zkoušce jsou rovnoměrně vyb́ırány objekty ze všech tŕıd.
Celková chyba je pak vlastně pr̊uměrem všech chyb. Pokud však při
finálńı zkoušce budou vyb́ırány pouze objekty ze tř́ıdy, která má největš́ı
chybu, vzroste i celková chyba.
Zajist́ım-li, že maxε(k) je nejmenš́ı možná, a proto nemúže se mi stát,
že vzroste chyba rozhodovámı́, pokud budou přicházet pouze objekty z
jedné tř́ıdy (té nejnevhodněǰśı s největš́ı chybou). Chyba je sice větśı
než chyba Bayesovského klasifikátoru, ale při změně p(ωi) z̊ustává kon-
stantńı.
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3.1 Minimaxńı úloha - řešeńı

• rozhodováńı podle poměru P (x|1)
P (x|2)

• pro př́ıpad dvou stav̊u vede tato strategie na ε1 = ε2, neboli pravděpodobnost
toho, že objekt byl v 1. stavu a byla zařazen do druhého stavu je stejná,
jako pravděpodobnost, že objekt byl ve 2. stavu a byl klasifikován do
prvńıho stavu.

• d̊ukaz −→ lineárńı programováńı

Pozn.: na rozd́ıl od Neyman-Personovy úlohy zacháźım s každou tř́ıdou
stejně.

4 Chyba Bayesovské strategie při proměnné apri-
orńı pravděpodobnosti tř́ıd P (k)

Chceme navrhnout Bayesovský klasifikátor, ale nemáme apriorńı pravděpodobnosti.
Chceme proto určit apriorńı pravděpodobnosti tak aby minimalizovali ba-
yesovské riziko. Vše budeme demonstrovat na pŕıkladu klasifikace do dvou
tř́ıd. Máme penalizačńı funkci W zavedenou jako:

d/k 1 1
1 0 1
2 1 0

Připomeňme si výraz pro bayesovké riziko pomoźı ztrátové funkce W :

R(Q) =
∑

∀x

∑
∀k P (x, k).W (Q(x), k)

Rozepǐsme pro dva stavy:

R(Q) =
∑

x∈(X1∪X2)

∑
k∈{1,2} P (x|1).W (Q(x), k)+

+
∑

x∈(X1∪X2)

∑
k∈{1,2} P (x|2).W (Q(x), k)

Přejdeme do vyjádřeńı pomoćı spojitého rozděleńı a potom je R(Q) středńı
ztrátou ε:

ε =
∫
x∈X(2) p(1, x)dx +

∫
x∈X(1) p(2, x)dx =

= P (ω1)
∫
x∈D2

P (x|ω1)dx + P (ω2)
∫
x∈D1

P (x|ω2)dx
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Pomoćı integrál̊u podmı́něných právděpodobnost́ı jsou však definována
ε1, ε2:
ε = P (ω1)ε1 + P (ω2)ε2 = P (ω1)ε1 + (1− P (ω1))ε2 = ε2 + P (ω1)(ε1 − ε2)

Di = {x ∈ X,kde se rozdodujeme pro ωi}

Opět se snaž́ıme, aby středńı ztráta měla co nejmenš́ı hodnotu a v́ım, že
středńı ztráta je př́ımo úměrná pravděpodobnosti jevu ω1 P (ω1). Bayesovské
riziko, které optimalizujeme, je tedy funkce apriorńı pravděpodobnosti P (ω1).
Situaci pro dvě tř́ıdy ilustruje následuj́ıćı obrázek.

Obrázek 3: Chyba Bayesovského klasifikátoru

Pokud bychom znali apriorńı pravděpodobnosti P (ω1), pak by chyba
bayesovského klasifikátou v závislosti na p(ω1) byla dána křivkou označenou
jako Bayes (Pro P (ω1) = 0 je ten stav nemožný a vždy klasifikuju do druhé
tř́ıdy a chyba je nulová. Podobně pro P (ω1) = 1, kdy klasifikuji vždy do
prvńı tř́ıdy.). Např. pro P (ω1) = 0, 6 je chyba Bayesovského klasifikátoru
největš́ı.

Nemáme-li hodnoty P (ω1), tak spoč́ıtáme hodnoty ε1 a ε2, ze kterých
źıskáme chybu klasifikace. Pokud jsme se trefili, je chyba stejná jako Ba-
yesovská. V opačném př́ıpadě může být chyba klasifikace mnohem větš́ı
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než Bayesovská, protože se pohybujeme po př́ımce (viz př́ımka 1). Ochrana
před nejhorš́ım př́ıpadem je tedy co jejv́ıce zmenšit hodnotu ε což plat́ı při:
ε1 = ε2. (viz př́ımka 2)
Výsledkem celého odvozeńı je nejhorš́ı chyba pro Bayese, ale přesto máme
zaručeno, že pravděpodobnost chyby nebude větš́ı než ε. (hledali jsme ohod-
noceńı tak, že ε1=ε2)

5 Waldova úloha

Tato úloha je podobná úloze Neyman-Paersona, která hledala strategii tako-
vou, která by zaručila, že ε2 bude menš́ı než stanovený práh. To znamená, že
pravděpodobnost klasifikace do 1.tř́ıdy, byl-li objekt ve skutečnosti v 2.třidě
je menš́ı než stanovený práh. Mezi všemi těmito strategiemi jsme brali tu,
která minimalizuje ε1.

Lǐśı se všajk v tom,že můžeme požadovat, aby pravděpodobnost falešného
poplachu, stejně tak i pravděpodobnost přehlédnutého nebezpeč́ı byla menš́ı
než stanovený práh. Této formulace vede na neřešitelnou úlohu, protože mi-
nimalizace ε1 může j́ıt proti minimalizaci ε2.Pokud posouváme práh na jednu
stranu, tak jedno ε klesá a druhé stoupá.

• asymetrie ε1, ε2

• nelze klást omezeńı na ε1(falešný poplach), což může být nepřijatelné

• ovšem ε1 ≤ ε, ε2 ≤ ε může být nesplnitelné

Formulace:
Waldova úloha neklasifikuje do dvou tř́ıd, ale přidává třet́ı tř́ıdu X(0), která
odpov́ıdá stavu, kdy nemám dostatek informaćı pro rozhodnut́ı. Množinu
př́ıznak̊u X rozkládáme na podmnožiny X(1),X(2),X(0):

je-li pozorováńı (př́ıznak) x ∈ X(1), rozhodujeme se pro k=1
je-li pozorováńı (př́ıznak)x ∈ X(2), rozhodujeme se pro k=2
je-li pozorováńı (př́ıznak)x ∈ X(0), rozhodujeme se pro možnost ”nev́ım”.

Př́ıklad : Letadla
Klasifikátor rozhoduje podle radaru, zda-li se jedná o přátelské nebo
nepřátelské letadlo, ale pokud nemá dostatek infomaćı pro klasifikaci,
tak se rozhodne pro tř́ıdu X(0) a je nutné použ́ıt jinou metody pro
identifikaci letadla.
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Př. 7 - : Lékařstv́ı
Klasifikátor posuzuje rentgenové sńımky, podle kterých se má určit,
zda-li pacient má rakovinu nebo ne. Dejme tmu, že má klasifikovat
100 sńımk̊u. Některé sńımky jsou tak jasné, že nemá pot́ıže s jejich
klasifikaćı. Pak jsou tam daľśı sńımky, jejich zařazeńı je obt́ıžněǰśı. V
tomto př́ıpadě nechá rozhodnut́ı na expertovi, který může nař́ıdit daľśı
upřesňuj́ıćı vyšetřeńı, apod. Výsledkem je, že z velkého množstv́ı sńımk̊u
posuzuje expert jen sporné př́ıpady.

Strategii charakterizuj́ı:
Definice ε1 a ε2 z̊ustávaj́ı stejné

ε1 =
∑

x∈X(2) p(x|1) . . . chybné rozhodnut́ı o tř́ıdě (stavu) k = 1, neboli
pravděpodobnost klasifikace do tř́ıdy 2, když objekt je 1. stavu.
ε2 =

∑
x∈X(1) p(x|2) . . . chybné rozhodnut́ı o tř́ıdě (stavu) k = 2, neboli

pravděpodobnost klasifikace do tř́ıdy 1 když objekt je 2. stavu.
Dále je úloha charakterizována dvěma č́ısly:
χ1 =

∑
x∈X(0) p(x|1) . . . př́ıpadné nerozhodnuté situace pro k=1 - pravděpodobnost

klasifikace do X(0) (nevim), když objekt byl ve stavu k=1
χ2 =

∑
x∈X(0) p(x|2) . . . př́ıpadné nerozhodnuté situace pro k=2 - pravděpodobnost

klasifikace do X(0) (nevim), když objekt byl ve stavu k=2

Obrázek 4: Ilustrace rizik pro spojitý 1D př́ıpad
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Optimálńı strategie:

Hledáme strategii, pro kterou plat́ı:
(1) ε1 ≤ ε, ε2 ≤ ε . . . kladu omezuj́ıćı požadavky na chybu rozhodnut́ı pro
obě tř́ıdy (jak bezpečnou, tak nebezpečnou).
(2) minimalizuji max(χ(1), χ(2)), aby klasifikátor stále jen neodpov́ıdal ”nev́ım”,
což by vyhovovalo omezuj́ıćım podmı́nkám z bodu (1).

Řešeńı:
Strategie se oṕırá o věrohodnostńı poměr γ(x) = p(x|1)

p(x|2) , který je porovnán s
dvěma prahyΘ1aΘ2, které rozděli množinu př́ıznak̊u na tři podmnožiny.
prahy: Θ1,Θ2, (Θ1 ≤ Θ2)

1. γ(x) < Θ1

2. γ(x) ∈ (Θ1,Θ2)

3. γ(x) > Θ2

Důkaz: pro obecný př́ıpad n tř́ıd → minimalizačńı problém řešitelný
lineárńım programováńım.

6 Rozhodováńı při náhodných zásaźıch (Linnikova
úloha)

Problém je popsán v kapitole 1.4 jako problém rozpoznáváńı při závislosti
na nenáhodnem parametru (Př́ıklad 5)

X, K, Z; p(x|K, Z) . . . známé
z ∈ Z . . .množina všech zásah̊u (nenáhodných)
X(k), k ∈ K . . . rozklad X, který určuje tř́ıdu

Rozhodováńı záviśı nav́ıc na tom zda předem známe apriorńı pravděpodobnosti
jednolivých nenáhodných parametr̊u.
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6.1 P(k) známe

Pokud známe apriorńı pravděpodobnost k můžeme spoč́ıtat středńı hodnotu
chybn0 klasifikace při daném nenáhodném zásahu z:

ε(z) =
∑

k∈K p(k)
∑

x∈X(k) p(x|k, z),

kde
∑

x∈X(k) p(x|k, z) je pravděpodobnost toho, že při zásahu z1 se vyskytl
jev k, bylo klasifikována jiné d.
p(k) charakterizuje pravděpodobnost výskytu jednotlivých k v textu př́ıslušného
jazyka.

Strategii hodnot́ıme podle chyby při nejhorš́ım zásahu:

maxz∈Z ε(z)

Chceme naj́ıt takovou strategii, která minimalizuje maxz∈Z ε(z):

(X∗(k), k ∈ K) = arg minX(k) maxz∈Z
∑

k∈K p(k)
∑

x/∈X(k) p(x|k, z)
Pozn.: lze převést na úlohu lineárńıho programováńı.

6.2 P(k) neznáme

Neznáme apriorńı pravděpodobnosti p(k), a proto je ε závislé na dvou pa-
rametrech a to nenáhodném zásahu z a skrytém stavu k:

ε(k, z) =
∑

x/∈X(x) p(x |k, z) ,

což odpov́ıdá tomu, že přistoupil-li uživatel z2 a jev k se vyskytl, bylo přesto
k špatně klasifikováno. Mezi těmito č́ısli se vybere to, které odpov́ıdá největš́ı
chybě.(V př́ıkladu 5 uživatel 2 ṕı̌se strašné ṕısmeno ”a”, pak ε∗ = ε(”a”, z2))

Hodnoceńı strategie opět prob́ıhá podle nejhorš́ıho př́ıpadu:

maxk∈K maxz∈Z ε(k, z)

Řešeńım je rozklad:

(X∗(k), k ∈ K) = arg minX(k) maxk∈K maxz∈Z
∑

x/∈X(k) p(x, k, z)
Řešeńı:lze převézt na úlohu lineárńıho programováńı
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7 Shrnut́ı

1) Baysovké rozhodováńı neńı jediná cesta: nemohu minimalizovat riziko
neznám-li všechny pravděpodobnosti potřebné pro řešeńı. Pak muśım úlohu
definovat jinak.
2) Strategie v bayesovském i nebayesovském rozhodováńı děĺı prostor pravděpodobnost́ı
na konvexńı kužely - oṕıraj́ı výpočet věrohodnostńıho poměru (strategie jsou
si hodně podobné a lǐśı se pouze v určeńı rozhodovaćıch prah̊u).
3) Rozhodovaćı strategie pro nebayesovské úlohy lze hledat pomoćı lineárńıho
programováńı.
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