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1 Bayesovské rozhodovani

1.1 Bayesovské rozhodovani - opakovani

7 duvodt rozdilného znaceni jednotlivych veli¢in si na zacatek dovolim zopa-
kovat zékladni pojmy z minulé pfednésky. Bayesovské rozhodovani vychazi
z minimalizace bayesovského rizika definovaného:

R(d) = > ex 2Zperc Pz, k)W (K, d())

kde:
x - pozorovatelné priznaky (r € X' - mnozina moznych pozorovani)

k - skryté parametry (k € K - mnozina hodnot skrytého parametru)
d - rozhodnuti (d € D - mnozina rozhodnuti)

p(z, k) - uréuje pravdépodobnost, ze objekt je ve stavu k a pfiznak nabyva
hodnoty x. Vztah mezi pozorovanim x a stavem k je tedy dan pravdépodobnostni
funkeci.

W(k,d(x)) - pokutové funkce oznacuje ztratu vyvolanou rozhodnutim d,
pokud je objekt ve stavu k.

Riziko R(d) je stfedni hodnota penalizaéni funkce, kterou platime pfi nasem
rozhodovani.

Vysledkem bayesovské strategie je funkce d = d(x), ktery pozorovani z
pritadi rozhodnuti d. Bayesovské strategie rozkldda pravdépodobnostni pro-
stor na konvexni kuzely.

1.2 Omezeni bayesovského rozhodovani

Bayesovsky pristup pfinasi zna¢nou obecnost piistupu ke klasifikaci a dava
optiméalni klasifikdtor. Ale musime zn&t dalsi informace upfesnujici tlohu,
které nejsou vzdy k dispozici. Tato apriorni znalost o problému prinasi uskali
Bayesovského ptistupu. Rozdélme ji na tfi okruhy:

e znalost ztratové funkce W(k,d(x)): K x D — R

e znalost apriorni pravdépodobnosti p(k)

e znalost podminénych pravdépodobnosti pozorovani pro dany stav p(x | k)

Pozn.: Bayesovské rozhodovani nelze pouzit, nemam-li nékteré z potiebnych
veli¢in (ztratovou matici nebo nékteré z pravdépodobnosti).

Jednotlivé body rozebereme podrobnéji v nasledujicich kapitolach.



1.2.1 Bayesovské rozhodovani pokutova funkce

Bayesovské rozhodovani je minimalizaci matematického oéekavani
rizika (pokuty). Vyzaduje tedy apriorni znalost pokutové funkce W (k, d(z)).
Tato funkce predpoklada definici na upordadané mnoziné hodnot, kde je de-
finovdno porovnavani, ndsobeni a s¢itani. VétsSinou je ztratova funkce defi-
novana na mnoziné redlnych ¢isel. Tedy ve tvaru W (k, d(z)) € R. Pokud na
této mnoziné nelze porovnavat, neni mozné sestavit pokutovou funkci.
Uved'me nékolik piipadi:

Pi. 1. - 1ékarska diagnostika:

Méjme mnozinu méfitelnych hodnot X - teplota, rengen, vySetieni krve,

apod.

skryté stavy K - nemocny a zdravy
mnozina rozhodnuti D - 1é¢it a nelécit
Reknéme, ze chceme pouzit bayesovské strategie. Mnozina skrytych

stavi a mnozina rozhodnuti dédvaji 4 kombinace. Stanovme nyni
ztratovou funkci pro tento pripad.

W || zdravy | nemocny
nelécit 0 (7
lécit 1000 0

Spravna klasifikace je charakterizovana v pokutové funkci. V ptipadé, ze
je pacient zdravy a my lé¢ime, tak ptijdeme napiiklad o cenu 1éku. Jaka
hodnota ma byt ale nastavena v ptipadé, Ze je pacient nemocny a my to
nepozname? Tento piipad muze skoncit také smrti. Jak tedy ohodnotit
tento stav?

Problém spocivéa ve snaze o porovnani ceny léku a ceny lidského zivota.

Pi. 2. - jaderna elektrarna:
Vezméme jadernou elektrarnu. Opét méjme mnozinu méfitelnych hodnot
X, coz jsou ruzna méfeni a parametry.

skryté stavy K vSe vporadku nebo skryta vada
mnozina rozhodnuti D nic nedélat nebo poslat kontrolu, pfipadné
provést opravu.

Pokud je elektrarna v poradku, tak jsem udélal jen néco zbytecné, ale
nic se nestalo. Ptisel jsem o penize na kontrolu. Ale pokud jsem nepoznal
skrytou vadu a neprovedl opravu, tak elektrarna muze az vybouchnout.
Opét je zde problém, jak porovnat tyto dva stavy, kdy doslo ke §panému
rozhodnuti.




Pr. 3. - odsouzeni neviného ¢lovéka:
Vezméme pripad u soudu.

e Obzalovany muze byt uzndn vinym v plném rozsahu obzaloby a
muze byt odsouzen na 5 let vézeni

e Obzalovany muze byt odsouzen pouze k penézitému trestu

e Obzalovany muze byt osvobozen

Ve vsech téchto ptipadech byl vysledek v jinych jednotkach. Museli-
bychom porovnavat pokutu a 5 let vézeni.

Vsechny tyto tii piipady si vyzadovali porovnani hodnot, které byly ne-
porovnatelné, ¢i byli v jinych jednotkéch. Tyto duvody znemoznily sestaveni
pokutové funkce a tim vyuziti klasické Bayesovské strategie. Pro tyto tlohy
je nutné formulovat jiné rozpoznévaci dlohy (viz. déle).

1.2.2 Bayesovské rozhodovani vyzaduje apriorni pravdépodobnosti
P(k)

K Bayesovské startegii potfebujeme také apriorni pravdépodobnost skrytého
stavu P(k) pro vSechny stavy k € K. Ta ale nemusi byt vzdy dostupné.
Existuji dva duvody nedostupnosti apriorni pravdépodobnost.

e P(k) existuje, ale my ji dosud nezndme. Resenim je bud’ lohu peclivéji
prozkoumat a nalézt odhad pro apriorni pravdépodobnosti skrytého
stavu, nebo formulovat tlohu jako nebayesovkou a vyhnout se tak
pouziti P(k) (viz. dale).

e Skryty stav neni ndhodna veli¢ina. Skryty stav je deterministicky urcen.
Resenim je formulace tlohy takovym zpusobem, aby nepotiebovala
P(k) (opét viz. dale).

Nemd smysl hledat pravdépodobnost nendhodného (deterministického) jevu
(tj. ¢etnost vyskytu nekonverguje k zadnému ¢islu).
Pi. 4. - : letadla
Chceme sestrojit pristroj, ktery bude urcovat, zdali letadlo, které se k
nam blizi je pratelské nebo ne. Klasifikujeme tedy do dvou stavu :
k=1 ...vlastni letadlo
k=2 ...nepratelské letadlo
X ...pozorovani (piiznaky)
Urceni pravdépodobnosti P(Z|1), P(Z|2) je sice slozité, ale principielné
zjistitelné




Pravdépodobnosti P(1), P(2) v8ak vubec neexistuji. Zdali prileti
pratelské nebo nepiatelské letadlo neni ndhodny jev. Velmi to zévisi
na politické situaci. Pokud je mir, tak muzeme témér s jistotou fici, ze
neprileti neptatelské letadlo. Za valeéné situace je jiz pravdépodobnost
toho, ze prileti neptatelské letadlo vétsi. Tézko lze charakterizovat
vyskyt letadla jednim ¢éislem v intervalu < 0,1 >

pseudoresSeni P(1)=P(2) neni pfipustné!
Proc¢?

Rovnost P(1)=P(2) by znamenala, ze vyskyt neptatelského letadla je
stejny jako vyskyt pratelského letadla, coz neni pravda.

1.2.3 Podminéné pravdépodobnosti podléhaji nenahodnému zasahu

Poslednim piipadem, kdy nelze pouzit Bayesovskou strategi, je piipad, kdy
nezname podminéné pravdépodobnosti pozorovani za podminky, ze jsme v
néjakém stavu P(z|k) (potiebujeme ji pro urcéeni pravdépodobnosti P(z, k)).
Existuji pripady, kdy tato pravdépodobnost zavisi na jevu, ktery neni ndhodny

Pi. 5 - : Systém na rozpoznavani pisma

Systém mé rozpoznavat pismeno napsané uzivatelem (OCR systém). K
sytému budou pfistupovat t¥i uzivatelé Z={1,2,3}. Mnozina skrytych
stavi a mnozina rozhodnuti je stejnd a tvoii ji abeceda (jedna se tedy
o klasifikaci). Je ddna Cetnost vystytu jednotlivych pismen (tedy apri-
orni pravdépodobnost P(k)). Trénovaci mnozinu pfipravili tii pisatelé
...Z={1,2,3}. Tato mnozina tvoii tzv. nendhodny zdsah.

Nyni ndm zbyvé ur¢it podminénou pravdépodobnost P(x|k, z) toho, ze
pristoupil-li uzivatel z a napsal pismeno k, tak pozorujeme stav x.
Pokud by jev z byl ndhodny zdsah a byla zndmé pravdépodobnost P(z)
tohoto zasahu, pak by platilo:

P(xlk) =32 P(2) - P(zlk, 2)

kde:

P(x | k,z) ...pravdépodobnost, ze naméiime x, kdyz piSe pisatelel z.
Toto feSeni neni v tomto pfipadé mozné, protoze vyskyt pisatele neni
nahodny jev. Cetnost vyskytu se méni napiiklad podle toho, zda je nek-
tery uzivatel na dovolené, nebo nemocen.

V ptedchozich kapitolach byly uvedeny duvody, pro¢ nelze ve vSech pfipadech
pouzit klasickou Bayesovskou strategii, a pro¢ se hledaji nové formulace tiloh
rozpoznavani.



2 Uloha Neymana-Pearsona

Charakteristika feSeného problému: Méjme systém a v ném dva mozné
stavy (dvé t¥idy). Prifadme témto stavum oznaceni K={1,2}, kde klasifikaci
k=1 je oznacen bezpectny stav a naopak klasifikace k=2 znamena, ze se jedna

o stav nebezpedci.

K rozhodnuti v jakém stavu se nachdzime mame mnozinu naméfenych ptiznaku
Z. Jedné se tedy o klasifikaci do dvou tiid pfi némz muze dojit ke dvéma
druhtm chyby:

Falesny poplach: stav jsme klasifikovali jako nebezpecény (k = 2), ale ve
skutecnosti se jednd o objekt ze tiidy bezpecné (k = 1).

Piehlédnuté nebezpeéi: stav jsme klasifikovali jako bezpeény (k = 1), ale
ve skutecnosti se jedna o objekt ze tiidy nebezpecné (k = 2).

Modelovym predstavitelem takové tlohy je problém spojeny s odstavkami
atomové elektrarny. Hrozi-li nebezpeci je nutné elektrarnu odstavit, ale jak
poznat z naméienych piiznaku jestli je odstavka nutnd, nebo jestli jen
zbytetné zastavi Stépnou reakci.

Pozadavek na feSeni : urceni stavu (tfidy) k objektu, pokud vime, ze
jsme pozorovali priznak T

Piedpoklady:

e Zname hodnoty pravdépodobnosti p(Z|k)...provedli jsme mnohokrat

meéfeni za obou stava (bezpecného i nebezpeéného) a z téchto méfent
jsme odvodili dané pravdépodobnosti.
Jedné se o problém odhadovani parametru ze souboru dat. Odhadu-
jeme s jakou pravdépodobnosti piijde napt. v bezpecném stavu priznak
x s urc¢itou hodnotou. Je to vlastné odhad prubéhu pravdépodobnostni
funkee. ( viz. kurz M4 )

e Navic vime, ze v systému neni zadna hodnota ptiznaku, ktera by piimo
indikovala chybu, ale v8echny hodnoty se vyskytuji v obou stavech, jen
s ruznymi pravdépodobnostmi.
Neexistuje tedy bezchybna strategie, coz znamené, ze kazdou hodnotu
priznaku T, jsme ziskali jak pro k = 1, tak i pro k = 2.

(37 : p(z|1) > 0,p(7|2) > 0)
Strategie rozdéluje priznakovy prostor na dva podprostory oblasti pro prvni

a druhou t¥idu. X (1)..k =1,X(2)..k =2
Pro urceni takového rozdéleni je nutné dat si predem néjaké hranice pro



nés unosného rizika a to zejména prehlédnutého nebezpeci. Toto riziko jde
vyjadiit pomoci podminéné pravdépodobnostni funkce:

€1 =2 ,ex(2)P(x[1) ...falesny poplach
€9 = erX(l) p(z|2) ...ptrehlédnuté nebezpedi

Nasledujici obrazek ilustruje hodnoty €1 a €2 pro jednorozmérny spojity
piipad.

B 1 (x—p)’
PX[Dm —— 2%
2rxo
e P(X/2)
&= [P/
| @ xeX (D)
I &= [P/
i e X
I O —s strategie
-
X

Obréazek 1: Ilustrace rizik ve spojitém 1D piipadé

kde:

(1) C X ...mnozina T, kde rozhoduji k=1
(2) C X ...mnozina T, kde rozhoduji k=2
(HUX((2) =X,
(1)

X
X
X
X(1)NX(2)=0



U L Bl Fe(xx)
XQ) c X/rozhodmuti — k=1
XD ’@ X(2) c X/ rozhodmiti —k=2
XHUXx2)=X
Q — strategie
X(2)
>

X

Obréazek 2: Rozdéleni piiznakového prostoru

Celd strategie by méla byt urcena Cisly €1 a 9. Chceme tedy najit takové
rozdéleni piiznakového prostoru, ze o (prehlédnuti) je méné pravdépodobné
nez néjaké malé, predem zvolené ¢islo a zaroven chceme minimalizovat pocet
piipadi kdy odstavime zbytecné.

2.1 Definice tlohy Neymana-Pearsona

Tato rozhodovaci strategie plni tedy dva pozadavky:

(1) e2 = > _pex(1) P([2) < &0 ... pravdépodobnost prehlédnutého nebezpeci
je mensi, nez mnou zvolené &g

(2) minimalizuje pravdépodobnost falesného poplachu €1 za podminky (1)

Résent:
Uloha lze prevést na problém linedrniho programovani (viz. kurz SDU),

kterad minimalizuje funkci za omezeni. Strategie vede na pomér vérohodnosti
coz chceme ukézat.

Zavedeme ztratovou funkei:

r=c¢e1+ /1(52 — 80),

( p je Lagranguvmultiplikator)



Za g1, €2 muzeme dosadit vyrazy obsahujici podminéné pravdépodobnosti
a nasledné vyuzit faktu, ze stavy 1,2 vyplauji cely pfiznakovy prostor a
pravdépodobnosti jdou prevést pres pravdépodobnost doplikového jevu.

=2 vex@ P@l) + n(X exq) P@]2) — o) =
=1=2 sex) P@[) —eop+ 13 sexqy P(T]2) =
=1 —cop+ 2 sex() (P (2[2) — P(z[1))

pP(z[2) — P(z]1) S 0

Protoze chceme predchozi vyraz minimalizovat, je nutné aby argument sumy
mel co nejmensi hodnotu. To se da vyjadfit pozadavkem:

P 2# )

i)

€2 = 2 x(1) P(E2) = &0

7 této rovnice uréime p.

2.2 Neyman-Personova tloha - poznamky a zobecnéni

Ve formulaci dlohy se nevyskytuji apriorni pravdépodovnosti, a proto s ni
jdou vyTtesit i dal§i problémy popsane v kapitole 1. Piikladem je problem
pratelské /neptételské letadlo.(Pr.4)

Zobecnéni:
Mame mnozinu t¥id (stavi) K={1,2,3...n}, pficemz stavy k = 2 az k =
n povazujeme za nebezpeéné, a stav k = 1 za bezpetny. Chceme aby

pravdépodobnost piehlédnutého nebezpeci vsech téchto stavia byla mensi
nez néjaké €y a zaroven minimalizujem pravdépodobnost falesného popla-
chu.

Pozadavky:

(1) Xxq) PEl2) <0
>x(2) PE3) <20

(2) minimalizace Y x5y, x(3)u... P(Z[1)

Reseni: 1ze nalézt pomoci linedrniho programovani.



3 Minimaxni uloha

Strategie opét rozklada piiznakovy prostor na disjunktni podmnoziny. K={1,2,3...}
je mnozina stavu objektu (tfid).

p(z|k)...zndmo pro k € K

X (k) C X, je-li € X (k) rozhodujeme se pro tiidu k.

Pro vsechny tiidy k¥ € K muzeme spocitat hodnotu e(k), kterd je pravdépodobnosti
toho, ze byl-li objekt v daném stavu, tak my jsme klasifikovali do jiného (ne-
boli pravdépodobnost Spatné klasifikace).

Méme-li definovdny hodnoty pro e(k), tak vybereme to, které je nejveétsi
(reprezentuje tiidu, pro kterou je nejvétsi chyba klasifikace).Cilem je najit
takové rozdéleni, aby praté toto ¢islo bylo co nejmensi.

Definujme tlohu:

max e (k) (2)

kde e(k) = 3¢ x(r) P(x[k)

Cilem je nalézt rozklad X(k), ktery minimalizuje (2) za podminky(3).
Pro dvé tiidy vede také tato strategie na vypocet poméru pravdépodobnosti
a porovnani s néjakym prahem. Tento prah je urcen jinak, je to jind tloha,
ale pfesto je tvar rozhodovani stejny.

Piiklad:

Rozpoznéavaci algoritmus je hodnocen dvéma zkouskami - predbéznou
tridy.

P1i pfedbézné zkousSce jsou rovnomérné vybirany objekty ze vSech trid.
Celkovéa chyba je pak vlastné prumérem vsech chyb. Pokud v8ak pii
findlni zkousSce budou vybirany pouze objekty ze tiidy, ktera ma nejveétsi
chybu, vzroste i celkova chyba.

Zajistim-li, Ze maxe(k) je nejmensi moznd, a proto nemuize se mi stat,
ze vzroste chyba rozhodovami, pokud budou pfichazet pouze objekty z
jedné tiidy (té nejnevhodnéjsi s nejvétsi chybou). Chyba je sice vétsi
nez chyba Bayesovského klasifikatoru, ale pfi zméné p(w;) zustdva kon-
stantni.

10



3.1 Minimaxni tloha - feSeni

e rozhodovani podle poméru igl;g

e pro piipad dvou stavil vede tato strategie na €1 = €9, neboli pravdépodobnost
toho, ze objekt byl v 1. stavu a byla zafazen do druhého stavu je stejna,
jako pravdépodobnost, ze objekt byl ve 2. stavu a byl klasifikovan do
prvniho stavu.

e dukaz — linedrni programovani

Pozn.: na rozdil od Neyman-Personovy ulohy zachazim s kazdou tfidou
stejné.

4 Chyba Bayesovské strategie pri proménné apri-
orni pravdépodobnosti tiid P(k)

Chceme navrhnout Bayesovsky klasifikator, ale neméme apriorni pravdépodobnosti.
Chceme proto urcit apriorni pravdépodobnosti tak aby minimalizovali ba-
yesovské riziko. V8e budeme demonstrovat na prikladu klasifikace do dvou

ttid. Mame penaliza¢ni funkci W zavedenou jako:

d/k [ 1
1
2 1

Pripomenime si vyraz pro bayesovké riziko pomozi ztratové funkce W :

R(Q) = v, 2w P, k). W(Q(2), k)

Rozepisme pro dva stavy:

R(Q) = > se(x1ux2) 2okefi,2y P(@[1).W(Q(), k)+
+ 2 ze(x1ux2) 2kef1,2y P(@|2) W(Q(x), k)

Piejdeme do vyjadieni pomoci spojitého rozdéleni a potom je R(Q) stfedni
ztratou e:

°= fxEX(Q) p(l’x)dw + fa:EX(l) p(2,x)d:r =
= P(w1) fmeDz P(x|wy)dx + P(w2) fxeDl P(z|wy)dx

11



Pomoci integrali podminénych pravdépodobnosti jsou viak definovéna
£1,€2:
E= P(w1)61 + P(w2)62 = P(wl)el + (1 — P(u)l))afz =¢&9 + P(wl)(sl — 62)

D; = {z € X kde se rozdodujeme pro w;}

Opét se snazime, aby stiedni ztrdta méla co nejmensi hodnotu a vim, ze
stFedni ztrata je pfimo imérnd pravdépodobnosti jevu wy P(w1). Bayesovské
riziko, které optimalizujeme, je tedy funkce apriorni pravdépodobnosti P(wy ).
Situaci pro dvé tiidy ilustruje nédsledujici obrazek.

"

Baye

1 P(mﬁ

pie =0 6

Obrazek 3: Chyba Bayesovského klasifikatoru

Pokud bychom znali apriorni pravdépodobnosti P(w;), pak by chyba
bayesovského klasifikatou v zavislosti na p(w;) byla ddna kfivkou oznac¢enou
jako Bayes (Pro P(w;) = 0 je ten stav nemozny a vzdy klasifikuju do druhé
tfidy a chyba je nulova. Podobné pro P(w;) = 1, kdy klasifikuji vzdy do
prvni t¥idy.). Napf. pro P(w;) = 0,6 je chyba Bayesovského klasifikdtoru
nejvetsi.

Nemame-li hodnoty P(w;), tak spoc¢itame hodnoty €1 a €2, ze kterych
ziskdme chybu klasifikace. Pokud jsme se trefili, je chyba stejnd jako Ba-
yesovska. V opacném piipadé muze byt chyba klasifikace mnohem vétsi

12



nez Bayesovskd, protoze se pohybujeme po piimce (viz piimka 1). Ochrana
pted nejhorsim ptipadem je tedy co jejvice zmensit hodnotu e coz plati pfi:
€1 = €2. (viz piimka 2)

Vysledkem celého odvozeni je nejhorsi chyba pro Bayese, ale pfesto mame
zaruceno, ze pravdépodobnost chyby nebude vétsi nez . (hledali jsme ohod-
noceni tak, ze e1=¢3)

5 Waldova uloha

Tato tuloha je podobna tloze Neyman-Paersona, ktera hledala strategii tako-
vou, kterd by zarucila, ze €2 bude mensi nez stanoveny préah. To znamena, ze
pravdépodobnost klasifikace do 1.tFidy, byl-li objekt ve skute¢nosti v 2.t¥idé
je mensi nez stanoveny prah. Mezi vSemi témito strategiemi jsme brali tu,
kterd minimalizuje €.

Lisi se vSajk v tom,ze muzeme pozadovat, aby pravdépodobnost falesného
poplachu, stejné tak i pravdépodobnost pirehlédnutého nebezpeci byla mensi
nez stanoveny prah. Této formulace vede na nefesitelnou ilohu, protoze mi-
nimalizace €; muze jit proti minimalizaci €5.Pokud posouvame prah na jednu
stranu, tak jedno e klesa a druhé stoupa.

e asymetrie €1, 2
e nelze klast omezeni na e1(falesny poplach), coz muze byt neptijatelné

e ovSem €1 < €, £9 < £ muZe byt nesplnitelné

Formulace:

Waldova tloha neklasifikuje do dvou ttid, ale pfidava tieti tiidu X(0), kterd
odpovida stavu, kdy nemam dostatek informaci pro rozhodnuti. Mnozinu
piiznaku X rozkldddme na podmnoziny X(1),X(2),X(0):

je-li pozorovani (pfiznak) x € X (1), rozhodujeme se pro k=1

je-li pozorovéni (ptiznak)z € X(2), rozhodujeme se pro k=2

je-li pozorovéani (pfiznak)x € X(0), rozhodujeme se pro moznost "nevim”.

Piiklad : Letadla
Klasifikdator rozhoduje podle radaru, zda-li se jednd o pratelské nebo
nepiatelské letadlo, ale pokud neméd dostatek infomaci pro klasifikaci,
tak se rozhodne pro tiidu X(0) a je nutné pouzit jinou metody pro
identifikaci letadla.
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P#. 7 - : Lékaistvi

Klasifikdtor posuzuje rentgenové snimky, podle kterych se ma urcit,
zda-li pacient ma rakovinu nebo ne. Dejme tmu, ze mé klasifikovat
100 snimkt. Nékteré snimky jsou tak jasné, ze nemd potize s jejich
klasifikaci. Pak jsou tam dalsi snimky, jejich zafazeni je obtiznéjsi. V
tomto piipadé nechd rozhodnuti na expertovi, ktery muze naridit dalsi
upfesnujici vySetfeni, apod. Vysledkem je, ze z velkého mnozZstvi snimkt
posuzuje expert jen sporné piipady.

Strategii charakterizuji:
Definice €1 a ey ziistavaji stejné

€1 = D sex(2) P(@|1) ... chybné rozhodnuti o tridé (stavu) k = 1, neboli
pravdépodobnost klasifikace do t¥idy 2, kdyz objekt je 1. stavu.

€2 = D zex () P(@|2) ... chybné rozhodnuti o tridé (stavu) k = 2, neboli
pravdépodobnost klasifikace do t¥idy 1 kdyz objekt je 2. stavu.

Dale je tloha charakterizovana dvéma ¢isly:

XL =D e X(0) p(x|1) ... ptipadné nerozhodnuté situace pro k=1 - pravdépodobnost
klasifikace do X(0) (nevim), kdyz objekt byl ve stavu k=1

X2 = D e X(0) p(x]2) ... ptipadné nerozhodnuté situace pro k=2 - pravdépodobnost
klasifikace do X(0) (nevim), kdyz objekt byl ve stavu k=2

A
X(0)

X(1) X(2)

pid1)

Obrazek 4: Ilustrace rizik pro spojity 1D piipad
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Optimalni strategie:

Hledame strategii, pro kterou plati:

(1) e1 < ¢, 9 < e ...kladu omezujici pozadavky na chybu rozhodnut{ pro
obé tiidy (jak bezpecnou, tak nebezpecnou).

(2) minimalizuji max(x (1), x(2)), aby klasifikator stéle jen neodpovidal "nevim”,
coz by vyhovovalo omezujicim podminkam z bodu (1).

Reseni:

Strategie se opird o vérohodnostni pomeér v(x) = 5 Ei};g, ktery je porovnan s
dvéma prahy©1a0s, které rozdéli mnozinu piiznaka na tii podmnoziny.
prahy: ©1,02,(0; < 03)

1. v(z) < ©
2. ’7(1‘) S (@1,@2)
3. v(x) > O

Dikaz: pro obecny ptipad n tfid — minimalizaéni problém fesitelny
linedarnim programovanim.

6 Rozhodovani pii ndhodnych zasazich (Linnikova
iloha)

Problém je popsan v kapitole 1.4 jako problém rozpoznavani pii zavislosti
na nendhodnem parametru (Piiklad 5)

X, K, Z;p(z|K,Z) ...zndmé
z € Z ...mnozina vsech zasahu (nendhodnych)

X(k),k € K ...rozklad X, ktery ur¢uje tfidu

Rozhodovéani zavisi navic na tom zda pfedem zname apriorni pravdépodobnosti
jednolivych nendhodnych parametri.

15



6.1 P(k) zndme

Pokud zndme apriorni pravdépodobnost k muzeme spocitat stifedni hodnotu
chybn0 klasifikace pfi daném nendhodném zasahu z:

e(2) = X ek P(k) ZmeX(k) p(zlk, 2),

kde erx(k)p(x]k, z) je pravdépodobnost toho, ze pfi zdsahu z; se vyskytl
jev k, bylo klasifikovana jiné d.
p(k) charakterizuje pravdépodobnost vyskytu jednotlivych k v textu prislusného
jazyka.

Strategii hodnotime podle chyby pii nejhorsim zasahu:

max,cz &(z)

Chceme najit takovou strategii, kterd minimalizuje max,¢z £(2):

(X*(k), k € K) = argminy ) maxzcz > e P(k) ngéX(k)p(x|ka z)
Pozn.: 1ze pievést na tlohu linearniho programovani.

6.2 P(k) nezname

Nezname apriorni pravdépodobnosti p(k), a proto je £ zavislé na dvou pa-
rametrech a to nendhodném zasahu z a skrytém stavu k:

8(]45,2’) = Zx%X(w) p(m |k’ Z)’

coz odpovida tomu, ze pristoupil-li uzivatel z5 a jev k se vyskytl, bylo pfesto
k spatné klasifikovano. Mezi témito ¢isli se vybere to, které odpovida nejvetsi
chybe.(V piikladu 5 uzivatel 2 pise strasné pismeno "a”, pak ¢* = ¢("a”, z2))

Hodnoceni strategie opét probihd podle nejhorsiho piipadu:

maXge g max,eyz £(k, 2)

Resenfm je rozklad:

(X*(k),k € K) = arg miny ) Maxge Kk MaxX ez Zzgx(k) p(z, k, 2)
Reseni:lze prevézt na tlohu linedrntho programovéni
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7 Shrnuti

1) Baysovké rozhodovani neni jedind cesta: nemohu minimalizovat riziko
neznam-li véechny pravdépodobnosti potiebné pro feSeni. Pak musim tlohu

definovat jinak.

2) Strategie v bayesovském i nebayesovském rozhodovani déli prostor pravdépodobnosti
na konvexni kuzely - opiraji vypocet vérohodnostniho poméru (strategie jsou

si hodné podobné a lisi se pouze v uréeni rozhodovacich prahu).

3) Rozhodovaci strategie pro nebayesovské ilohy lze hledat pomoci linedrniho
programovani.
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