KLASICKA LOGIKA (CL)
SYNTAXE
A ... spofetnd mnozina proménnych
L ={—,0} ... mnozina logickych spojek:
— ... (bindrn{) implikace
0 ... (nuldrni) false
Formule

e vSechny prvky A jsou formule
e 0 je formule

e jestlize A, B jsou formule, pak A — B je formule

Presnéji, pouzivdme zavorky, napt. (4) — (B)
Odvozené spojky:

—-A=A— 0 ... (undrni) negace

1=-0=0— 0 ... (nuldrni) true

ANB =-(A— —B) ... (bindrni) konjunkce

AV B =-A— B ... (bindrn{) disjunkce

A< B=(A— B)A(B— A) ... (bindrni) ekvivalence

Logické axiomy

(C1) A— (B—A)

(C2) (A= (B—=C) = (A—=B)—=(A—=0))

(C3) (A — -B) = (B— A)
Dedukéni pravidlo: Modus ponens MP(A, B) : A’A;B

Logické axiomy lze povazovat téz za dedukéni pravidla bez predpokladu.

Teorie T ... mnozina formul{ (specidlnich axiomu)
Dokazatelna formule (=teorém) v teorii 7 je formule, k niz existuje dukaz, tj. koneéna posloupnost
formuli takova, ze kazdé z nich je

e specidlni axiom (=prvek T), nebo
e instance logického axiomu (vznikld substituci), nebo
e vysledek aplikace dedukéniho pravidla na ptredchozi formule v dukazu.
Znaceni: THA, BF A (pro T ={B}), FA (pro T =0)
Piiklad Cll BrA— B

(Cl), A:=:B: Dy =B — (A— B)

Specidlni axiom : Dy,=B
Modus ponens(Da, Dy) : Ds=A— B

B
A— B

= muzeme piidat dedukéni pravidlo RI(B):
Priklad CI2 FA— A

(C2),C:=A, B:=B—A: Di= (A= ((B—=A)—A4)—

A— (B—A) = (A= A)

(Cl1),C:=A, B:=B—A: Dy= A—((B—A4) — A
MP(DQ,Dl) : D3 = (A — (B

(C2),B:=B—A: Dy=

MP(D4,D3) : D5 =



= muzeme pfidat axiom (AA): A — A
Disledek Corl FO0— 0, F =0, F1
Priklad Cl13 F A — 1 pro vSechna A

Corl : D=1
RI(D1> DQZA—)]_

Existuje pravdiva formule? Ano, napf. jakykoli axiom.

Existuje nepravdiva formule? Nemusi:
Priklad Cl4 {B,—B} I A pro vSechna A

<C3) : D, = (ﬁA — ﬁB) — (B — A)
SA : DQ =-B
RI(DQ) : D3 = -A — —-B
MP(D3,D;): Dy=B— A
SA : D5 =B
MP(D5,D4) : DG =A

= muzeme piidat dedukéni pravidlo:

, ale to moc nevyuzijeme
Dusledek {B,-B} 0 (i 0 je v této teorii dokazatelnal)

Priklad Cl15 F 0 — A pro vsechna A (ex falso quodlibet)

(C3), B:=0: D) =(-A— -0) — (0= A)
Cl3,AZ: -A: Dy =-A— -0
MP(DQ,Dl)Z D3=0—)A

= muZzeme piidat axiom 0 — A, ale ten moc nevyuzijeme
Priklad Cl6 F AV —A pro véechna A (tertium non datur)

(AA), A:i=-A: Di=-A—-A=AV-A

= muzeme piidat axiom AV —A
Piiklad CI17 BtF AV B pro viechna A, B
Cll, A:=-A: Di=-A—B=AVB

B

= muzeme pfidat dedukéni pravidlo ROR(B): 1V E

Véta o dedukci v klasické logice
T ... teorie
A, B ... formule
TU{A}+ B, pravée kdyz T - A — B
Dikaz &

//BEGIN of proof of T+ A — B

D;,_1 = A— B
//END of proof of THA— B
MP(Di,Di_l) : Di—i—l =B

= Indukef pies délku m dukazu T U {A} F B:
Piipad 1: m = 1:
Pifpad 1A: Jestlize B je specidln{ axiom (B € T) nebo logicky axiom (pfesnéji jeho instance):

RI(B): A—B



Piipad 1IB: B=A
(AA): A— A

Pripad 2: m > 1, véta o dedukci plati pro délku dukazu < m,
B vzniklo dedukel (MP) z T U {A}:

Délka dukazu T U{A} F D; je <m
Délka dukazu T U {A} F Dy je <m
Indukéni predpoklad =

THA— (Dj — B)

Dtkaz T+ A — B:

//BEGIN aplikace véty o dedukci na 7 U{A} + B
Dj/ =A— D]'

Dy =A— (D; —» B)
————
Dy

//END aplikace véty o dedukci na 7 U {A} - B
(C2) B:=D;,C:=B: D;=(A— (D; - B)) = ((A—D;) - (A— B))
MP(Dk/,Di) : Di+1 = (A — D]) — (A — B)
1V[P(l)j/7 Di+1) : Di+2 =A—B

Dusledek Cor2 AF AV B pro véechna A, B

Cl4, A:=: B: {A,-A}+ B
(DT) ¢
AF-A—-B=AVB

A
= muzeme piidat dedukéni pravidlo LOR(A): IVE

Dusledek Cor3 Al ——A, F A — ——A pro vSechna A

—-—A
——
FA—= (-mA—0)
(DT) ¢
AF-A—0

(DT) §
Cl4:  {A-A}F0O



Dusledek Cor4 ——AF A, F —-=A — A pro vSechna A

Cor3, A:=—A: Dy =-A— —-—-A
(C3) B:=—-—A: Dy :i= (A — —-——A) = (A= A)
MP(Dl,Dg) : D3 =——A—- A

Disledek Corb A+ ——A (1ze pridat k axiomum)
Jak lze dikaz zjednodusit?

B~ CFA—-B) < (A-0)

B+ CFH(B— A)« (C— A

SEMANTIKA Obecné: Booleova algebra, posta¢i nam
Standardni sémantika  mnozina pravdivostnich hodnot ... {0,1}
— ... booleovskd implikace =
0..0
Interpretace odvozenych spojek:
= ... booleovska negace
1.1
A ... konjunkce
V ... disjunkce
> ... booleovské ekvivalence <
Ohodnoceni lze libovolné zvolit pro proménné, jednozna¢né se rozsifuje na vSechny formule.

Tautologie je formule A, kterd je vZdy ohodnocena 1

Znageni: = A

Pro kazdou teorii 7, T = A znaé¢f e(A) = 1 pro vSechna ohodnocen spliujici VB € T : e(B) = 1.
Kontradikce je formule, ktera je vZdy ohodnocena 0.

Formule je splnitelna, jestlize je ohodnocena 1 pro aspori jedno ohodnoceni.
Slabd korektnost Kazdé dokazatelna formule je tautologie, tj. jestlize - A, pak = A.
Silna korektnost Pro kazdou teorii T: jestlize T A, pak T | A.
Slaba tuplnost Kazd4 tautologie je dokazatelnd, tj. jestlize = A, pak F A.
Silna uplnost Pro kazdou teorii T jestlize T = A, pak T+ A.

ZAKLADNI LOGIKA (BASIC LOGIC, BL)

JAKO PRIKLAD VICEHODNOTOVE VYROKOVE LOGIKY
SYNTAX

A ... spotetnd mnozina vyrokovych proménnych

L ={—,0,A} ... mnozina logickych spojek:

— ... (bindrni) implikace

0 ... (nuldrni) false

A ... (bindrni) konjunkce (NOVA SPOJKA)
Formule konstruovdny obvyklym zptusobem
Odvozené spojky:

—-A=A— 0 ... (unirni) negace

1=-0=0— 0 ... (nuldrni) true

A< B=(A— B)A(B— A) ... (bindrni) ekvivalence

ANB=AN(A— B)

AVB=((A— B) = B)A((B— A) —» A)

obecné nema disjunkci AV B




Logické axiomy

(A1) (A-B)—» ((B—=-C)—»(A—=0)
(A2) AANB — A
(A3) ANB — BANA
(A4) AN(A— B)— BA(B— A)

(Aba) (A-(B—0C)—=(AANB—=(C)

(A5D) (ANB—=C)—=(A— (B— ()
(A6) (A->B)—-C)=»((B—-A) —=C)—0)
(A7) 0— A

Dedukéni pravidlo: Modus ponens MP(A, B) : A’AT_}B

Teorie = mnozina formuli (specidlnich axiomu)

Dukazy a dokazatelné formule (=teorémy) jsou definovany obvyklym zpusobem
Znagenf: A, THA

Piiklad 1 (C1) A— (B—A) je dokazatelnd v BL:

(A2) : Di=ANB— A
(ABDb),C:=A: Dy=(AANB — A)— (A— (B— A))
MP(Dl,Dz)Z Dg =A— (B—)A)

= (C1) lze pfidat k axiomtum BL

= lze piidat dedukéni pravidlo TI(A, B, C):

Tvrzeni 1 Dusledek (Al):
{A-B,B>C}FA=C

A—-B, B=>C

150 (tranzitivita implikace)

Priklad 2 FA—-(B—=C))— (B—=(A—=0))

(Exchange rule, exchange axiom)

T ..

(A1) A:=BAA,

B:=AAB: Di=(BANA—-AAB)—- ((AANB—=C)—= (BNA—=())

(A3) A:=:B: Dy;=BANA—ANB
MP(Dy,D3): Dy=(AAB —C) = (BAA—C)
(Aba) : D4 =(A=(B—-C))—>(AANB—=C)
(A5b) A:=: B : =(BANA—-C)—=» (B—= (A= ()
TI(Dy, Ds) : D6 =(A—>(B—-0C)—=(BANA—=CO)
TI(Dg, Ds) : D;=(A—-(B—0C)—=(B—(A—=0))

Priklad 3 FA— A
Necht B je néjaka dokazatelnd formule, napt. axiom (A1).

(Al) D]_:B
Pi. 2,C:=A: Dy=(A— (B—A)—>(B—(A—A4)

(C1) : =A— (B—A)
MP(Dg,Dg) : Dy=B— (A — A)
MP(Dl,D4) =A—- A

Véta o dedukci v zakladni logice
teorie

A, B ... formule



TU{A}F B, pravée kdyz Ine N : (T + A™ — B),
kde A" = (AN(AN---(ANA)---))

nx

Podle (A5a), (A5b),
(A" B)<(A—-(A—---(A—=B)--))

nx

SEMANTIKA Obecné BL-algebra , zde pouze
Standardni sémantika  mnozina pravdivostnich hodnot ... [0, 1]

A ... spojitd fuzzy konjunkce A

— ... piislusnd residuovand implikace —

0..0
Ani standardni sémantika neni jednoznacna, zavisi na volbé spojité konjunkce.
Interpretace odvozenych spojek:

-, kde ma=a—0

1.1

S o kde a <> b= (a—b) A (b—a)

A ... A =min

S S

S S

V ...V =max .
Cviceni Overte, ze interpretace A,V je nezdvisld na volbé konjunkce.

Ohodnoceni lze libovolné zvolit pro proménné, jednozna¢né se rozsifuje na vSechny formule.
Konjunkce A je zavedena zv14st, jeji sémantiku nelze odvodit z implikace (pomoci jinych operaci).
Jedno z mnoha moznych zobecnéni pojmu tautologie:
1-tautologie je formule A, kterd je vZdy ohodnocena 1 (pro vSechna mozné ohodnocen{ s hodnotami v libovolné
BL-algebre, specialné pro liobovolnou spojitou konjunkci jako interpretaci A and jeji residuovanou implikaci jako
interpretaci —)
Znageni: = A
Pro kazdou teorii 7, 7 |= A znaé¢i e(A) = 1 pro vSechna ohodnoceni spliujici VB € T : e(B) = 1.
Korektnost Kazdé dokazatelnd formule je 1-tautologie, tj. jestlize - A, pak = A.
Pro kazdou teorii T: jestlize T - A, pak T = A.
Slaba tplnost Kazda 1-tautologie je dokazatelnd, tj. jestlize |= A, pak - A.
Silna uplnost [Hajek 1998]
Pro kazdou teorii T: jestlize T = A, pak T + A.
(Uvazujeme vSechna ohodnocen{ s hodnotami v BL-algebrach.)
Standardni uplnost [Cignoli, R., Esteva, F., Godo, L., Torrens, A.: Basic logic is the logic of continuous
t-norms. Soft Computing 4 (2000), 106-112]
Kazd4 formule, kterd je ohodnocena 1 pro vsechna standardni ohodnocen{ (s hodnotami v [0, 1] a pro libovolnou
spojitou konjunkci) je dokazatelnd.
Cviceni Které axiomy klasické logiky jsou 1-tautologie BL (a tedy dokazatelné v BL)?
Exchange axiom dovoluje prepsat (A1):
(B—=-C)—»(A—-B)—»(A—=0)

Priklad 4 FA— (B— AAB)

Pi.3: Di=AAB—AAB
(A5b),C:=AAB: Dy=(ANB—AAB)— (A— (B— AADB))
MP(Dl,Dg)Z DgZA%(B*)A/\B)

Disledek: {A,B}FAAB
AFB—AANB



Priklad dedukce AFB—AAN(ANB)

SA: D =A

Pi. 4, B:=AAB: Dy=A— (AANB— AN(AAB))
MP(Dl,DQ)Z D3:A/\B4)A/\(A/\3)

(A5b),
C:=AN(ANB

MP (D, Ds

Zdet/ A— (B— AN(ANB)),

ale- ANA— (B— AN (AAB))
FA— (A— (B—AN(AADB)))
FA— (AANB— AAN(ANAB))

(substituce B := A A B v Prikladu 4)

Cviceni Dokazte v BL: (A — B)A(A—= C) —

) Dy=(ANB—AN(AAB)) —
(Dg, 4) D5:A—)(B—>A/\(A/\B))
): D¢=B— AN(AAB)

(A= BAC)

(A= (B— AN (AAB)))

1. Jak vyplyvaji vlastnosti interpretace konjunkce z logickych axiomu?

2. Jak lze dtkazy zjednodusit?
Dausledek (Al):

B CHA—-B) < (A=0)

B+ CFH(B—A)« (C— A
(Dosud nemuzeme podobné pracovat s konjunkei.)
Komutativita A plyne z (A3).

Okrajova podminka:
Piiklad 4, A :=1: 1—-(B—1AB)
MP: B—-1AB
obricend implikace plyne z (A2)
Asociativita A:
Nésledujici formule jsou ekvivalentni (A5):
(ANBYAC = D
AANB — (C — D)
A— (B— (C— D))
Pouzijeme ekvivalenci podformuli:
— (C = D)
BANC =D
A— (BANC — D)
AN(BAC)— D

Dokéazali jsme:
((AABYAC = D)« (AN(BAC) — D)
pro vsechna D, specidlné pro D := (AA B) AC:
((AAB)ANC = (AANB)ANC) <
(AN(BANC)— (AANB)ANC)
MP: AN(BAC) = (AANB)ANC
apro D:= AN (BAC) iobricenou implikaci, tedy
AN(BAC) < (AANB)AC

Monotonie A jako ostrd vlastnost znamend
B—-CFBANA—-CNANA

Dokézeme monotonii A jako fuzzy vlastnost (to je silnéjsi vlastnost):

(B—-C)—=(BANA—=CANA)
Dukaz:

Nésledujici formule jsou ekvivalentni a vSechny jsou dokazatelné, nebot

uvedeno jinak, pouzivdme (A5)):

prvni z nich je instanci (A2) (neni-li



(C—=B)AN(CNA)—-CANA
levou stranu nahradime formuli, o niz uz vime, zZe je ekvivalentni:
(CAN(C—=B)ANA—-CANA
CAN(C—=B)—-(A=CAA)
teprve nyn{ muzeme nahradit levou stranu ekvivalentn{ formuli z (A4):
BA(B—=C)—= (A= CANA)
(BA(B=C)NA—-CANA
levou stranu nahradime ekvivalentni formuli:
(B=C)AN(BANA) - CANA
(B—=-C)—»(BANA—-CNANA)

Dusledek: B+ CHFBANACAA

B+ CHAANB«— ANC

GODELOVA LOGIKA

Syntaxe:
Axiomy (A1)—(A7) a
(G) A—ANA

Dusledek: A ANA

Standardni sémantika:
A ... idempotentni = standardni fuzzy jkonjunkce = min
— ... residuum A Godelova implikace -

- ... Godelova zobecnénd negace ek

—xr =
G

{ 1 ifz=0,

0 otherwise

V Godelove logice neexistuje spojka, interpretovana jako standardni fuzzy negace.

Pouze v Godelove logice plati klasickd véta o dedukci (protoze A™ <+ A):
Véta o dedukci v Godelové logice

T ... kone¢nd teorie

A, B ... formule
TU{A}F B, pravée kdyz T+ A — B

Standardni tplnost Godelovy logiky
(FA) < (F A) (tj. teorémy jsou pravé 1-tautologie vzhledem k [0, 1] s Gédelovymi operacemi).
Pro kazdou kone¢nou teorii T: (THA) <= (T EA).

teorém CL. <= tautologie CL

) 1)
teorém GL <= 1l-tautologie GL
) 1)

teorém BL <= 1-tautologie BL

SOUCINOVA LOGIKA (PRODUCT LOGIC)
Syntaxe:
Axiomy (A1)-(A7) a
(P1) --C = ((ANC - BAC)— (A— B))
(P2) AN(A—-A) =0

Pozndmka: e(——C) = 1, pravé kdyz e(C) # 0 a
-—C+(AANC - BAC) <+ (A— B)

Alternativa: Misto (P1),(P2) staci jediny axiom (Cintuluv):
(P) --A— ((A—AAB)— BA--B)

Standardni sémantika:
A ... sou¢inovd (nebo libovolnd striktn{) fuzzy konjunkce A=




— ... residuum N, Goguenova implikace =

- ... Godelova negace 3
V soucinové logice neexistuje spojka, interpretovand jako standardni fuzzy negace.
Standardni tiplnost soucinové logiky

(FA) < (E A) (tj. teorémy jsou prave 1-tautologie vzhledem k [0, 1] se souéinovymi operacemi).
Pro kazdou kone¢nou teorii T (THA) <= (T EA).

LUKASIEWICZOVA LOGIKA

Syntaxe:
Axiom (A1)-(A7) a
(L) -—A— A

Disledek: —A& A
Alternativnni axiomatizace [Lukasiewicz & Tarski] (pouze —, 0, konjunkce jako odvozend spojka A A B =

-(A — =B)):

(L1) A— (B— A)

(L2) (A= B)=[(B=0C)—= (A= 0]

(L3) (A — -B) = (B— A)

(L4) [(A— B)— B] = [(B— A) — 4]
(L1)=(C1) (plati v BL, viz Piiklad 1)

(L2)=(A1), (L3)=(C3)

(L4)=Lukasiewiczuv axiom

Standardni sémantika:
A ... Lukasiewiczova (nebo libovolna nilpotentni) fuzzy konjunkce A

— ... residuum A, Lukasiewiczova implikace —

- ... standardnf fuzzy negace Joz =1-=x

e[(A — B) — B] = ¢(A) V e(B) (v (L4))
Standardni tplnost Lukasiewiczovy logiky

(FA) < (E A) (tj. teorémy jsou pravé 1-tautologie vzhledem k [0, 1] s Lukasiewiczovymi operacemi).
Pro kazdou koneénou teorii 7 (THA) <= (T EA).




RACIONALNI PAVELKOVA LOGIKA (RPL)

Zameér: Vyjdeme z ¢astetné pravdivych piedpokladu typu (A,r), A formule, r € [0, 1].
Ptame se, nakolik je zarucena platnost zavéru.
Motivace: Z piedpoklada (A,r), A — B plyne (B,r):

(A7), (A— B,1)
(B,7)

Predpoklady:
(A, r) znamend, ze piipoustime pouze takovd ohodnoceni e, pro kterd e(A) > r.
A — B znamend, Ze pripoustime pouze takovd ohodnoceni e, pro kterd e(A) < e(B).

Zobecnéni: I pfedpoklad A — B muze byt splnén pouze se stupném s € [0,1], piseme (A — B,s) a
dedukéni pravidlo Modus ponens zobecnime na

(A7T)3 (A — B7S)
(B, /\5)

HAJKOVA FORMULACE RACIONALNI PAVELKOVY LOGIKY

Pozadavek (A,r), chdpany jako e(A) > r, vyjadifme pomoci implikace (platné se stupném 1) r — A, kde r
je novd konstanta jazyka, kterd je vzdy ohodnocena r, e(r) = r.
Aby zustal jazyk spocetny, omezime se na (hustou) spoGetnou mnozinu konstant, konkrétné

{r:reQni0,1]}

(odtud privlastek ,raciondlni“). Jiz diive jsme méli konstanty 0, 1.
Vyjdeme z Lukasiewiczovy logiky, nebot u jinych to nevede k dobrym vysledkiim kviili nespojitosti operaci.
Axiomy: (L1)—(L4), navic ,ndsobilka“ (book-keeping axioms)

(r—s)+<t, kder,s €QnNJ0,1], t=r—s

(to je spocetné mnoho axiomu obsahujicich pouze konstanty).

Dedukéni pravidlo
r— A s— (A— B)

t—B
dostaneme jako dusledek Modus ponens z Lukasiewiczovy logiky.

prot:r/L\s

VLASTNOSTI RACIONALNI PAVELKOVY LOGIKY

Véta o dedukci z Lukasiewiczovy logiky zustava v platnosti.
Stupen pravdivosti (truth degree) formule A v teorii T

|A|l7 := inf{e(A) : e ohodnoceni, (VB € T : ¢(B) = 1)}
Stupen dokazatelnosti (provability degree) formule A v teorii T
|Al7 :=sup{r € [0,1] : T Fr — A}

Véta o uplnosti RPL: ||A|lr = |A|r
Teorie T je

e konzistentni (consistent), jestlize T I/ 0,
ekvivalentné, jestlize Vr < 1:7T t/r;

e Uplnd, jestlize VAVr € [0,1]: TH A —rnebo T Fr — A

Lemma: Teorie T je inkonzistentni, pravé kdyz VA : T + A.
Lemma: Jestlize (T I/ r — A), pak T U{A — r} je konzistentni.
Lemma: Nechf teorie 7 je konzistentn{ a tiplné. Pak
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o VA: |Alx =sup{r €[0,1] : TFr— A} =inf{s €[0,1): TF A — s};

e | |7 komutuje s logickymi spojkami, tj. |[A — Bl7 = |A|7 — |B|7 (specidlné [=A|r =1 — |A|7);

e funkce e definovang jako e(A) = |A|r je ohodnoceni.

KOMPAKTNOST LOGIK

Formulace:
Véta o kompaktnosti I: Teorie je splnitelnd, pravé kdyz kazdé jeji koneéna podmnozina je splniteln4.
Véta I plati v klasické logice, BL, Godelové, Lukasiewiczové a soucinové logice i v RPL. V klasické logice je
ekvivalentni formulace:
Véta o kompaktnosti IT: Formule je dokazatelna v teorii, pravé kdyz je dokazatelna v néjaké jeji konecné
podteorii.
Véta II plati v klasické logice, BL, Godelové, Lukasiewiczové a sou¢inové logice, ale nikoli v RPL.
Priklad:
VneN:r, :=1-1, A formule, kterd neni dokazatelnd (napf. proménnd)
T={r, > A:neN},
|Al7 >sup{l — 2 :neN} =1,
ale A nelze dokdzat ze zaddné konecéné podteorie.

KLASICKA PREDIKATOVA LOGIKA
Predikat ptifazuje objektum pravdivostni hodnoty
Va P(x) lze chapat jako konjunkci
Jx P(x) lze chépat jako disjunkci
P(xl)vP(xg) V...
SYNTAXE Logické symboly:
A={z,y,...} ... spotetnd mnozina proménnych
L ={—,0} ... mnozina logickych spojek
V,3 ... kvantifikatory
Specialni symboly:
P ... nepréazdnd mnozina predikati (s pfifazenymi aritami)
popt. funkénd symboly (zde neuvazujeme)
popi. objektové konstanty (zde neuvazujeme; lze je nahradit nuldrnimi predikdty)

Formule
e P(xy,...,2,), kde P je predikét arity n a x1,..., 2, jsou proménné
o0
e A — B, kde A, B jsou formule
o Vz A, kde A je formule
e dx A, kde A je formule
Vyskyt proménné:
e vazany
e volny
Priklad:
Vo Q(z,y) ... x vazand, y volna
x AVzx P(z) ... prvai vyskyt « volny, ostatni vizané
Formule
e uzaviend (=sentence): bez volnych proménnych
e oteviena: bez vazanych proménnych
Ztotoznujeme formule, které se lis{ pouze znacenim vazanych proménnych.

SEMANTIKA Interpretace M:
e Dy ... neprazdnd mnozina (universum; mohla by byt rtiznd pro ruzné proménné)
e interpretace predikdtu arity n ... n-drni relace D}, — {0,1}
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Ohodnoceni (v interpretatci M): epr: A — Dy
se rozSifuje jednoznacné na vSechny formule.
Nova pravidla:
(em(Vzx A) =1) < €4,(A) =1 pro viechna ohodnocen{ ¢,: A — Dy, kterd se lisi od ey pouze v
ekvivalentné: epr (Vo A) = inf{e,(A) : e, : A — Dy je ohodnocent, které se 1isi od eps pouze v z}
(em(Fxr A) =1) <= ¢€;,(A) =1 pro aspon jedno ohodnoceni e},: A — D)y, které se lisi od ey pouze
v
ekvivalentné: epr (3 A) = sup{e),;(A) : €},: A — Dy je ohodnoceni, které se lisi od eps pouze v z}
Eux A ... A je pravdivé pro vSechna ohodnoceni v interpretaci M
E A ... A je pravdivé pro vSechna ohodnoceni a viechny interpretace (tautologie)
Klasifikace formuli: tautologie, kontradikce, splnitelné formule
snadné pro uzaviené formule
volné proménné musi byt kvantifikovany odpovidajicim kvantifikdtorem
Analogicky definujeme splnitelnost mnoziny formuli
Piiklady novych tautologii:
(Vx P(z)) — P(t)
P(t) = (3z P(x))
—(Vz P(x)) <> (3 =P(x))
=(3z P(x)) + (Vz =P(x))
(Vo vy Q(z,y)) < (Vy Vo Q(z,y))
(Fz Iy Q(=,y)) < (Jy I Q(z,y))
Sémanticky dusledek: T = A (bez indexu)
pouze pro uzaviené formule
Teorém (T E A) < (T U{—A} je nesplnitelna)
Véta o dedukci v klasické predikatové logice
(TU{A}FB) < (TFA— B)
Daisledek (AHB) < (FE A+ B)
Véta F (=32 A) <> (Vz -A)
F (=Vz A) <> (Fz -A)
F 3z A) & =(Vz —A)
F (Vx A) — —\(3.73 —\A)
Uplnost (TEA) < (THA)

ZAKLADNI (FUZZY) PREDIKATOVA LOGIKA,
BASIC (FUZZY) PREDICATE LOGIC, BLV

Odvozena z BL, stejné jako klasickd predikatova logika z klasické vyrokové logiky
Rozdily:

SEMANTIKA

Interpretace predikdtu arity n ... n-drni fuzzy relace D}, — [0,1]

Ohodnoceni kvantifikdtoru v interpretaci M:

em(Vz A) = inf{e),(A) : €),: A — Dy je ohodnoceni, které se lisi od ep; pouze v x}

ey (3z A) = sup{ey,;(4) : ¢}, : A — Dy je ohodnoceni, které se lis{ od ey pouze v z}

Pozndmka: Pro ohodnocen{ s hodnotami v obecnéjsich mnozindch pravdivostnich hodnot nez [0,1] (BL-
algebréch) je nutno predpoklddat existenci pouzitych inf, sup.

Pravdivostni hodnota formule A v interpretaci M: ||A]|yp = inf{enr(A) : eprr je ohodnoceni v M}

SYNTAXE
Axiomy:
o (A1)-(AT)

e pro vSechny formule P(t), vzniklé substituci ¢ za x ve formuli P(x):

(V1) (Vz P(x)) — P(t)
(31) P(t) = (3z P(x))

e pro vSechny formule B neobsahujici = (jako volnou proménnou):

(V2) (Vo (B — A)) — (B — Va A)
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(32) (Vz (A — B)) = ((3z A) — B)
(V3)  (Vz (BV A)) = ((Vz A) V B)
Dedukéni pravidla:

A, A— B
B

Modus ponens:

Generalizace:

Vo A

Véta o dedukci v zdkladni predikatové logice (pro uzaviené formule)
(TU{A}FB) < (3ne N:(T+F A" > B))

Theorem F 3z A) = =(Vz —A)
F(-3z A) < (Vo —A)

Eam A ... A je pravdivd pro vSechna ohodnoceni v interpretaci M
E A ... A je pravdiva pro vSechna ohodnoceni a vSechny interpretace (tautologie)

Theorem enm(A) Ney(A— B) <enm(B)
specialneé:
(emr(A)=1)A(ey(A— B)=1)= (eq(B) =1)
Dissledek  [|Allas A 14 = Bllar < | Bll
specialné:
([A[[ar = 1) A (A = Bl[ar = 1) = ([[Bl[a = 1)
1Al s = [IVz Al[m
(Far A) = (Far Vo A)
Interpretace je modelem teorie T, jestlize
||Al|as =1 pro vSechna A € T

Korektnost a tiplnost
(THA) < (||A||m =1 pro kazdy model M T)
(Spréavné bychom méli uvazovat vsechna ohodnocen{ ve viech tiplné uspoifddanych BL-algebréch.)

RACIONALNI PAVELKOVA PREDIKATOVA LOGIKA RPLY
Odvozena z RPL, stejné jako zakladni predikatova logika ze zakladni vyrokové logiky
Rozdily:
Axiomy:

e (L1)—(L4)

e (RPL) (bookkeeping axioms, ndsobilka)

o (V1),(v2)
To staci, protoze

(i v Lukasiewiczové predikatové logice)

F 3z A) + -(Vz -A)

a (V3) je dokazatelnd.
Korektnost a tiplnost

Jestlize T je teorie (tvofend uzavienymi formulemi), pak

[Alz = | All, kde

[|Al|T je infimum pfes vSechna ohodnoceni a vsechny modely T,

|A|r je supremum vsech stupiiu dokazatelnosti za predpokladu 7.
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