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1 Pojem fuzzy mnoziny

1.1 Minimum o klasickych mnozinach

Abychom se vyhnuli problémiim, omezime se na podmnoziny n&jaké univerzalni mnoziny (univerza) X
P(X) znadi mnozinu viech podmnozin mnoziny X

Mnozinu A € P(X) jednoznaéné urcuje jeji charakteristicka funkce ps : X — {0,1},

_ [ 1 prozeA,
MA(x)_{ 0 proz¢ A.
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A={zeX: palx)=1}={x € X : pa(z) > 0}.

Pomoci znaceni
pat(M)={z € X : palz) € M}

Ize psét
A=t (1)) = pa' ((0.1)).

Misto p;" ({1}) pigeme p;" (1) apod.
Specialné pg =0, ux = 1.

1.2 Zavedeni fuzzy mnozin

Fuzzy podmnoZina univerza X (struéné fuzzy mnoZina) je objekt A, ktery popisuje (zobecnéné) charak-
teristicka funkce (funkce pfislusnosti) p4 : X — (0,1)

Alternativni znadeni: A(x)

,Klasické* mnoziny nazyvame v tomto kontextu ostré (angl. crisp, sharp).

F(X) zna¢i mnozinu vsech fuzzy podmnozin univerza X

Obor pravdivostnich hodnot (angl. range): Range(4) = {a € (0,1) : (Jz € X : pa(z) =)} = pa(X)
Vyska: h(A) = sup Range(A)

Nosi¢ (angl. support): Supp ={zeX: /LA ) > 0} =y ((07 1))
Jadro (angl. core): core(A {x €X: pa(x) =1} =p;'(1)
A,B e F(R),
0 pro x < 0,
) =z pro z € (0,1),
palz) = 2—x proze€ (1,2),
0 pro x > 2,
% pro x = 3,
_ 1 proxz =4,
pp(T) = i pro = 5,
0  jinak.

Konecné fuzzy mnoziny zaplqueme struéngji napt. pp = {(3, ) (4,1), (5, H}.
Alternativni znacent: pup = {1/3,1/4,%/5}, up = 3/3 + 1/4+ /5.

2 Systém rezl fuzzy mnoziny
Definice: Necht A € F(X), « € (0,1). Pak a-hladina (angl. a-level) fuzzy mnoZiny A je ostra mnozina

MA {xEX pa(z) = a}.

Systém Fezl fuzzy mnoziny A je zobrazeni R 4 : (0,1) — P(X), které kazdému « € (0, 1) pififazuje tzv. a-fez
(angl. a-cut)
Ra(a) = w3 ({0, 1) = { € X : pa(a) > a}.

Systém ostrych Fezi je Sy : (0,1) — P(X), kde
Sa@) = p5t (@ 1)) = { € X : pua(a) > al

Alternativni znadeni a-fezu: [A],, [A]%, “A, A

(A) = {a€(0,1): a) # 0},
(A) = sup{ac 0,1). Ale) £ 0},
Supp(4) = Sa(0),
(4) = Ra(1),
) = X,
) 0.



2.1 Véta o systému rezii

Vé&ta: Zobrazeni M : (0,1) — P(X) je systém Fezil ngjaké fuzzy mnoziny A € F(X), pravé kdyz

(R1) M(0) =X,

(R2) 0<a<f<1= M(a)DM(@P),
(R3) 0<f<1=M@B)= 1 M)
Dikaz: st

‘=" (R1): M(0) = 7ZA() X.

(R2): x € M(B) = Ra(B) = pa(x)
(R3) ‘C": (R2) = Va € (0, 8) : M(B)

>a=xz € Rala)=Ma).
M(a)=M(@B)S N M(a).

a:a<f

(R3) D:ze | M(a)= ) Rala)=>Vae(0,8): ua(zr) > a,

a:a<f a:a<lf
= palz) > p <= x € Ra(B) = M(B).
‘<" Dokdzeme, ze M = R4, kde pa(z) :==sup{a € (0,1) : = € M(a)}.
‘ChrxeM(B) = palr) > 8 < xeRa(B),
Dz € Ra(B) = pa(z) =sup{a € (0,1): z € M(a)} > 5,
Vo €(0,08) : x € M(a),
xe (| M(a)=DM(@p).

aa<lf

2.2 Reprezentace fuzzy mnozin

Horizontalni reprezentace: pomoci systému fezi
Vertikalni reprezentace: pomoci funkce piislugnosti
Ptevod z horizontalni do vertikalni reprezentace:

pa(x) =sup{a € (0,1): x € Ra(a)}.
Véta: Necht A € F(X). Pak

A= SUD QUR,(a)= SUD QR (a)
a€e(0,1) a€Range(A)

kde supremum pocitdme po bodech, tj.

pa(z) = sup  apg, (@)
a€Range(A)

2.3 Fuzzy inkluze

Klasické definice A C B <= Vx € A: 1z € B se nehodi, nebot pro fuzzy mnoziny nemiZzeme psat ¢ € A,z € B

Nicméne AC B <= Ve e X : pa(z) <pp(z) < pa<pup
Pro A, B € F(X):
ACB <= Vo e X: pa(z) <ppr) < pa <pp <
Vo € (0,1) : Ra(a) C Rp(a)
Dukaz posledni ekvivalence:
'=": Necht pua < pp, z € Ra(a)

a<pa(z) < pp(z), z € Re(a), tj. Ra(a) C Rp(a)
<<’ Necht Va € (0,1) : Ra(a) C Rp(a)

pa(z) =sup{a € (0,1): x € Ra(a)}

<sup{a € (0,1): v € Rp(a)} = pup(z)

2.4 Rezova konzistence

Vlastnost P fuzzy mnozin Ay, ..., A, je pfedpis, ktery argumentim Aq, ...,

hodnotu P(A4,...,A,) € {0,1} (,predikat).
Vlastnost P fuzzy mnoziny se nazyva

A,, pfifazuje ostrou pravdivostni



e Fezové dédi¢na (angl. cutworthy), jestlize

P(Ay,...,A,) = (NMae (0,1): P(Ra,(®),...,Ra,(a))),
e Tezové konzistentni, jestlize
P(Ay,...,A,) <= Va € (0,1) : P(Ra,(a),...,Ra,(a)))

(0-Tezy zamérné neuvazujeme)

Inkluze je fezové konzistentni.

Silna normalita, 3x € X : pa(z) =1, je fezové konzistentni.
Ostrost mnoziny je fezové dédicné, ale neni fezové konzistentni.

3 Operace s fuzzy mnozinami

3.1 Operace s ostrymi mnozinami

mnozinové operace ‘ vyrokové operace ‘ vztah

I P(X) = P(X) -:{0,1} — {0,1}

N:P(X)> = PX) | A:{0,1} = {0, 1}
U:P(X)? = PX) | v:{0,1}* — {0,1}

Pomoci charakteristickych funkei:

pix(@) = ~palz)

pans(@) = pa(z) A pp()

paus(x) = pa(z) V pp(z)

A ={zeX: ~(zeA)}
ANB={zeX: (€ A)A(xeB)}
AuB={zeX: (x€ AV (zeB)}

8 8

3.2 Zakony Booleovy algebry

-—a = aq,
aVvVp = pVa, aANp = pAa,
(avB)Vy = aV(BVy), (anB) Ny an(BAY),
an(BVvy) = (anB)V(any), aV(BAy) = (aVB)A(aVy),
aVoa = a«, alNa = «q«,
aVianp) = q aN(aVp) = aqa
avl = 1, aN) = 0,
avVl = q aNl = q
aN-a = 0, aV-a = 1,
“(anp) = -aV-p, “(aVp) = -an-p.

3.3 Fuzzy negace

je unarni operace —: (0,1) — (0, 1) takova, Ze

a<pf=6<7a (N1)
TToa=a. (N2)
Priklad: Standardni negace: Ja=1l—a
Vlastnosti fuzzy negaci
Véta: Kazda fuzzy negace — je spojitd, klesajici, bijektivni a spliiuje okrajové podminky
-1=0, -0=1 (NO)
Jeji graf je symetricky podle osy 1. a 3. kvadrantu, tj. - -l = -



Dukaz:
e Prosta: Je-li ~a=-8,paka=-7a="-8=4.

Surjektivni (,,na“): Pro kazdé o € (0,1) existuje 8 € (0,1) takové, ze a« = = 3, totiz f = - o

= spojitost a okrajové podminky.
Symetrie grafu je ekvivalentni s involutivitou (N2) .

Véta o reprezentaci fuzzy negaci

Nutné a postacujici podminka pro to, aby funkce = : (0,1) — (0,1) byla fuzzy negace, je existence rostouci

bijekce i : (0,1) — (0,1) (generator fuzzy negace ) takoveé, Ze

Dikaz: (Dle [Nguyen-Walker].)

e Postacujici:

(N1): Predpokladejme «, 8 € {(0,1), o < 8.
i, i~ uspotradani zachovavaji, ;" obraci:

i(a) < i(B)
Jila) = Zi(B)
Qi) = ()
Ta > 7p
(N2): T\Oj:iogoi_loiogoi_l :iOEOQOi_l =ioi~t=id,

kde id je identita na (0,1).
Mozna konstrukce generatoru fuzzy negace

e Nutna: Dokazeme, Ze

je generatorem fuzzy negace .

i je rostouci, spojita, i(0) =0, i(1) = 1, tedy 4 je bijekce na (0, 1).

. a—l—;'f\a 1—04—1—1—?—.'04 ga—i—gg—_'a
Jile) = 1-—%5—= 2 - 2 -
;a—i-ja g\j—.\a—l——_\a
= = =i(-a).
2 2 :
iog = Toi, neboliio;oi_lzj

Generator fuzzy negace neni jednoznac¢né urcen.

3.4 Fuzzy doplnék
pg (x) = 7 pa(z).

Rozlisujeme stejnymi indexy jako u fuzzy negaci, napiiklad A° je standardni doplnék.



3.5 Fuzzy konjunkce (trojihelnikova norma, t-norma)

(angl. triangular norm) je binarni operace A : (0,1)> — (0,1) splitujici nasledujici axiomy pro vsechna
a, B, € (0,1):

aAB=FANa (komutativita) (T1)
an(BAY) = (ahB) Ay (asociativita) (T2)
B<y=>aAf<aly (monotonie) (T3)
aANl=a (okrajova podminka) (T4)

Véta: a N0 =0.

(T4)

(T3)
Dikaz: Podle (T3) a (T4) plati: aA0 < 1A0 0.

Priiklady fuzzy konjunkci

e Standardni (min, G6delova, Zadehova ...):
o) B = min(a, B).
e Soucinova (produktova, pravdépodobnostni, Goguenova, angl. algebraic product ...):
al B=a-f.
e Fukasiewiczova (Gilesova, angl. téZ bold ...):

a+pB—1 proa+p—-1>0,
ahf= ..
L 0 jinak.

e Drasticka (slaba, angl. weak ...):

a pro =1,
al B=¢B proa=1,
0 jinak.

Vlastnosti fuzzy konjunkci

Véta:
Va,B€(0,1): apB<anf<anp.

Diikaz: Je-li @« = 1 nebo 8 = 1, pak podminka (T4) dava stejny vysledek pro vSechny fuzzy konjunkce.
Predpokladejme (bez Gjmy na obecnosti) o < 8 < 1. Pak

aé\ﬁzoga/_\ﬁga/_\lza:a/s\ﬁ.
Véta: Standardni konjunkce je jedina, ktera je idempotentni, tj. Voo € (0,1) : a Ao = «
Dikaz: Predpokladejme a, 8 € (0,1), a < 3.

(T3) (T3)
a=alha < ahf < a/_\l(g)a,

tedya/_\,@za:oz/s\,é’.
Totéz pro a > (.



Reprezentace fuzzy konjunkci (obecné)

Véta: Necht A je fuzzy konjunkee a i : (0,1) — (0,1) rostouci bijekce. Pak operace A :

definovana vzorcem
e .
o f=i"(i(0) ) i(5))
je fuzzy konjunkce. Je-li A spojita, je A\ téZ spojita.

Dukaz:
e Komutativita (asociativita se dokaze obdobné):

apB=i"'(i(a) Ni(B) =i (i(B) Ai(a)) =B pa

e Monotonie: Pfedpokladejme 8 < 7.

e Okrajova podminka:

Klasifikace fuzzy konjunkci
Spojita fuzzy konjunkce A je

e archimédovska, jestlize
Vae (0,1): aha<a

o striktni, jestlize
Vae (0,1) V8,7 € (0,1): B<y=>aAB<aly

e nilpotentni, jestlize je archimédovské a neni striktni.

(0,1)2 — (0,1)

(TA)

(T3+)

Priklad: Soucinova konjunkce je striktni, Lukasiewiczova je nilpotentni, standardni a drasticka nejsou archi-

médovské (standardni nespliiuje (TA), drastickd nenf spojita).

Véta o reprezentaci striktnich fuzzy konjunkci

Operace A : (0,1)% — (0,1) je striktni fuzzy konjunkce, pravé kdy# existuje rostouci bijekee i : (0,1) — (0,1)

(multiplikativni generator) takova, Ze
anB =i (i) pi(B)) =i " (i(e) - i(8))-

Ze je podminka postacujici, jsme jiz dokazali (kromé striktnosti, coz je snadné).
Diikaz nutnosti je mnohem obti{zné&jsi.

Multiplikativni generator striktni fuzzy konjunkce neni urcéen jednoznacné.

Véta o reprezentaci nilpotentnich fuzzy konjunkci

Operace A : (0,1)%> — (0,1) je nilpotentni fuzzy konjunkce, pravé kdy# existuje rostouci bijekce i :

(0,1) (Bukasiewicziiv generator) takova, Ze

anB=i"(i(a) pi(B)).

Yukasiewicziiv generator nilpotentni fuzzy konjunkce neni urcéen jednoznacné.

Véta: Necht A je nilpotentni fuzzy konjunkce. Pak

Va € (0,1) HnGN:Azzlazo

(0,1) —



Diikaz: Podle reprezentacni vty staci (bez Gjmy na obecnosti) dokdzat vétu pro Lukasiewiczovu konjunkei.

Pro dostatecné velké n dostavame

a—i—Z(a—l)SO, /L\kzlazo.
3.6 Fuzzy prinik

je operace na fuzzy mnoZinach definovana pomoci fuzzy konjunkce:
pans(x) = pa(z) A pp(z)

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u pfislusnych fuzzy konjunkei)
Véta: Standardni prinik je fezové konzistentni.
Dikaz: 1. Rezova dédi¢nost:
Ragp(a) = {z€ X :puagp(z) > a}
= {zeX:(nal@) 2 a) A (us(a) > a)}
= {reX:palx)>atn{re X :puplx) >a}
= Rala)NRp(a)

2. Rezy Ra(a) NRp(a) (pro viechna o € (0,1)) uréuji jednoznaéné fuzzy mnozinu rovnou A nB.

3.7 Fuzzy disjunkce (trojahelnikova konorma, t-konorma)

je binarni operace V : (0,1)2 — (0, 1) spliujici

aVp=pBVa (komutativita)
aVv(BVvy)=(aVp)Vy (asociativita)

f<y=aV<aVy (monotonie)

avi=a (okrajova podminka)

Véta: aV1=1.
.o (83) L (say
Dukaz: vl > 0v1 ="1.
Priklady fuzzy disjunkci
e Standardni (max, Gédelova, Zadehova ...):
avV B = max(a, B).
e Soucinova (produktova, pravdépodobnostni ... ):
oz\p/ﬁ:a—i—ﬁ—owﬂ.

e Lukasiewiczova (Gilesova, angl. téZ bold, bounded sum ...):

a\[76: a+p ?r0a+,8<1,
1 jinak.

Drasticka (slab4, angl. weak ...):

« pro 8 =0,
oz\?ﬁz B8 pro a =0,

1 jinak.
e Einsteinova 5
E o+
V3=
aVp 1+ ap



Vlastnosti fuzzy disjunkci
Yo, B € (0,1) : aVB<avB<aVp.

Standardni disjunkce je jedina, ktera je idempotentni, tj. a V o = a pro vsechna a € (0,1).

Dualita
Necht — je fuzzy negace.
A. Je-li A fuzzy konjunkee, pak a V 8 = =(-a A =) je fuzzy disjunkce (dudlni k A vzhledem k —).

B. Je-li V fuzzy disjunkce, pak a A 8 = =(—a V = 3) je fuzzy konjunkce (dualni k V vzhledem k —).

Véta:
e Lukasiewiczovy operace A, \ jsou dualni vzhledem ke standardni negaci.

e Soucinové operace A, Y jsou dudlni vzhledem ke standardni negaci.
e Standardni operace A v jsou dualni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

e Drastické operace /), v jsou dualni vzhledem k jakékoli fuzzy negaci.

Klasifikace fuzzy disjunkci
Spojita fuzzy disjunkce V je

e archimédovska, jestlize
Yae (0,1): aVa>a (SA)

e striktni, jestlize . '
Va € (0,1) V3,y€(0,1): B<vy=aVB<aVy (S3+)

e nilpotentni, jestlize je archimédovska a nenf striktni.

Véty o reprezentaci fuzzy disjunkci

Véta: Operace V : (0,1)2 — (0, 1) je striktni fuzzy disjunkce, pravé kdyz existuje rostouci bijekce 7 : (0,1) —
(0,1) takova, ze

aVv B =i"t(i(a)Vi(B)).
Véta: Operace V : (0,1)2 — (0,1) je nilpotentni fuzzy disjunkce, pravé kdyz existuje rostouci bijekce i :
(0,1) — (0,1) (aditivni generator) takova, Ze

avp=i'(i(a) Vi(B)) =

3.8 Fuzzy sjednoceni
je operace na fuzzy mnozinach definovana pomoci fuzzy disjunkce:
(@) = pa(@) V ().

(rozlisujeme stejnymi indexy jako u pfislusnych fuzzy disjunkei)
Véta: Standardni sjednocent je Fezové konzistentni.



3.9 Fuzzy vyrokové algebry

¢erné vyznacené plati vidy
cervené vyznacené plati pro standardni fuzzy operace, ale ne pro nékteré jiné
modfie vyznacené plati jen pro nékteré volby fuzzy operaci (ne pro standardni)

TTha = q
aVB = BVa, alNp = BAa,
(avB)vy = aVv(BVvy), (@nB)Ay = an(Brv),
aN(BVy) = (@AB)V(aAr), aV(BAy) = (aVBH)A(aVy),
aVa = o, aNa = aq,
aV(aAB) = a, an(avp) = aq
avl = 1, an0 = 0,
av0 = a ahNl = aqa,
aN-a = 0, oz\Yja = 1,
“anpg) = Tavas, “(avp) = canTp.

3.10 Fuzzy implikace

je jakéakoli operace — : (0,1)% — (0, 1), ktera se na {0, 1}? shoduje s klasickou implikaci. Mohli bychom si ptat:

apf=lsa<lp,

a=f=1=>a<p,
158=6,
3 je nerostouci v 1. argumentu a neklesajici v 2. argumentu,
apf=3873q
a(Boy) =8 (a),

spojitost.

R-implikace (reziduovana fuzzy implikace, reziduum)

je operace
a7 f=suply: any<p)

kde A je fuzzy konjunkce

(je-li A spojité, lze supremum nahradit maximem)

Piiklady R-implikaci

e (Od standardni konjunkce A je odvozena Gdédelova implikace

0 5= 1 .p.ro a<p,
s I} jinak.

Je po ¢astech linearni a spojita s vyjimkou bodu (o, «), a < 1.
e (Od Lukasiewiczovy konjunkce A je odvozena Lukasiewiczova implikace

agﬂ: 1 pro a < g,
L l—a+p jinak.

10

(I1a)

(I1b)



Je po Castech linearn{ a spojité.
e (Od soucinové konjunkce A Je odvozena Goguenova (téZ Gainesova) implikace

, 1 <5,
041;5:{ pro a < f

g jinak.

Ma jediny bod nespojitosti, (0,0).

Vlastnosti R-implikaci
Véta: Necht A je spojité fuzzy konjunkce. Pak R-implikace E) spliwuje (I1a), (I1b), (12), (I3).

Dikaz: o i B =supl(e,B), kde I'(er, B) = {v: a A~y < B} je interval obsahujici nulu. (Pfi spojitosti A navic

uzavieny.)

(I1a) Je-li « < B, pak I'(er, B) = (0, 1), supT'(a, B) = 1.

(I1b) Je-li o« > B, pak 1 ¢ I'(«x, 5), sup (v, B) < 1 (z uzavienosti I'(ev, B)).
(12): 15 f =sup{y: 7 < B} = 6.

(13): Zvétsujeme-li o, T'(cv, §) se nezvétsuje.

Zvétsujeme-li 5, I'(«, 8) se nezmensuje.

Véta: Reziduovand fuzzy implikace pifslusné spojité fuzzy konjunkci A je spojité, pravé kdyz A je nilpotentni.

S-implikace
je operace

a>f=7aVp (SI)

kde V je fuzzy disjunkce
Priklad:
e Ze standardni disjunkce dostavame Kleeneovu—Dienesovu implikaci

ozsiﬁ = max(1 — «, ).

e 7 Yukasiewiczovy disjunkce dostavame Lukasiewiczovu implikaci - ktera se shoduje s Lukasiewiczovou

reziduovanou implikacf —.

Vsechny pozadavky (I1a),(I1b),(I12)—(I6) spliwuji ze zde probiranych fuzzy implikaci pouze reziduované implikace
odvozené od nilpotentnich fuzzy konjunkei (napf. Lukasiewiczova implikace).

3.11 Fuzzy biimplikace (ekvivalence)
je operace <%>, obvykle definovana vztahem
acrf=(a=B) (B a)

kde —> je fuzzy implikace a A je fuzzy konjunkce (biimplikaci indexujeme stejné jako odpovidajici fuzzy implikaci)
Pokud —> spliuje (I1a) (napiiklad pro reziduovanou implikaci), je vZdy aspon jedna ze zavorek na pravé strand

rovna jedné, takZe nezélezi na volbé fuzzy konjunkce A.

Priklad: Lukasiewiczova biimplikace: e % B=1—]a—{|.
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4 Fuzzy relace

4.1 Klasické relace

Binarni relace je RC X xY
Inverzni relace k R: R~!1 CY x X:

R'={(y,2) €Y x X : (z,y) € R}
SloZena relace zrelaci RC X XY, SCY X ZjeRoSCX x Z:

RoS = {(x,z) €EXxZ: (yeY:(z,y) €R,(y,2) GS)}

Pomoci funkei prislusnosti:
ur: X xY —{0,1}
pr-1(y,z) = pr(r,y)
o 5 - ) A )
[tRos (1, 2) gleag(mz(x y) A ps(y,2))

4.2 Fuzzy relace

Fuzzy relace je Re F(X xY), up: X xY — (0,1)
Inverzni relace k R je R~ € F(Y x X):

Ve e XVy €Y :up-1(y,x) = pr(z,y)

--slozena relace z relaci R € F(X xY),Se F(Y x Z) je RoS € F(X x Z):

Lires (@, 2) = sup (ur(z,y) A ps(y, 2))
yey

Véta Inverze fuzzy relaci je fezové konzistentni.
Véta Je-li Y koneéna mnozina, pak standardni skladani fuzzy relaci R € F(X xY), S € F(Y x Z) je fezové
konzistentni.

4.3 Specialni ostré relace

R C X x X muze byt:

e rovnost: E = {(z,z): v € X},

o reflexivni: Vo € X : (z,2) € R, tj. E C R,

e symetricka: (z,y) € R = (y,z) € R, tj. R= R,

e antisymetricka: ((z,y) € R) A ((y,z) € R) =z =y, tj. RNR' CE,

e tranzitivni: ((z,y) € R) A ((y,2) € R) = (z,2) € R, tj. RoRC R,

e CasteCné usporadani: antisymetricka, reflexivni a tranzitivni,

e ekvivalence: symetricka, reflexivni a tranzitivni.

Relaci rovnosti, £ C X x X odpovida funkce piislusnosti Kroneckerovo delta:

1 prox=uy,

H(y) = 0(@,y) = {O pro x # y.

4.4 Specialni fuzzy relace
R € F(X x X) muze byt:

e reflexivni: £ C R,

e symetricka: R = R™!,

e --antisymetrickd: RO R CE,
o - -tranzitivni: Ro R C R,

e - -CasteCné usporadani: - -antisymetricka, reflexivni a - -tranzitivni,
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e - -ekvivalence: symetricka, reflexivni a --tranzitivni.
Posledni ¢tyfi pojmy zavisi na volbé fuzzy konjunkce A.
Véta Nasledujici vlastnosti fuzzy relaci jsou fezové konzistentni:

e reflexivita,

e symetrie,

e standardni antisymetrie,

e soucinova antisymetrie,

e standardni tranzitivita,

e standardni Castecné usporadani,
e standardni ekvivalence.

4.5 Projekce fuzzy relaci

Leva (prvni) projekce fuzzy relace R € F(X xY) je Pi(R) € F(X):

HP;(R) (z) = sup pr(z,y)
yey

Prava (druhd) projekce fuzzy relace R € F(X xY) je P2(R) € F(Y):
ppy(r)(Y) = sup pr(z,y)

zeX

Véta Projekce fuzzy relaci jsou fezové konzistentni.

4.6 Cylindrické rozsireni

(téz kartézsky soucin) fuzzy mnozin A € F(X), Be F(Y)je Ax Be F(X xY):

paxp(,y) = pa() A ps(y)

Je to maximalni fuzzy relace R € F(X x Y) takova, ze P,(R) C A a P»(R) C B.

Rovnost nastéava, pravé kdyz h(A) = h(B).
Véta
Pi(R) x P(R) 2 R

Véta Cylindrické rozsiteni je fezové konzistentni.

5 Princip rozsireni
5.1 RozSsifeni binarnich relaci na ostré mnoziny

Zobrazeni je RC X xY:
Vee Xly=r(z)eY:(z,y) €R

Zobrazeni R C X x Y odpovida r : X — Y pfedpisem (z,y) € R <— y =r(x),
Rozsirfeni relace R C X X Y je zobrazeni
r:P(X)— PY):

r(A)={yeY: (3xeA:(z,y) €R)}

Analogicky rozffeni relace R™! CY x X je zobrazeni r=! : P(Y) — P(X):

r ' (B)={z€X: (yeB:(z,y) €R)}

R={(z,r(z)) :

ze X}

Rozsifeni r a 7~ ! jsou zobrazeni, i kdy# pivodni relace R zobrazeni neni. Nejsou viak navzajem inverzni.

Pokud R je navic zobrazeni, pak

ﬁ

PEN
5

S~—"
Il

{r(z): € A}
{zeX: r(z) e B}

<
L
—~
=
~—
|
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Specialné
r iy =rt{yh) = {r e X r(2) =y}
Pomoci funkei prislusnosti:
pr(a) (y) = max (pg(@,y) A pa(z))

pr—1(p)(z) = r;leag(uR(xv y) A ps(y))

5.2 Rozsitfeni binarnich relaci na fuzzy mnoziny

Rozsiteni relace R C X x Y je zobrazeni r : F(X) — F(Y):

fir(ay(y) = jlelg(ﬂR(mvy) Apa(z))  (Ae F(X), yeY)

Analogicky rozsifeni relace R~! CY x X je zobrazeni r~! : F(Y) — F(X):

fr—1() () = Sgg(uR(xvy) App(y)  (BeF(Y), ze€X)

R je ostra relace, takze na volbé fuzzy konjunkce A nezalezi:

pa(x) pro pr(z,y) =1

MR(x’y) AluA(aj) = {0 pro ,LLR('J: y) =0

S vyuzitim rozsifeni
r:P(X)—=PY), r1:PY)— PX)
relaci R, R™! na ostré mnoziny lze rozsifeni na fuzzy mnoziny psat

tr(ay(y) = sup  pa(z)
zer—1(y)

tr=1(py(x) = sup pp(y)
yer(z)

Je-li R zobrazeni, pak

tr=1()(x) = pp(r(z))
Je-li R~ zobrazeni, pak

fir(ay(y) = pa(r—(y))
Véta

r(Ra(a)) € Roa)(a)
Je-1li pro vSechna y € Y mnozina

rHy) ={z € X : (z,y) € R}

konec¢na, pak plati rovnost.

5.3 Konvexni fuzzy mnoziny

Necht L je linearni prostor.
Ostra mnozina A C L je konvexni, jestlize

Ve,y e AVAE (0,1): da+(1—-N)yed

Pomoci funkei prislusnosti:
min(pa (), pa(y)) < pa(Az+(1-A)y)

Necht X je ostra konvexni podmnozina linearniho prostoru.
Fuzzy mnozina A € F(X) se nazyva konvexni, jestlize

Ve,ye XVYA€(0,1): pa(Az+(1=XN)y) > pa(@) A paly)

Konvexita fuzzy mnoZiny nemé nic spole¢ného s konvexitou jeji funkce ptislugnosti!
Véta Konvexita je Fezové konzistentni vlastnost.
Specialné fuzzy mnozina realnych &isel je konvexni, pravé kdyz v8echny jeji neprazdné fezy jsou intervaly.
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5.4 Fuzzy cisla a fuzzy intervaly
Fuzzy interval je A € F(R) takova, Ze:

e Supp A je omezenid mnozina,
e Pro viechna « € (0,1) je Ra(a) uzavieny interval,
e Ra(1) #0 (tj. Ra(1l) je neprazdny uzavieny interval).

Je-li navic R 4(1) jednobodova mnoZzina, nazyva se A fuzzy ¢&islo.
Fuzzy intervaly jsou konvexni.
Fuzzy interval opaény k fuzzy intervalu A je —A € F(R):

p—a(@) = pa(-2)
(Princip rozsifeni binarnich relaci uplatnény na unarni minus)

R_A(Oé) = —RA(Oé)

5.5 Binarni operace s fuzzy intervaly

D€{+7_7'7/}

: R? — R muZeme chapat jako ostrou relaci

U CR?xR:
(( z)x)— 1 proyDz:x,
HO\, 2 %) = 0 jinde.

Tu miizeme roziifit podle jiz zavedeného principu rozsifeni pro binarni relace na operaci F(R?) — F(R),
kterou potfebujeme jesté slozit s cylindrickym rozgifenim F(R) x F(R) — F(R?). Tim dostavdme binarni

operaci L1: F(R) x F(R) — F(R).

Ae FR), BeFR)
i}
Ax BeFRxR)

!
A0 B =04 x B) e F(R)

raop(@) = MEI(AxB)(x)
= sup (/LAXB(yaZ)/S\:uD((yaZ)vx))
(y,2)ER?
= sup paxs(y, z)
(y,2)€R?,y0z=x

= sup  (na(y) Aus(2))
(y,2)€R2 ,yOz=x

Specialné pro =+

Hledédme supremum z funkce p14(y) A pp(z) pro viechna (y, 2) € R? takova, Ze y + z = .

Tj. hledéme supremum z funkce pa(z — 2) A pp(2) pro viechna z € R (nebot y + z =2 =y =z — 2).

pars(z) = sgg(;m(m ) A ps(2)),

pa_p(z) = slelg(,uA(ﬁU /\MB )’

pap() = sup (pa(z/2) App(2), x#0,
z€R, z#0

pas(x) = SUP(MA(JJ 2) App(z))

Jen pro hodnotu p4.5(0) musime pouzit pivodni definici kvili problémtm s délenim nulou.
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Specialné pro ostré intervaly A = (a,b), B = (¢, d) dostaneme intervalovou aritmetiku:

(a,b) + {c,d) = ({a+ecb+d),

(a,b) —{¢,d) = (a—d,b—c),
(a,b) - {c,d) = (min(ac,ad, be,bd), max(ac, ad, be, bd)),
(a,b)/(c,d) = <{(min(a/c,a/d,b/c,b/d), max(a/c,a/d,b/c,b/d)).

Posledni rovnost plati pouze pro 0 & (¢, d).
panp(r) = max{pa(y) A up(z) : y,z € Ry z=a}.

(V pripadé déleni predpokladame navic pp(0) = 0.)

Véta Sé¢itani, odéitani, nasobeni a déleni fuzzy intervalii je Fezové konzistentni (déleni za pfedpokladu, Ze stupen
prislugnosti nuly k déliteli je nulovy).

Véta Soucet, rozdil a soudin fuzzy ¢isel (resp. fuzzy intervali) je fuzzy ¢islo (resp. fuzzy interval). (Téz podil,
pokud uzavér nosice délitele neobsahuje nulu.)

Libovolné realné ¢islo x € R lze povaZovat za specidlni pfipad fuzzy ¢isla, (reprezentovaného jednobodovou
ostrou mnozinou {x}), zna¢ime x.

Véta Vlastnosti operaci s fuzzy intervaly:

0+A4 = A,
0-A = 0,
1-A = A,
A+B = B+A,
A-B = B-A,

A+ (B+C) = (A+B)+C
A-(B-C) = (A-B)-C
A+ (-B) = A-B,
(~4)-B = —(A-B)=A-(-B),

A/B = A-(1/B),
HA(B+C) = H(A-B)+(A-C)

Pokud je v poslednim vztahu A ostré &islo (A = x), pak nastava rovnost.
Pro fuzzy intervaly miize byt:

A—A # 0,
(A+B)—B # A,
AJA # 1,
(A/B)-B # A,
A-(B+C) # A-B+A-C.
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