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1 Informace

Teorie pravdépodobnosti popisovala systém, v némz bude proveden ndhodny pokus.
Jeho vysledky (i diléf) popise informace.
Informaci muze byt urcéeni vysledku ndhodného pokusu, tj. hodnoty ndhodné veli¢iny,

e piedpoved,
e stanoveni vysledku,

e sdéleni vysledku.

Predpokladame diskrétni rozdéleni.



Piiklad 1.1 (provozovani loterie). V loterii bude = 500000 lost po 4 $, z nichZ 1 vyhraje
1 MS$.

Certifikované losovaci zarizeni s 500000 vysledky nend.

(Napr. ruleta o praméru 1 km.)

Losy ocislujeme a nechdme nezdvisle vylosovat cislice.

Problém: Kolik mdame zaplatit za vylosovdni ¢islic?

(1. &islice md jen 5 stejné pravdépodobnyjch hodnot.)

Reseni: Podle hry vétsi-mensi vylosujeme 19 nezdvisljch bindrnich ¢islic, ¢imz rozlisime 20 =
524 288 moznosti.

Mame za vylosovdni kazdé éislice zaplatit stejné?

Ano! (Mj. proto, Ze vsechny hody minci maji stejnou pracnost.)

K vyjbéru 1 z 28 (k € N) stejné pravdépodobnijch moznosti potiebujeme informaci

I :=kI(2)=kb,  I(2)=1Db (bit).

s v~

Rychlejsi Feseni: Vidy vylosujeme ze 3 moznosti, postaci 12 nezdvislijch pokusi, 3'2 =
531441.
Kolik informace 1(3) ddvd vybér ze 3 stejné pravdépodobnijch mozZnosti?

3% =243 = 256 = 28, I(3)£§:1.6,
1
312 = 531441 = 524288 = 2179 I1(3) = 1—2 =1.583,
: logy M
logs M — pp — ologz M I1(3) = ISZM =log,3 =1.585.

Obecné vybér 1 z n stejné pravdépodobnych moznosti nese informaci
I(n) :=logyn.
I = Hartleyho mira informace. Je to jedind funkce I: N — R s vlastnostmi:
o I(m-n)=1(m)+I(n),
e [ je neklesajici,
e I(2)=1.
Zaklad logaritmu je 2, ¢imz je dédna jednotka informace (b = bit).
Speciélné pro n = 2*: 12" =k.

Nadéle zédklad neoznacujeme,
log = log, .
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Funkce —logp pro p € (0,1)



Derivace:

(log) = nz\" 1 . 1 . 1.443
8 = \n2) “zm2 0698z =z

Kolik informace dostaneme, kdyz se dovime, ze spravna z n stejné pravdépdobobnych moznosti
patii do skupiny s k < n prvky?

Chyb{ informace I(k), abychom uréili jediny vysledek, tj. abychom meéli celkem I(n); nyni
mame

I(n) —I(k) zlogn—logkzzlog%.

k

n’

n 1 n 1
I(E) —I(p) = logE —log]; = —logp.

Zélez{ jen na poméru ¥, tj. na pravdépdobnosti p := -, coz dovoluje zobecnéni

I pro iraciondlni p € (0, 1) definujeme jako jedinou spojitou funkci s vyse uvedenymi hodnotami
pro raciondlni argumenty:
1
1 <) = —logp.
D

(Nepravdépodobnéjsi vysledek = vétsi informace.)

2 Entropie

Priklad 2.1.

hodnota 0 1
pravdépodobnost 3 2
informace I(3)=1log3=1.585 | I(2) =1log3 =1log3—1=0.585

[N

Cena “predplacené” informace je stredni hodnota

12 1 2 3 2
h( )::log3+log:log23—3i0.918.

3’3 3 3°°2

Obecnéji:

hodnota 1 T2

pravdépodobnost P 1—p

informace I (%) =—logp | I (ﬁ) = —log(l —p)

h(p,1—p) == —plogp—(1 —p) log(1 - p),
——
¢(p) «(1-p)

kde

(p) == —plogp, p>0,
t(0) :=0.

h(p,1 — p) = entropie alternativniho rozdéleni.
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Funkce h(p,1 —p) pro p € (0,1)

Funkce —p logp pro p € (0, 1

Obecné:
hodnota T To
pravdépodobnost D1 D2
informace 1 (p%) =—logp: | I (p%) —log(p2)
Entropie rozdéleni s pravdépodobnostmi p = (p1,p2, .- .), Zp, =1:

h(p) = h(p1,p2,...) = _u(

g

*Zpyz log p; .

(Vysledkt je spocetné mnoho, nutno predpoklddat konvergenci sumy.)
Entropie nahodné veliciny X s ruznymi hodnotami z1,xs, ... a pravdépodobnostni funkci

px:
H(X) := h(px(21), px (22),...) = Z ZPX )log px (z) =
= —Elogpx(X).
# —Elog X
Priklad 2.2.
hodnota T 11419
pravdépodobnost px(x) % i i
informace —logpx(z) || 1|22
111 1 3
HX)=h(z>>)=z-14--24+-.2="2
(X)=h (2, 1 4) 5 + + 5
Priklad 2.3.
hodnota T —6 0 0.001 1000
pravd. px () 0.1 0.2 0.2 0.5
inf. —logpx(z) || log10 =3.322 | logh =2.322 | logh =2.322 | log2 =1
H(X)=h(0.1,0.2,0.2,0.5) = 0.1 -log10+ 0.2 -log5+ 0.2 - log5+0.5- 1 =

=0.5-logh+ 0.6 =1.761.

2.1 Entropie jako stifedni hodnota

Nahradili jsme hodnoty ndhodné veli¢iny X jejich pravdépodobnostmi (jen na téch zélezi!),
tim jsme dostali ndhodnou velicinu W = px(X) s hodnotami v (0, 1).



Jeji rozdéleni popisuje pravdépodobnosti pravdépodobnosti ndhodné veliciny X.
pw (w) = Plpx (X) = w]

= pravdépodobnost, ze X nabyva hodnoty, jejiz pravdépodobnost je w € (0, 1).

Piiklad 2.4.

hodnota T A B C D E F

pravd. px(z) 0.1 01 | 015 | 02 | 02 |0.25
informace | —logpx(z) || log10 | log10 | log % logh5 | logh

(p7ibl.) 3.322 | 3.322 | 2.737 | 2.322 | 2.322 2

hodnota w 0.1 0.15 0.2 0.25
pravdépodobnost | pw (w) 0.2 0.15 0.4 0.25
informace v x —logw || log10 = 3.322 | log % = 2.737 | logh = 2.322 2

Proni 7ddek vznikl opsdnim vsech rizngch hodnot z 2. rddku pront tabulky.
Ve skuteénosti potrebujeme jejich logaritmy, jsou v poslednim rddku.
Druhy tadek obsahuje odpovidajici pravdépodobnosti (kaZdd byla vyndsobena pocdtem svgch
vyskytd ve 2. radku proni tabulky.
H(X)=—-Elogpx(X)=—-ElogW =
=0.2-3.3224+0.15-2.737+ 0.4 - 2.322 + 0.25 - 2 = 2. 504..

2.2 Vlastnosti entropie
0< H(X) < logn,

kde n je pocet ruznych hodnot ndhodné veliciny X (je-li kone¢ny).
0 = H(X) jen pro Diracovo rozdéleni,
H(X) =logn (kde n je potet moznych hodnot) jen pro rovnomérné rozdélent:

Véta 2.1. Maximdlni entropie se nabyvd jen pro rovnomérné rozdélens.

Dikaz. Predpoklddejme, ze rozdéleni (p1,pa, ..., pn) neni rovnomeérné. Pak nékterd z pravde-
podobnost{ je vétsi a nékterd mensi nez %; BUNO* p; > %7 P2 < %
Zménou py :=p1 — €, P2 := ps + € 0 malé € > 0 se entropie zméni o
A(f‘:) = h(pl —&,p2 +€,ps3, 7pn) - h(p17p27p37 7pn) =
=up1 — &)+ up2 +e) = t(p1) — t(p2)

kde 1

"(p) = (—p 1 = 1 .

V(p) = (—p logp) 4
Funkce A je diferencovatelna, A(0) = 0,
p1—E€
pate’

Al(e) = =t (p1 —e) + ' (p2 + €) = log(p1 — &) —log(pz + ) = log

Pro dostatecné malé € > 0 je
1
pL—e> g>p2+5,

A'(e) > 0a A(e) > 0.
Tedy entropie h(p1,p2, ..., Pn) neni maximalni. O



* BUNO = bez Ujmy na obecnosti
Dusledek 2.1. Entropie rozdéleni s nekonecné mnoha hodnotami muze bijt libovolné velkd.

Véta 2.2.

P D2
h(p1,p2; ps;-..) = hipr +p2,p3,..) + (P1 + h( 7 )
(P1,P2,P3, ) (P1 + P23, ) + (P2 + p2) p1+Dp2 p1+ P2

Diikaz.
h(p1>p27p3a ) - h(pl +p27p37 ) =

= 1(p1) + t(p2) — t(p1 + p2) =
= —p1 logpr — p2 logps + (p1 + p2) log(p1 + p2) =

= —p1 log —2— — py log —2— =
p1+ P2 p1+ D2
P1 b1 D2 D2
= (p1 +Dp2 ( log - log > =
( ) p1+ D2 p1+p2 p1+Dp2 p1+ P2

) (B )

p1+p2’ p1+ D2

3 Informacni divergence

Piiklad 3.1 (chybny piedpoklad rovnomérného rozdéleni). Predpoklddali jsme rozdéleni q =
(%, %) a odhadli entropii h (%, %) =1.
Ve skuteénosti bylo rozdéleni p = (%, %) a entropie h (%, %) = 0.918.

O kolik jsme nadhodnotili jeden znak?

11 12
o) —h( =2 ) =1-0.918 = 0.082.
h(2,2> h<3,3) 0.918 = 0.08

Priklad 3.2 (chybny pfedpoklad nerovnomérného rozdéleni). Predpoklddali jsme rozdéleni

q= (%, %) a odhadli entropii h (%7 %) =0.91.

Ve skutecénosti bylo rozdéleni p = (%, %) a entropie h (%, %) = 0.65.
O kolik Jjsme nadhodnotili jeden znak?
Odpovéd:
1 2 15
hl=,=]—h|=,=]=0.918—-0.65 =0.268.
<3,3) (6’6) 0.918 — 0.65 = 0.268
Spatné! 5
Sprdvnd odpovéd:
hodnota T; T To
predp. pravd. qi % %
predp. informace —logg; log3 = 1.585 log% = 0.585
skut. pravd. i % %
skut. informace —logp; log6 = 2.585 log% = 0.263
% ; _ i 5 -
predp. — skut. inf. | logp; —logq; = log % -1 log 3 = 0.322




Stredni chyba odhadu informace je

5
(=1) + 5 -0.322 = 0.102.

| =

D1 1Ogﬂ +p2 10gp£ =
q1 q2

Priklad 3.3 (chybny pfedpoklad nerovnomérného rozdéleni 2).
choziho prikladu:

Vymeénime rozdéleni z pred-

Predpoklddali jsme rozdéleni q = (%, %) a odhadli entropii h (%, %) = 0.65.

Ve skuteénosti bylo rozdéleni p = (%, %) a entropie h (3, 3) = 0.91.

O kolik jsme “nadhodnotili” jeden znak?

Spatnd odpovéd: h(G,G)—h(B,B):065—0918——0 268.

Sprdvnd odpovéd:
hodnota T; T To
predp. pravd. q; % %
predp. inf. —logg; log6 = 2.585 | log S = 0.263
skut. pravd. Di % %
skut. inf. —log p; log3 =1.585 | log3 5 = 0.585
predp. — skut. inf. | logp;, —loggq; = log £l 1 log% = —0.322

Stredni chyba odhadu informace je

!
p1 1ogp—1+p2 1og1£:f-1—
Q1 2 3

Odhad byl opét nadhodnoceny! (Ne stejné.)

Obecné: Piedpoklddali jsme rozdéleni g = (q1,¢2, .. .),

% -0.322 = 0.119.

ve skutecnosti bylo p = (p1,p2, .- .)-
hodnota T; T To
predp. pravd. gi Al 7
predp. inf. —logg; —logq; | —logq
skut. pravd. Di P1 P2
skut. inf. —log p; —logp: | —logps
predp. — skut. inf. | logp; — logq; = log % log % log %

Stredni chyba odhadu informace je

p||q sz 10g - sz lngz ZZ% IOg qi ,
%,_/
—h(p1,p2,...)
0 r
kde 0 log0:=0, 0 log6 =0, r log6 :=o0 pror € (0,1).
D(p||q) = Kullbackova—Leiblerova divergence = informaéni divergence rozdéleni p, q.

3.1 Informacni divergence jako stifedni hodnota

Mame nahodnou veli¢inu X, skute¢nou pravdépodobnostni funkci px a predpokladanou prav-
dépodobnostni funkei gx. (To zde nent kvantilova funkce.)



Dva pravdépodobnostni modely budeme rozlisovat indexy, napt

E,X = prx(:c), Hy(X) = —E,logpx (X) = h(px(z1), px (22),--.),
E,X =) wqx(x),  Hy(X)=—-Eglogqx(X) = h(gx (1), ax (22), .. .) -

Pii vysledku z je pfedpoklddana informace —log gx (x) a skuteénd —logpx (x). Stfedni hod-
nota rozdilu pii skutecném rozdéleni p je

px(X)
qx (X)

=E,(logpx(X) —loggx (X)) =

= E, logpx (X) —E, log gx (X) .

—Hp(X) #Hq(X)

D(pxllax) = Eplog

Priklad 3.4 (chybny predpoklad rovnomérného rozdéleni — pokr.). Pro¢ ndm to proné vyslo
spravné?
Protoze gx(X) = % byla konstanta,

1
Hy(X) = —Eqloggx (X) = _IOgi = —E,loggx(X).

3.2 Vlastnosti informacni divergence

Muze byt D(pllq) # D(qllp).

Véta 3.1. D(pl|q) > 0; rovnost nastdvd, privé kdyz p = q.
Dukaz. Predpokladejme p # q, BUNO p1 < q1,p2 > qo. Vyraz

V(g1 q2,43,--) == Y _pilogg
i

se zménou q; :=q1 — €, g2 := g2 + € o malé £ > 0 zméni o
A(&) = V(Ql —&,q2+E€,G3,.. ) - V(qlv q2,4s3, - . ) =
= p1 log(q1 — €) + p2 log(gz +€) — p1 logqr — p2 logga .
Funkce A je diferencovatelnd, A(0) =0,

1 1
A/(E) - b1 L b2 )
In2qgi—¢ In2¢+e
Pro dostatetné malé € > 0 je
P1 <1< P2 ’
q —¢€ g2 +¢€

A'(e) >0a A(e) > 0.
Tedy V(q1, g2, qs3, - - -) neni maximalni.
Uvedeny argument nelze pouzit jediné pro p = q, pak nabyva vyraz maxima, a to

V(p1,p2,p3,...) = Zpi logp; = —h(p1,p2,p3,--.)
i

D(pllp) =0.



4 Sdruzena entropie

Sdruzena entropie H(X,Y) ndhodnych veli¢in X,Y je entropie ndhodného vektoru (X,Y),
pocitand podle stejného principu:

X nabyva hodnot z1,zo, ...,

Y nabyva hodnot y1, 2, ...,

(X,Y) nabyva hodnot

(xlayl)v ($1792)7 R
(anyl)a ($27y2)> cee

*

zajimaji nés jen jejich pravdépodobnosti px y (z;,¥;), z nichz vypoctteme

ZZ upxy (i, y5)) = ZZPXY (i, y;) log px,v (@i, ;) =
—ZZ Upx,y(2,y)) ZZPXYIZJ logpx,y(2,y) =

=-E long,Y(Xv Y).



Pro X,Y nezavislé je

pxy(z,y) =px(z) py(y),
—logpx,y(z,y) = —logpx(z) — log py (y) ,
pro v8echna z,y, tedy i pro stfedni hodnoty
H(X,Y) = —Elogpxy(X,Y) = —Elog px (X) — Elogpy (Y) =
=H(X)+H(Y).

Co znamend zapis H(-)?

p. argumentu | typ argumentu vyznam priklad

1 nahodnd veli¢ina | entropie nah. velic¢iny H(X)

>1 nahodné veli¢iny | entropie ndh. vektoru H(X)Y)

(sdr. entropie néh. veli¢in)

Co znamend zéapis h(-)?

p. argumentu | typ argumentu | vyznam priklad

> 1 ¢isla € (0, 1) entropie rozdélenf h(3,%.%)

se souCtem 1
1 ¢islo € (0, 1) zkratka pro entropii h(3)=h(3,2)=nr(3)
alternativniho rozdéleni

Priklad 4.1 (poklad na ostrové).

pxy(T,y):
- Y14 B Cpxl)
1 1 1
g 5 0| 3
1 1 1
215 5 O 3
1 1 1
310 5 & 3
py () % 3 % 1
H(X) = log3 = 1.535,
(Y) = % log 3 + % + é log 6 = 1.459,
H(X,Y) =1log6 = 2.585 <

< H(X)+ H(Y) = 1.585 + 1.459 = 3.044.Zdvislost X, Y nds pripravila o H(X) + H(Y) —
H(X,Y) = 3.044 — 2.585 = 0.459 .Jak vydcislit ztrdtu informace z jedné proménné, kdyz jsme
se dovédeli druhou?

4.1 Podminéna entropie

Pokud nastal jev Y = y, aktualizujeme pravdépodobnosti hodnot veli¢iny X pomoci podmi-
nénych pravdépodobnosti

_ pxy(@,y)
PlY =y '

=== pr(v)

px|y (zly) == P[X
V tomto modelu udava stfedni hodnotu informace veliciny X podminéna entropie

> upxpy(zly))

x

H(X|Y =y):= ZPX\Y z|y) logpx |y (zly) .



Jeji stfedni hodnota v zavislosti na Y je stifedni podminéna entropie

H(X[Y): Zpy H(X|Y =y) ZZPY y) px|y (2ly) log px|y (zly) =
— pX,Y<xay) _
== Z ZPX,Y(LZ/) log ﬁ =
z pyy
==Y pxy(@y) logpxy(@,y) + > Y pxy(z,y) logpy (y) =
x Yy z Yy

= —Elogpxy(X,Y)+Elogpy(Y)=H(X,Y) - H(Y).

H(X) H(Y)

H(X,Y)

Obdobneé

HY|X =x) ZPY|X ylz) log py|x (ylz) ,

H(Y|X) ZPX(I VX =2)=-> > pxy(zy) logpyx(ylr) =

= —Elogpxy(X,Y)+Elogpx(X)=H(X,Y) - H(X).



5 Vzajemna informace

Ze sdruzeného rozdéleni px y vypocitdme marginalni pravdépodobnosti

r) = ZPX,Y(xvy)7
= pr7y(%y)~

Z nich vypoc¢itame sdruzené rozdéleni

ax.y(z,y) = px(z) - py (y),

které ma stejné margindlni pravdépodobnosti gx = px, gy = py, ale odpovidd nezavislym
nédhodnym veli¢indm. Pfi rozdéleni gx y by sdruzend entropie vysla H(X) + H(Y). Skute¢né
rozdéleni px y vede na sdruzenou entropii

=3 pxy(x,y) logpx,y(z,y) = —Elogpx vy (X,Y).

Ztratu informace v dusledku zdvislosti X, Y vyjadiuje vzdjemna informace I(X;Y’) ndhodnych
veli¢in X, Y, coz je informacni divergence D(py y|lqx y):

I(X;Y) = D(px yllax,y) = Elogpx,y(X,Y) — Eloggx vy (X,Y) =
=-H(X,Y) - Elogpx (X) py(Y) =
=—-H(X,Y) - Elogpx(X) — Elogpy (Y) =

~H(X,Y)+H(X)+ H(Y).

5.1 Shrnuti vlastnosti vzajemné informace a podminéné entropie

Vzajemna informace vyjadiuje, kolik informace o jedné proménné nese druhd proménna.

I(X;Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y),
H(X|Y)=H(X,Y) - H(Y),
HY|X)=H(X,Y)-H(X).
Dusledky:
I(X;Y) =I(Y; X),
H(X)=I(X;Y)+H(XJY),
HY)=IX;Y)+ HY|X),
0<I(X;Y)<min(H(X),H(Y)),
I(X;Y)=0 < X,Y jsou nezavislé,
I(X;Y)=H(X) <= Vy 3z : pxy(zly) =1 (podm. rozdéleni jsou Diracova),
I(X; X) = H(X)



Vse lze beze zmény uplatnit i na ndhodné vektory.
Retézcové pravidlo:

H(X1, X2, Xn) = H(X1|Xa, ..., X0) + H(Xo| X5, ..., X)) + ...
+ H(Xp1|X,) + H(X,,).

Piiklad 5.1 (poklad na ostrové — pokr.).

pX,Y('Tvy)"

- Yy A B C | px(x)

1 1

1lg § O 3

1 1 1

215 5 O 3

1 1 1

310 5 & 3

pY(y) % % % 1
H(X) = 1.585,
H(Y) = 1.459,

H(X,Y)=2.585.
Model s nezdavislymi velicinami a stejnymi margindlnims rozdélenima:
px(x) - py(y):

. 1A B O px@
Lls § | 3
215 § 1| 3
3|5 & 1w | 3
py@W |3 3 5| 1
I(X;Y) = D(pxyllpx -py) =2- % log 3 + § log3 = 0.459, téz

I(X;Y) = HX)+ H(Y) -~ H(X,Y) = 1.585 + 1.459 — 2.585 = 0.450.
Kdybychom védeli, Ze Y =y, pak by X prispivalo podm. entropiit H(X|Y = y):
pX|Y($|y)-'

Y14 B C
X
15 3 0
2| 3 3 0
3]0 & 1
@ |5 3 &
HX[Y=y) |1 log3 0

stredni hodnota H(X|Y) = & + 3 log3 = 1.126, téz

H(X|Y) = H(X,Y) — H(Y) = 2.585 — 1459 = 1.126.

Kdybychom védéli, Ze X = x, pak by Y prispivalo podm. entropiit H(Y |X = x):
pY|X(Z/|33)-'

N Y 14 B C|px@) | HY|IX =2)
3 3 0] 3 1
1 1 1
3 2 0 3 1
1 1 1
0 3 3 3 1




stredni hodnota H(Y|X) =1, téz
H(Y|X) = H(X,Y) - H(X) = 2.585 — 1.585 = 1.
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