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Pravdépodobnosti stavi, klasifikace stavii, stacionarni rozdéleni

Cviceni. V cyklu délky 4 v kaZdém kroku nezdvisle vybereme postup po sméru hodinovych rucicek s pravdépo-
dobnosti 2/3, v opacném sméru s pravdépodobnosti 1/3. Stanovte pravdépodobnosti stavii po 4 krocich, jestlize

poédtecni stav je 1.
Klasifikujte stavy.

Reseni. Pruni rddek matice

0 2/3 0 1/3\' /4 o 4 9

o |13 0 2/3 0o f [0 g 0 g
PP=10 13 0o 23| = 2 0 5 0
2/3 0 1/3 0 0 8% 0 &

(nemusime ndsobit celou matici, staci ji 4x vyndsobit zleva vektorem,).

Vsechny stavy jsou trvalé s periodou 2, Tetézec je merozloZitelny.

Cviceni. V Markovové retézci s nasledujici matici prechodu oklasifikujte vSechny stavy a najdéte vsechny
uzavrené mnoziny trvalych stavi.

0 0 0 1/5 4/5
00 0 1 0
00 1 0 0
0 1 0 0 0
1/3 0 1/3 0 1/3

Reseni. Stav 3 je trvaly absorpéni, stavy 2 a 4 jsou trvalé s periodou 2, stavy 1 a 5 jsou piechodné. Viechny
uzavrené mnoZiny trvaljch stavi jsou 0,{3},{2,4},{2,3,4}.



Cviceni. V Markovové retézci s nasledujici matici prechodu oklasifikujte vSechny stavy a najdéte vsechny
uzaviené mnoziny trvalych staviu. Najdéte vSechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti.

0 0 1 0
0o 1 0 0
1/2 0 1/2 0
1/4 1/4 0 1/2

P =

Ke kterému z nich konverguje rozdéleni stavu, vyjdeme-li ze stavu 47

Reseni. Stav 2 je trvaly absorpénd, stavy 1 a 3 jsou trvalé neperiodické, stav 4 je prechodny. Viechny uzaviené
mnoZiny trvalych stavi jsou 0,{2},{1,3},{1,2,3}. Staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti dostaneme Tesenim
soustavy linedrnich rovnic

(a b ¢ 1fafb—c)P:(a b ¢ lfa—bfc),

vyjde (a 1-3a 2a O), 0 < a < 1/3. Ze stavu 4 dojdeme se stejnou pravdépodobnosti do absorpéniho
stavu 2 jako do uzaviené mnoziny {1,3}, kterd tvori nerozlozitelny Markoviv podietézec. Tomu odpovidd hodnota
a=1/6 a rozdéleni pravdépodobnosti (1/6 1/2 1/3 0).

Cvicéeni. Markoviv fetézec md matici prechodu

1 0 0
0 1 0
1/6 1/3 1/2

Je-li pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti rovnomérné, jaké je po 4 krocich?

Reseni.
1 0o o0\ 1 0 0\° 1 0 0
o 1 o) =(o1 o] =01 0],
1/6 1/3 1/2 111 305 L
1 0 0
(1/3 1/3 1/3) 0 10 =(f6 21 18)
16 8 16

Cvicéeni. Markoviv Tetézec md matici prechodu

o 1 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
o 0 0 1 0

1/4 1/4 1/4 0 1/4

A. Klasifikujte vSechny stavy.
B. Najdéte vsechny uzaviené mnoziny stavii.
C. Najdéte véechna staciondrni rozdélend pravdépodobnosti a posud’te, zda Fetézec k nékterému z nich konverguje.

Reseni. A. Stavy 3 a 5 jsou prechodné, stav 4 je trvaly absorpénd, stavy 1 a 2 jsou trvalé s periodou 2.

B. Viechny uzaviené mnoZiny trvaljch stavi jsou (), {4},{1,2},{1,2,4}.

C. Ve staciondrnim rozdéleni musi byt pravdépodobnosti prechodnijch stavi nulové. Staciondrni rozdélent prav-
dépodobnosti trvalyjch stavu 1,2,4 dostaneme FeSenim soustavy linedrnich rovnic

01 0
(a b 1—a—b) 1 0 O :(a b 1—a—b)
0 0 1

(v matici prechodu jsme vynechali Tddky a sloupce odpovidajici prechodnym stavim); vyjde (a a 1-— 2a),
0<a<1/2. K témto staciondrnim rozdélenim pravdépodobnosti stavi nekonvergugi.



Cviceni. Markoviv fetézec md matici prechodu

2/3 1/3 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
0 1/2 0 1/2

A. Klasifikujte vsechny stavy.
B. Najdéte vsechny uzaviené mnoziny stavi.
C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posud’te, zda Fetézec k neékterému z nich konverguje.

Vysledky. A. Stav 1 je prechodny, zbyvajici trvalé neperiodické (ergodické).
B. {2,3,4},0.
C. Konverguje ke staciondrnimu rozdélent (0,3/7,2/7,2/7).

Cviceni. Markoviv fetézec md matici prechodu

2/3 1/3 0 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/2 1/2

/2 0 0 1/2

A. Klasifikujte vsechny stavy.
B. Najdéte vsechny uzaviené mnoziny stavi.
C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posud’te, zda Fetézec k nékterému z nich konverguje.

Vysledky. A. Viechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické).
B. {1,2,3,4},0.
C. Konverguje ke staciondrnimu rozdélent (1/3,2/9,2/9,2/9).

Cvicéeni. Markoviv Tetézec md matici prechodu

o1 0 0 0
00 0 1 0
0 1/4 1/4 1/4 1/4
1 0 0 0 0
0 0 1/4 1/2 1/4

A. Klasifikujte vSechny stavy.
B. Najdéte viechny uzaviené mnoZiny stavi.
C. Najdéte vsechna staciondrni rozdélend pravdépodobnosti a posud’te, zda Fetézec k nékterému z nich konverguje.

Reseni. A. Stavy 3 a 5 jsou prechodné, stavy 1,2,4 jsou trvalé s periodou 3.

B. 0,{1,2,4}.

C. Ve staciondrnim rozdéleni musi byt pravdépodobnosti prechodnych stavi nulové. Staciondrni rozdélend prav-
dépodobnosti trvalyjch stavu 1,2,4 dostaneme TeSenim soustavy linedrnich rovnic

0
(a b lfa—b) 0
1

OO =

0
1 :(a b lfa—b)
0

(v matict prechodu jsme vynechali Fadky a sloupce odpovidajici prechodngm stavim); vyjde (1/3,1/3,1/3). K to-
muto staciondrnimu rozdéleni pravdépodobnosti stavi nekonvergugi.

Cviceni. Markoviv fetézec md matici prechodu

0 1 0
0o 0 1
1/4 1/4 1/2

Je-li pocatecnd rozdéleni pravdépodobnosti rovnomérné, jaké je po 4 krocich?



Reseni.

4

0 1 0 L (4 12 16
0 0 1| =--f4 8 2],
1/4 1/4 1/2 5 9 18
1 4 12 16
55-(1/3 1/3 1/3) [4 8 20| =(82 &B 2.
5 9 18

Misto toho lze pocdteéni rozdéleni pravdépodobnosti 4x ndsobit zprava matici prechodu.

Cviceni. Pohybujeme se ve étvercové siti o 2 Fadcich a 3 sloupcich. Z kaZdého z 6 uzli muZeme pouze do
sousedntho vlevo, vpravo, nebo dole (pokud tam néjaky je), pravdépodobnosti prechodu do vsech povolengch
sousednich uzlu jsou stejné.

A. Klasifikujte vsechny stavy.

B. Najdéte vsechny uzaviené mnoziny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdélend pravdépodobnosti a posud’te, zda Fetézec k nékterému z nich konverguje.

Reseni. A. Horn{ fada uzlii odpovidd prechodngm staviim, dolni trvaliym, které maji periodu 2.

B. Uzavrend je pouze mnozina vSech 3 trvaljch stavi a prdzdnd mnoZina.

C. Ve staciondrnim rozdéleni musi byt pravdépodobnosti prechodnych stavi nulové. Trvalé stavy maji v tomto
pripadé stactondrni pravdépodobnosti (1/4 1/2 1/4), nebot matice prechodu mezi nimi je

0 1 0
1/2 0 1/2
0 1 0

K tomuto staciondrnimu rozdélend pravdépodobnosti stavi nekonverguji; presnéji, konverguji pouze z pocatecnich
rozdélend tvaru (a  1/2 1/2—a), kde a € (0,1/2).

Cviceni. Pohybujeme se ve ctvercové siti o 3 radcich a 2 sloupcich. Z kaZdého z 6 uzli muZeme pouze do
sousedntho vlevo, vpravo, nebo dole (pokud tam néjaky je), pravdépodobnosti prechodu do vsech povolengch
sousednich uzlu jsou stejné.

A. Klasifikujte vsechny stavy.

B. Najdéte viechny uzaviené mnoZiny stavi.

C. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti a posud’te, zda retézec k neékterému z nich konverguje.

Reseni. A. Dolni fada uzli odpovidd trvalym stavim; ty maji periodu 2. Ostatni stavy jsou piechodné.

B. Uzavrend je pouze mnozina vSech 2 trvaljch stavi a prdzdnd mnoZina.

C. Ve staciondrnim rozdéleni musi bijt pravdépodobnosti prechodnych stavi nulové. Trvalé stavy maji v tomto
pripadé staciondrni pravdépodobnosti (1/2 1/2), nebot matice prechodu mezi nimi je

0 1
1 0/)°
K tomuto staciondrnimu rozdélend pravdépodobnosti stavi nekonvergugi.

Cvicéeni. Markoviv fetézec md matici prechodu

1 0 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
0o 0 0 1

A. Klasifikujte vsechny stavy.
B. Najdéte vsechny uzaviené mnoziny stavi.
C. Najdéte vsechna staciondrni rozdélend pravdépodobnosti a posud’te, zda Fetézec k nékterému z nich konverguje.



Vysledky. A. Stavy 1 a 4 jsou absorpénig, zbijvajici prechodné.

B. {1,4},{1},{4},0.
C. Staciondrnd je kazdé rozdélend tvaru (a,0,0,1 — a), a € (0,1). Z jakéhokoli poédtecniho rozdéleni (a,b,c,d),
a,b,c,d € (0,1), a+ b+ c+d=1, konverguje k rozdélent (a,0,0,1 — a).

Cviceni. Markoviv fetézec md matici prechodu

1/3 1/3 0 1/3
0 1/2 1/2 0
0 1/2 1/2 0

12 0 0 1/2

A. Klasifikujte viechny stavy.
B. Najdéte viechny uzaviené mnoZiny stavi.
C. Najdéte vsechna staciondrni rozdélend pravdépodobnosti a posud’te, zda retézec k neékterému z nich konverguje.

Vysledky. A. Stavy 1 a 4 jsou prechodné, zbjvajict trvalé neperiodické (ergodické).
B. {2,3},0.
C. Konverguje ke staciondrnimu rozdéleni (0,1/2,1/2,0).

2 Asymptotické pravdépodobnosti stavi
Cviceni. Najdéte asymptotické pravdépodobnosti stavi Markovova Tetézce s matici prechodu
1/4 1/2 1/4 0
1/4 1/2 0 1/4
0 0 1 0|’
0 0 0 1
jestlize pocdtecni stav je 2.
Reseni. Proni dva stavy jsou prechodné, zbyjvajici dva absorpéni. Permutact stavi (3,4,1,2) dostaneme matici

prechodu ve tvaru
1 0 0 0

p_|0 1 0 0 __<12 0)
14 0 1/4 12| \R Q)
0 1/4 1/4 1/2

b)) w0 e ()
Fundamentdlni matice je
pemear - (Y ) (1)

FR- (1/2 1/2)

Matice

1/4 3/4

uddvd pravdépodobnosti dosazeni absorpénich stavi z prechodnich. Jeji posledni tdadek odpovidd zaddnit, Ze
zacindme ve stavu 2. Asymptotické pravdépodobnosti prechodnych stavi jsou nulové, dohromady (1/4,3/4,0,0)
po zméné poradi stavi, (0,0,1/4,3/4) pri jejich pivodnim porady.

Cviceni. Ctyri hrdci hdzeji minci. Komu padne lic, vyhrdvd. Padne-li rub, hdzi dalsi hrdc v poradi (cyklicky
se stridagt, dokud néktery nevyhraje). Najdéte pravdépodobnosti vyhry jednotlivgch hrdéi.



Reseni. Matice prechodu je

1 0 0 0 0 0 0 0
o 1 0 0 0 0 0 0
o 0o 1 0 0 0 0 0
p_l0 0o 0o 1 0 0 0o o0 _(14 0)
112 o o o o 12 0o o | \R Q)
0o 1/2 0 0 0 0 1/2 0
o 0 12 0 0 0 0 1/2
o 0 0 1/2 12 0 0 0
12 0 0 0 0 1/2 0 0
o 12 0o o o 0 172 o0
R=109 0 12 o @@ lo o o 12
0 0 0 1/2 /2 0 0 0

Fundamentdlni matice je
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1 2
o | oo 1 —-1/2 0 1 [2 16 8 4
F=I-Q" =1 0 1 —1/2| “ 15 |4 2 16 8]

-1/2 0 0 1 8§ 4 2 16

8 4 2 1

1 |1 8 4 2

FR=1"12 1 8 4f°
4 2 1 8

pravdépodobnosti vihry hrdacu (v poradi, ve kterém hraji), jsou (8/15,4/15,2/15,1/15).

Misto vypoctu fundamentdlni matice lze pouZit ivahu, Ze prvni hrdc vyhraje prunim hodem s pravdépodobnosti
1/2, zatimco ve zbgvajicich pripadech, tj. s pravdépodobnosti 1/2, se octne druhy hrdé ve stejné situaci, tedy
jeho Sance na vyhru je 2x mensi. Z téhoz duvodu je pomér Sanci na vyhru 8 : 4 :2: 1.

Cviceni. V cyklu délky

A.3

B. 4

v kaZdém kroku nezdvisle vybereme postup po sméru hodinovjch rucicek s pravdépodobnosti 2/3, v opacném
sméru s pravdépodobnosti 1/3. Odhadnéte pravdépodobnosti stavii po 1000 krocich, jestlize pocdtecnd stav je 1.
Jaky je vliv poédtecniho stavu?

Reseni. V obou piipadech se jednd o nerozloZitelny Markoviv fetézec.

A. Stavy jsou aperiodické, po 1000 krocich maji vsechny priblizné stejnou pravdépodobnost 1/3. Viiv pocdtecniho
stavu je mepatrny.

B. Stavy maji periodu 2, po 1000 krocich (tedy velkém sudém poctu) jsou mozné pouze liché stavy, 1 a 3; majé
priblizné stejnou pravdépodobnost 1/2. Zdlezi na tom, zda pocdtecni stav je sudy nebo lichy, ale ktery z nich to
je, md jen nepatrny vliv.

Cviceni. Alice, Bob a Cyril hdzeji kostkou (v tomto poradi). Kdo pruni hodi Sestku, vyhrdvd. Hra se opakuje,
dokud nékdo nehodi Sestku. Stanovte pravdépodnosti viyhry jednotlivijch hrdcu.

Reseni. (% 3—? %) Kromé vypoctu fundamentdlni matice lze pouzit tvahu, Ze Alice vyhraje prunim hodem
s pravdépodobnosti 1/6, zatimco ve zbyvajicich pripadech, tj. s pravdépodobnosti 5/6, se octne Bob ve stejné
situaci jako Alice na zacdtku, tedy jeho sance na vyhru je mensi v poméru 5/6. Z téhoz divodu je Cyrilova Sance

mensi nez Bobova v poméru 5/6. Vysledek je tedy tvaru (a 2a (5)2 a) a pozadavek jednotkového souctu

6
pravdépodobnosti ddvd a = %.

Cviceni. Alice a Bob hraji ndsledujici hru: Hrdc, ktery je na tadé, hodi kostkou. Padne-li 6, vyhrdvd a hra
konéi. Padne-li liché ¢islo, pokracuje stejny hrdé. Padne-li jiné sudé ¢islo riuzné od 6, pokracuje druhy hrdc.
Zacindg Alice. Jaké jsou pravdépodobnosti vijsledki hry?



Reseni. Matice piechodu po vhodné permutaci stavi (,vyhrdla Alice“, ,vyhrdl Bob“, ,hraje Alice®, ,hraje
Bob*¥) je

1 0 0 0

0 1 0 0l (I, O

1/6 0 1/2 1/3| (R Q)’

0 1/6 1/3 1/2

kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvajici 2 prechodné,

e R A R N )

Fundamentdlni matice tohoto Tetézce je

F=(I,-Q)'= (11//23 _11//23)_1 :g (2 §> ’
Fr=1 (3 3)

Pravdépodobnost vjhry zacinajiciho hrdce (Alice) je 3/5.

Cviceni. Alice trefi teré s pravdépodobnosti 1/3, Bob s pravdépodobnosti 1/2. Pokud hrdc¢ zasdhne terc, strili
ddle, pokud mine, je na radé druhy hrdcé. Zac¢ing Alice. Alice vyhrdvd, pokud trefi teré 2x za sebou, Bob vyhrdvd,
pokud trefi teré 3x za sebou. Pro oba hrdce stanovte pravdépodobnosti vijhry.

Reseni. Pokud bychom rozlisovali nejen to, ktery hrdé je na fadé, ale i kolik jiz md dspésnych pokusi, potFebovali
bychom 3 + 4 = 7 stavi. Jednodu$si popis dostaneme, jestliZe rozliSujeme pouze stavy ,vyhrdla Alice®, ,vyhrdl
Bob*, hraje Alice®, ,hraje Bob“ a celou sérii dispésnijch pokusi povaZujeme za jeden krok (konci vghrou hrdce
s pravdépodobnosti (1/3)% pro Alici, (1/2)% pro Boba, nebo se na vadu dostdvd druhy hrdc¢). Dostdvdme matici
prechodu

1 0 0 0

o 1 0 0| (I, o
19 0o o 89| \rR Q)
0 1/8 7/8 0

kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvagjici 2 prechodné,

(1 0 ~(1/9 0 ({0 8/9
IQ<0 1>’ R<0 1/8>’ Q<7/8 0)'
Fundamentdlni matice tohoto Tetézce je
1 8/0\ " (2 4
— _ -1 _ - — 2

(4 1)

Pokud zacindg Alice, je pravdépodobnost vghry pro oba hrdce stejnd, 1/2.

[\V] N}

Cviceni. Alice a Bob hdzeji minci. Padne-li dvakrdt po sobé rub, vyhrdvd Alice. Padne-li sekvence rub-lic-
rub, vyhrdvd Bob. Hra pokracugje, dokud nenastane jeden téchto vysledki. Jaké jsou pravdépodobnosti vysledku?
(Ndvod: Staci zacit po pronich dvou krocich, kdy 4 ze stavi maji stejnou pravdépodobnost.)

Reseni. Prechodné stavy, které potiebujeme k popisu jen pied dokoncenim prunich dvou hodd, mizeme ig-
norovat. Zbyvd 5 stavu, které oznacime sekvenci poslednich vysledku: RLR, RR, LR, RL, LL. Po prunich dvou



krocich maji stavy RR, LR, RL, LL pravdépodobnost 1/4. Z nich RR je trvaly, zbjvajici 3 prechodné. Matice
prechodu pro toto potadi stavi je

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0o 1/2 0 1/2 0 = (% g) ,
/2 0 0 0 1/2
0 0 1/2 0 1/2
10 0 1/2 0 1/2 0
I, = (0 1) , R=(1/2 0 , Q= 0 0 1/2
0 0 172 0 1/2
Fundamentdlni matice tohoto Tetézce je
1 —1/2 0\ ' % § §
-1/2 0 1/2 3 35 3
FR=

[SNIESM NN

Tuto matici vyndsobime zleva pravdépodobnostmi prechodngjch stavi po prunich dvou krocich, (1/4 1/4 1/4),
a dostaneme (1/3 5/12). K tomu nutno pripocitat, Ze s pravdépodobnosti 1/4 jiz po prvnich dvou krocich
nastane absorpéni stav RR, takZe pravdépodobnost vijhry Boba je 1/3, Alice 2/3.

Cviceni. Alice, Bob a Cyril hdzeji minci (v tomto poradi). Kdo pruni hodf lic, vyhrdvd. Hra se opakuje, dokud
nékdo nehodi lic. Stanovte pravdépodnosti vijhry jednotlivijch hrdci.

Vysledky. (4/7 2/7 1/7).
Cviceni. Stanovte asymptotické pravdépodobnosti stavi Markovova Tetézce s ndsledujici matici prechodu:

1/2 1/2 0 0
0 2/3 0 1/3
0 0 4/5 1/5

2/3 0 0 1/3

Vysledky. Stav 38 je prechodny, vSechny ostatni jsou trvalé, jejich pravdépodobnosti konverquji k jedinému
staciondrnimu rozdélend, (4/13 6/13 0 3/13) .

Cvicéeni. (Obnovovdni paméti) Prepisujeme bindrni informaci, priéemz s pravdépodobnosti 1% prepiseme 0
jako 1, s pravdépodobnosti 2% prepiseme 1 jako 0. Jaké bude rozdéleni pravdépodobnosti po velkém poctu
prepisu?

Vysledky. Matice prechodu je
p_ 0.99 0.01
—\0.02 098/
Retézec je ergodicky, z libovolného pocdtecniho stavu konverguje k jedinému staciondrnimu rozdélent pravdépo-
dobnosti, kterym je (% %) Stejny vysledek ddvd mocnina matice

2 1 1 1
Pt - (g %) +097t <_32 23> .
3 3 3 3



Cviceni. Alice a Bob hraji ndsledujici hru: Hrdc, ktery je na tadé, hodi kostkou. Padne-li 6, vyhrdvd a hra
konéi. Padne-li jiné sudé c¢islo, pokracuje stejny hrac. Padne-li liché ¢islo, pokracuje druhy hrdc. Zacing Alice.
Jaké jsou pravdépodobnosti vysledki hry?

Reseni. Matice piechodu po vhodné permutaci stavi (,vyhrdla Alice®, ,vyhrdl Bob®, ,hraje Alice®, ,hraje
Bob*¥) je

1 0 0 0

0 1 0 0] (I O

1/6 0 1/3 1/2| (R Q)’

0 1/6 1/2 1/3

kde pruni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvajici 2 prechodné,

w0 () e (A1)

Fundamentdlni matice tohoto Tetézce je
-1
_ -1 [2/3 —1)2 _ 36 (2/3 1/2
F=L-Q)" = (-—1/2 2/3 7 \1/2 2/3)°
_ 6. /2/3 1/2\ _ [4/7 3/7
FR=Z (1/2 2/3) = (3/7 4)7) -
Zacindg Alice, tj. pocdtecni rozdélend stavi je p(0) = (1 0) a asymptotické

p(0))FR= (1 0)- (g?; i?;) = (4/7 3/7).

Pravdépodobnost vjhry zacinajictho hrdce (Alice) je 4/7.
Cviceni. Najdéte asymptotické pravdépodobnosti stavi Markovova Tetézce s matici prechodu

1 0 0 0
1/3 1/3 1/3 0
0o 0 1/2 1/2|°
o 0 0 1

jestlize pocdtecni stav je 2.

Reseni. Stavy 1 a4 jsou absorpéni, zbjvajici piechodné. Permutact stavi (1,4,2,3) dostaneme matici prechodu

ve tvaru

1 0 0

0
p_ 1 0 0| (I, o
|13 0o 13 13| \R Q)
0 1/2 0 1/2

we( D) w (8 ) e (P )

Fundamentdini matice je
-1
_ -1 (2/3 —1/3 _o (1/2 173\ _ (3/2 1
F=I-Q)" = ( o 12) =3 \o 23/ 0 2/

PR <1/2 1/2)

Matice

0 1

uddvd pravdépodobnosti dosazeni absorpénich stavi z prechodngjch. Jeji pruni fddek odpovidd zaddni, Ze zacindme
ve stavu 2. Asymptotické pravdépodobnosti prechodnych stavi jsou nulové, dohromady (1/2,1/2,0,0) po zméné
potadi stavi, (1/2,0,0,1/2) pri jejich plivodnim poradi.



Cviceni. T7i hrdci hdzeji kostkou. Komu padne 5 nebo 6, vyhrdvd. Padne-li jiné c¢islo, hdzi dalsi hrdc v poradi
(cyklicky se stridaji, dokud néktery nevyhraje). Najdéte pravdépodobnosti vghry jednotlivijch hrdcu.

Reseni. Matice prechodu je

1 0 0 0 0 0
0O 1 0 0 0 0
p_|0 0o 1 0 0 0]_(Is0
113 0 0o 0 2/3 0| \R Q)
0 1/3 0 0 0 2/3
0 0 1/3 2/3 0 0
/3 0 0 0 2/3 0
R=|0 1/3 0], Q=0 0 2/3
0o 0 1/3 2/3 0 0
Fundamentdlni matice je
12/ 0 \' L, (1 2/3 4/9
F=(I;-Q) ' = 0 1 —2/3 =I5 4/9 1 2/3| =
-2/3 0 1 2/3 4/9 1
9 6 4
= {%- 4 9 6],
6 4 9
L (9 6 4
FR = ;5.4 9 6],
6 4 9

pravdépodobnosti vyhry hrdacu (v poradi, ve kterém hraji), jsou (9/19,6/19,4/19).

3 Maximalné vérohodné odhady
Cviceni. Odhadnéte stavy © a k Markovova tetézce s matici prechodu

1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2

12 0 0 1/2

z pozorované posloupnosti stavi (1,1,2, k, 3).

Reseni. Veérohodnost této posloupnosti stavi je

L(i, k) = p1(0) - p1i - piz - P2k - Pks3 -

Odhady stavi i, k jsou nezdvislé. Vérohodnost stavu i zavisi na 1. Fdadku a 2. sloupci matice prechodu, stavu k
na 2. radku a 3. sloupci. Maximum nastdvd pro i = 2, k = 2.

Cviceni. Odhadnéte stavy i a k Markovova Tetézce s matici prechodu
1/2 1/2 0 0
0 2/3 1/3 0
0 0 1/2 1/2
/2 0 0 1/2

z pozorované posloupnosti stavi (2,1, k, 3).
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Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je

L(i, k) = p2(0) - p2; - pik - Pr3 -
Je nenulovd pro (i,k) € {(2,2),(2,3),(3,3)}. Mazimum nastdvd pro i = 2,k = 2.

Cviceni. Markoviv retézec md dva stavy, 1,2. Pravdépodobnost prechodu ze stavu 1 do stavu 2 je p, pravdépodobnost
prechodu ze stavu 2 do stavu 1 je q.
A. Z pozorované posloupnosti stavii

(1,2,2,1,1,1,2,1,1,1,2,2,1,1,1,1)

odhadnéte parametry p, q.

B. Urcete pravdépodobnosti stavi 2 kroky poté, co byl retézec ve stavu 1.

C. Stanovte staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti stavi a posud’te, zda Tetézec k tomuto rozdélens konver-
guge.

D. Stanovte pravdépodobnost, Ze se tetézec ze stavu 1 vrdti do tohoto stavu v nejvyse 3 krocich.

E. Stanovte pravdépodobnost, Ze se fetézec ze stavu 1 vrdti do tohoto stavu (v libovolném poctu kroki,).

P:Cp p).
q 1—gq

Pozorované absolutni a relativni cetnosti prechodu:

ReSeni. A.

|1 2 12
)7 3 1707 03
23 2 206 04

Mazximadlné vérohodny odhad matice prechodu je roven relativnim cetnostem, tj. p = 0.3, ¢ = 0.6,
0.7 0.3
P= <0.6 0.4> '

p2_ (067 033
~\0.66 034)°

prond Tddek uddvd pravdépodobnosti stavi po dvou krocich pri pocdtecnim stavu 1. (Nemusime ndsobit celou
matici, staci ji 2X vyndsobit zleva vektorem.)
C. Resenim rovnice
(@ 1—a) (P-I)=0

dostaneme a = 2/3, (a 1-— a) = (2/3 1/3), coz je jediné staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti stavi.
Retézec k nému konverguje, nebot je ergodicky.
D. pi, = pravdépodobnost navratu do stavu 1 po prdvé k krocich:

k Dk

1 0.7

2 0.18

3 0.072
celkem | 0.952

E. Ndvrat do stavu 1 nastane s pravdépodobnosti 1, nebot Fetézec je ergodicki.

Cviceni. Odhadnéte stav i Markovova Tetézce s matici prechodu

1/3 1/3 0 1/3
0 1/3 2/3 0
0 1/2 1/2 0
0 0 1/3 2/3

z pozorované posloupnosti stavi (1,1,1,3).

11



Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je

L(i, k) = p1(0) - p1i - pii  pis -
Zavisi na 1. Fadku, diagondle a 3. sloupci matice prechodu. Maximum p1(0) - 2/27 nastdvd pro i € {2,4}.
Cviceni. Odhadnéte stavy i a k Markovova Tetézce s matici prechodu

03 02 03 02
0.25 0.25 0.25 0.25
0.1 04 01 04
03 01 03 03

z pozorované posloupnosti stavi (2,1, k,3).

Reseni. Verohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = p2(0) - p2i - pir - Pr3

pricemz pa; = 0.25 nezdvisle na i. Maximum nastdvd pro ¢ = 3,k = 4.

4 Ijlohy pro opakovani

Pro nasledujici ilohy muzete pouzit napf. matice pfechodu

0 2/3 1/3 0 2/3 1/3
P,=|(1 0 o], Ps=|(1/3 0 2/3]|,
0 1 0 2/3 1/3 0
07 0.2 0.1 1 0 0
Pc=[01 07 02}, Pp=[1/2 1/2 0
01 0 0.9 1/3 1/3 1/3

Cviceni. Najdéte prechodové diagramy.

Cviceni. Odhadnéte pocdtecni stav i a koncovy stav k Markovova Tetézce s danou matici prechodu, jestliZe
posloupnost stavi byla i,2,1,3,k (ddle ji nezndme) a poddteéni rozdélend pravdépodobnosti bylo rovnomérné.

Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i, k) = pi(0) - piz - pa1 - P13 * P3k -

Lze vytknout konstanty vcetné p;(0) = 1/3 (pokud jsou nenulové!), vérohodnost je Wimérnd p;1 - par. Odhady
stavi i, k jsou nezdvislé.

Veérohodnost mozngch hodnot stavu k je ddna 3. vddkem matice prechodu, vérohodnost stavu i 2. sloupcem
matice prechodu. Je vsak nutno vyloucit pripad D, nebot v ném posloupnost stavi 2, 1,3 nend moznd a vérohodnost
je nulova!

[A.3;2,B.1; 1, C. 2; 3, D. -/

Cviceni. Odhadnéte stav i Markovova Tetézce s danou matici prechodu, jestlize posloupnost stavi byla 3,2,i, 1.

Reseni. Vérohodnost této posloupnosti stavi je
L(i) = p3(0) - ps2 - p2i - pi -

Lze vytknout nenulové konstanty, pak je vérohodnost umérnd po; - p;1, jednotlivym hodnotdm odpovidaji souciny
2. fadku a 1. sloupce po slozkdch. V pripadé A je pro véechny hodnoty i nulovd.
[A. -, B. 3, C. -, D. 1]

12



Cviceni. Ktery z dangch Markovovych retézciu spise mohl vygenerovat posloupnost stavi (a) 2,3,2,1,2, (b)
1,2,1,37

Vysledky. (a) B (jako jeding miiZe vygenerovat tuto posloupnost), (b) A.

Cviceni. Je-li pocdteéni rozdéleni pravdépodobnosti rovnomérné, jaké je po 2 krocich?

Reéem;. p:5(1/13 11/3 1/3) ,
PPl g g
PPr=(5 5 3),
pP? = (028 027 045),
pPhL= (3% 1% 37)=(0.787 0.176 0.037) .

Cviceni. Klasifikujte stavy retézcu.

Vysledky. A, B, C. Viechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické), etézec je nerozloZitelny.
D. Stav 1 je trvaly absorpéni, 2 a 3 jsou prechodné.

Cviéeni. Najdéte vsechna staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti stavii a posudte, zda k nim rozdéleni stavi
konverguje.

ResSeni. A, B, C. Retézce jsou ergodické, maji tedy jediné staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti, ke kterému
konverguji z libovolného pocdtecéniho stavu. Dostaneme je reSenim soustavy linedrnich rovnic

(a b l—a—b)P:(a b l—a—b).

3 3 1
AT
B. (§ 3 57)
C (i 5 1)
D. (1 0 O) (ve staciondrnim rozdéleni musi byt pravdépodobnosti prechodnijch stavi nulové)
Cviceni. Markoviv Tetézec md matici prechodu
1 0 0
P=103 06 0.1
0.3 0.1 06

Pocdtecni stav je 3. Vypoctéte (alespori priblizné) rozdélend pravdépodobnosti
A. po 4 krocich,
B. po 2%* krocich.

ResSeni. A. )
1 0 0 1 0 0
P*=1051 037 012] ={0.7599 0.1513 0.0888
0.51 0.12 0.37 0.7599 0.0888 0.1513

Hledané rozdélent je v 3. Tddku vysledku, (0.7599 0.0888 0.1513).
Misto toho lze pocdteéni rozdélent pravdépodobnosti 4x ndsobit zprava matici prechodu:

(00 1)-P* = (03 01 06)-P°= (051 0.12 0.37) P> =
(0.657 0.109 0.234)-P = (0.7599 0.0888 0.1513) .

B. Stav 1 je absorpéni, zbyvajici prechodné, v nekonecénu se pravdépodobnost stavu 1 blizi 1, prechodnich
stavu 0, pro velky pocet kroku bude vysledek velmi podobny.

13



Cviceni. Markoviv fetézec md matici prechodu
0.6 04
L (0.2 0.8> ‘
Pocdtecnt rozdélent stavi je rovnomérné. Vypoctéte (alespori priblizné) rozdéleni pravdépodobnosti

A. po 4 krocich,
B. po 1000000 kroki.

ReSeni. A.

pi_ (044 056\° _ (0.3504 06496
~ 028 072) T \0.3248 0.6752)

Rozdélent po 4 krocich je

0.3504 0.6496
(1/2 1/2)- (0'3248 0.6752) = (0.3376  0.6624) .

Misto toho lze pocdteéni rozdéleni pravdépodobnosti 4x ndsobit zprava matici prechodu:

(1/2 1/2)-P* = (04 06) P>=(0.36 0.64) P°=
= (0.344 0.656) - P = (0.3376 0.6624) .

B. Stavy jsou ergodické, v nekonecnu se jejich pravdépodobnost blizi jedinému staciondrnimu rozdélend, které
dostaneme rTeSenim rovnice
(a 1—a)-P:(a 1—a) ,

vyjde (a1 —a) = (1/3 2/3). Pro velky pocet kroki bude vysledek velmi podobny.
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