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3 Pravděpodobnosti stav̊u 4
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8 Př́ıklady aplikaćı 30
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10 Dodatek: Mocniny stochastických matic řádu 2 31

1 O čem to může být?

Př́ıklad (basketbal). [MN: PMS] Alice a Bob se stř́ıdavě strefuj́ı mı́čem do koše, zač́ıná
Alice. Kdo se prvńı stref́ı, vyhrává. Alice se stref́ı s pravděpodobnost́ı a, Bob s pravděpodob-
nost́ı b. Jaká je pravděpodobnost výsledk̊u hry?

Řešeńı. Po prvńım hodu s pravděpodobnost́ı a Alice vyhrává, s pravděpodobnost́ı 1 − a se
pokračuje. Po 2. hodu hra skonč́ı výhrou Boba s pravděpodobnost́ı (1 − a) b, nebo je situace
stejná jako na začátku a šance se děĺı ve stejném poměru, tj. a : (1 − a) b. Alice vyhraje
s pravděpodobnost́ı

a

a+ (1− a) b
=

a

a+ b− a b
,

Bob s pravděpodobnost́ı
(1− a) b

a+ (1− a) b
=

(1− a) b

a+ b− a b
.

(Předpokládáme, že aspoň jedna z pravděpodobnost́ı a, b je nenulová. Vı́ce viz [MN: PMS].)

1 2 3 41 a

1− a
b

1− b

1

Můžeme sdružit 2 kroky do jednoho.

1 2 41 a

(1− a)(1− b)

(1− a)b
1

Př́ıklad (foton). [MN: PMS] Foton vnikne do tenké vrstvy s rovnoběžnými stěnami. Na
jej́ım rozhrańı m̊uže proj́ıt, nebo se odraźı a dojde k druhému rozhrańı, kterým projde, nebo
se odraźı atd. Vypočtěte pravděpodobnosti pr̊uchodu fotonu do jednotlivých poloprostor̊u vy-
mezených touto vrstvou.

Řešeńı. Jde o př́ıklad
”

basketbal“ v jiné interpretaci. Obdobná úloha se řeš́ı při progra-
mováńı barevných tiskáren.

Př́ıklad (shoda v tenisu). Alice s Bobem hraj́ı tenis, došlo ke shodě, takže hru vyhraje
hráč, který jako prvńı vyhraje o 2 mı́če v́ıc než soupeř. Alice vyhraje mı́č s pravděpodob-
nost́ı c. Jaké jsou pravděpododobnosti výsledk̊u hry? Jaké rozděleńı a středńı hodnotu má
počet mı́č̊u hry?
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1 2 3 4 51

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

Řešeńı. Sdruž́ıme 2 kroky do jednoho: Po 2 mı́č́ıch bud’ vyhraje Alice (s pravděpodobnost́ı
a = c2), nebo Bob (s pravděpodobnost́ı (1− c)2), nebo bude opět shoda. Jde o př́ıklad

”
bas-

ketbal“, kde
a = c2 , (1− a) b = (1− c)2 .

1 3 51
c2

2c(1− c)

(1− c)2
1

Alice vyhraje s pravděpodobnost́ı
c2

c2 + (1− c)2
, např. pro c = 2/3 s pravděpodobnost́ı 4/5.

Takto bychom však nevyřešili výsledek hry od jej́ıho počátku (mı́sto od shody), setu, zápasu,
turnaje... [Papoulis, Pillai 2002]

Př́ıklad (informačńı kanál se zpětnou vazbou). Odeśılatel pošle zprávu v kódu, dovo-
luj́ıćım odhalit chyby v přenosu. (Pro jednoduchost zanedbáváme riziko nerozpoznané chyby.)
Zpráva je doručena správně s pravděpodobnost́ı c. Př́ıjemce za stejných podmı́nek pošle zpět
(jednobitovou) zprávu o úspěšnosti přijet́ı. Chybná zpráva o správném přenosu vypadá stejně
jako správná zpráva o chybném přenosu. V těchto př́ıpadech se přenos opakuje za stejných
podmı́nek. Chybná zpráva o chybném přenosu vypadá stejně jako správná zpráva o správném
přenosu. V těchto př́ıpadech přenos konč́ı; přijatá zpráva m̊uže být správná nebo chybná.
Jaké jsou pravděpodobnosti ukončeńı správným/chybným přijet́ım zprávy?

Řešeńı. Jde opět o př́ıklad
”

shoda v tenisu“, resp.
”

basketbal“.

Daľśı otázky: Jaké je rozděleńı délky komunikace; jej́ı středńı hodnota a d̊uležité kvantily?

Otázky: Jaké je asymptotické chováńı systému? Jak záviśı na počátečńım stavu?

2 Matematický model: (homogenńı) Markovovy řetězce
(Markov chains)

Doporučená literatura: [Hsu 1996, Papoulis, Pillai 2002, Wasserman 2004].
Posloupnost diskrétńıch náhodných veličin X0, X1, X2, . . . s hodnotami ze spočetné množiny
stav̊u, obvykle {1, 2, . . .}.
Indexována je diskrétńım časem s hodnotami z množiny N0 = {0, 1, 2, . . .}.
Z hlediska okamžiku t rozlǐsujeme minulost (< t) a budoucnost (> t).
Dáno:
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Pravděpodobnosti počátečńıch stav̊u (=rozděleńı náhodné veličiny X0),

pi(0) = pX0
(i) ,

popř. daný počátečńı stav k, tj.

pi(0) = δik =

{
1 pro i = k,
0 pro i 6= k,

pravděpodobnosti přechodu ze stavu i do stavu j v jednom kroku,

pij = P (Xt+1 = j | Xt = i) ,

(nezávislé na čase t); pro konečně mnoho stav̊u je lze popsat matićı přechodu

P =

p11 · · · p1n
...

. . .
...

pn1 · · · pnn

 ,

která je stochastická (=má jednotkové řádkové součty),

∀i = 1, . . . , n :

n∑
j=1

pij = 1 .

Homogenńı: Matice přechodu nezáviśı na čase.

Řetězce: S diskrétńım časem a diskrétńımi stavy; pro spojitý čas dostáváme Markov̊uv
proces (Markov process).

Markovovy: Pravděpodobnost budoućıch stav̊u je plně určena současným stavem, bez
ohledu na minulé stavy,

P (Xt+1 = j | Xt = it, Xt−1 = it−1, . . . , X0 = i0) = P (Xt+1 = j | Xt = it) = pitj .

(Stav nese
”
dostatečnou informaci“ o předchoźım pr̊uběhu.)

To je podmı́něná nezávislost budoućıho a minulého stavu při daném současném stavu: pro
u < t < v a libovolné stavy i, j, k

P (Xu = i,Xv = k | Xt = j) = P (Xu = i | Xt = j) · P (Xv = k | Xt = j) .

3 Pravděpodobnosti stav̊u

Pravděpodobnosti stav̊u vyjadřuje na počátku řádkový vektor

p(0) = (p1(0), . . . , pn(0)) = (pX0(1), . . . , pX0(n)) ,

dále se vyv́ıjej́ı podle rekurentńıho vzorce

p(t+ 1) = p(t)P , pj(t+ 1) =
∑
i

pi(t) pij ,

p(t+ u) = p(t)P u , pj(t+ u) =
∑
i

pi(t) pij(u) ,

p(u) = p(0)P u , pj(u) =
∑
i

pi(0) pij(u) ,
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kde prvky matice P t znač́ıme pij(t) (6= ptij), což je pravděpodobnost přechodu ze stavu i do
stavu j v t kroćıch.
Chapmanova-Kolmogorovova rovnice:

P t+u = P tP u , pkj(t+ u) =
∑
i

pki(t) pij(u) ,

kde sč́ıtáme přes všechny možné stavy i v čase t.
Princip superpozice (=linearita): Pokud jsou počátečńı pravděpodobnosti p(0) kon-
vexńı kombinaćı (=směśı) rozděleńı,

p(0) = c q(0) + (1− c) r(0) , c ∈ 〈0, 1〉 ,

jsou pozděǰśı pravděpodobnosti dány stejnou konvexńı kombinaćı pravděpodobnost́ı jednot-
livých složek,

p(u) = p(0)P u = c q(0)P u + (1− c) r(0)P u = c q(u) + (1− c) r(u) .

Důsledek. Stač́ı nám vyšetřit př́ıpady, kdy počátečńı stav je daný (=Diracovo rozděleńı).

3.1 Př́ıklady na pravděpodobnosti stav̊u

Př́ıklad (otevřené restaurace). Piják se pohybuje Skloněnou ulićı mezi dvěma restaura-
cemi. Před každými dveřmi, které nevedou do restaurace, se rozhodne, kterým směrem se
vydá; s pravděpodobnost́ı c p̊ujde z kopce, s pravděpodobnost́ı 1 − c do kopce. Až najde
restauraci, z̊ustane v ńı. Jaké jsou pravděpodobnosti dosažeńı obou restauraćı? (Jedno-
dimenzionálńı náhodná procházka s absorpčńımi bariérami.) Řešte speciálně pro restaurace
ve vzdálenosti 2 od výchoźı polohy.

Řešeńı. Jde opět o př́ıklad
”

shoda v tenisu“, resp.
”

basketbal“.

1 2 3 4 51

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

P =


1 0 0 0 0
c 0 1− c 0 0
0 c 0 1− c 0
0 0 c 0 1− c
0 0 0 0 1

 , P 2 =


1 0 0 0 0

c c (1− c) 0 (1− c)2 0

c2 0 2 c (1− c) 0 (1− c)2
0 c2 0 c (1− c) 1− c
0 0 0 0 1

 .
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Např. pro c = 0.7 dostáváme

P =


1 0 0 0 0

0.7 0 0.3 0 0
0 0.7 0 0.3 0
0 0 0.7 0 0.3
0 0 0 0 1

 ,

P 2 =


1 0 0 0 0

0.7 0.21 0 0.09 0
0.49 0 0.42 0 0.09

0 0.49 0 0.21 0.3
0 0 0 0 1

 ,

P 10 =


1 0 0 0 0

0.945 56 6. 534 6 · 10−3 0 2. 800 5 · 10−3 4. 510 3 · 10−2

0.833 79 0 1. 306 9 · 10−2 0 0.153 14
0.572 98 1. 524 7 · 10−2 0 6. 534 6 · 10−3 0.405 24

0 0 0 0 1

 ,

(
0 0 1 0 0

)
P =

(
0 0.7 0 0.3 0

)
,(

0 0 1 0 0
)
P 2 =

(
0.49 0 0.42 0 0.09

)
,(

0 0 1 0 0
)
P 10 =

(
0.833 79 0 1. 306 9 · 10−2 0 0.153 14

)
,(

0 0 1 0 0
)
P 30 =

(
0.844 83 0 2. 232 2 · 10−6 0 0.155 17

)
,

lim
t→∞

(
0 0 1 0 0

)
P t =

(
c2

c2+(1−c)2 0 0 0 (1−c)2

c2+(1−c)2

)
=
(
0.844 83 0 0 0 0.155 17

)
.

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednodušený popis, v němž 2 kroky považujeme za jeden
(z lichého stavu se po sudém počtu krok̊u dostaneme do lichého stavu, sudé stavy ignoru-
jeme):

1 3 51
c2

2c(1− c)

(1− c)2
1

PZ =

 1 0 0

c2 2 c (1− c) (1− c)2
0 0 1

 .

Např. pro c = 2/3 dostáváme

PZ =

1 0 0
4
9

4
9

1
9

0 0 1

 ,

P 2
Z =

 1 0 0
52
81

16
81

13
81

0 0 1

 ,

P 10
Z

.
=

 1.0 0.0 0.0
0.799 76 3. 007 3 · 10−4 0.199 94

0.0 0.0 1.0

 .
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Př́ıklad (zavřené restaurace ve vzdálenosti 2 – pokračováńı).

Řešeńı.

1 2 3 4 5

1

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

P =


0 1 0 0 0
c 0 1− c 0 0
0 c 0 1− c 0
0 0 c 0 1− c
0 0 0 1 0

 , P 2 =


c 0 1− c 0 0

0 2 c− c2 0 (1− c)2 0

c2 0 2c (1− c) 0 (1− c)2
0 c2 0 1− c2 0
0 0 c 0 1− c

 .

Např. pro c = 0.7 dostáváme

P =


0 1 0 0 0

0.7 0 0.3 0 0
0 0.7 0 0.3 0
0 0 0.7 0 0.3
0 0 0 1 0

 ,

P 2 =


0.7 0 0.3 0 0
0 0.91 0 0.09 0

0.49 0 0.42 0 0.09
0 0.49 0 0.51 0
0 0 0.7 0 0.3

 ,

P 10 =


0.594 76 0 0.360 14 0 4. 510 3 · 10−2

0 0.846 86 0 0.153 14 0
0.588 22 0 0.363 87 0 4. 790 4 · 10−2

0 0.833 79 0 0.166 21 0
0.572 98 0 0.372 58 0 5. 443 8 · 10−2

 ,

(
0 0 1 0 0

)
P =

(
0 0.7 0 0.3 0

)
,(

0 0 1 0 0
)
P 2 =

(
0.49 0 0.42 0 0.09

)
,(

0 0 1 0 0
)
P 10 =

(
0.588 22 0 0.363 87 0 4. 790 4 · 10−2

)
,(

0 0 1 0 0
)
P 30 =

(
0.591 38 0 0.362 07 0 4. 655 2 · 10−2

)
,(

0 0 0 0 1
)
P 30 =

(
0.591 38 0 0.362 07 0 4. 655 3 · 10−2

)
,(

0 0 1 0 0
)
P 31 =

(
0 0.844 83 0 0.155 17 0

)
,

lim
t→∞

((
0 0 1 0 0

)
P t
)

neexistuje.

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednodušený popis, v němž 2 kroky považujeme za 1:
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1 3 5c

1− c

c2

2c(1− c)

(1− c)2

1− c

c

PZ =

 c 1− c 0

c2 2 c (1− c) (1− c)2
0 c 1− c

 .

Např. pro c = 2/3 dostáváme

PZ =


2
3

1
3 0

4
9

4
9

1
9

0 2
3

1
3

 ,

P 2
Z =


16
27

10
27

1
27

40
81

34
81

7
81

8
27

14
27

5
27

 ,

P 10
Z

.
=

0.533 42 0.399 95 6. 662 2 · 10−2

0.533 27 0.400 03 6. 669 7 · 10−2

0.532 97 0.400 18 6. 684 7 · 10−2

 ,

P 20
Z

.
=

0.533 0.400 6. 67 · 10−2

0.533 0.400 6. 67 · 10−2

0.533 0.400 6. 67 · 10−2

 .

Př́ıklad (otevřená a zavřená restaurace ve vzdálenosti 2 – pokračováńı).

Řešeńı.

1 2 3 4 51 c

1− c 1− c

c c

1− c

1

P =


1 0 0 0 0
c 0 1− c 0 0
0 c 0 1− c 0
0 0 c 0 1− c
0 0 0 1 0

 , P 2 =


1 0 0 0 0

c c (1− c) 0 (1− c)2 0

c2 0 2 c (1− c) 0 (1− c)2
0 c2 0 1− c2 0
0 0 c 0 1− c

 .

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednodušený popis, v němž 2 kroky považujeme za jeden:

1 3 51
c2

2c(1− c)

(1− c)2

1− c

c

PZ =

 1 0 0

c2 2 c (1− c) (1− c)2
0 c 1− c

 .
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Např. pro c = 2/3 dostáváme

PZ =

1 0 0
4
9

4
9

1
9

0 2
3

1
3

 ,

P 2
Z =

 1 0 0
52
81

22
81

7
81

8
27

14
27

5
27

 ,

P 10
Z

.
=

 1 0 0
0.986 13 1. 040 5 · 10−2 3. 468 3 · 10−3

0.972 25 2. 081 0 · 10−2 6. 936 6 · 10−3

 ,

P 20
Z

.
=

 1 0 0
0.9998 1. 8 · 10−4 6. 01 · 10−5

0.9995 3. 61 · 10−4 1. 2 · 10−4

 .

Cvičeńı. Upravte předchoźı úlohy na jednodimenzionálńı náhodné procházky tak, že se
náhodně nevoĺı směr, ale změna směru.
(Návod: Potřebujeme zdvojit stavy, do nichž se lze dostat z obou stran, a t́ım přidat informaci
o tom, z kterého směru jsme přǐsli. Tu je potřeba dodat i v popisu počátečńıho stavu.)

Cvičeńı. [Wasserman 2004] Markov̊uv řetězec Xt, t ∈ N, má matićı přechodu

P =

0.1 0.2 0.7
0.9 0.1 0
0.1 0.8 0.1


a počátečńı pravděpodobnosti (0.3, 0.4, 0.3). Najděte pravděpodobnosti

P (X0 = 1, X1 = 2, X2 = 3) ,

P (X0 = 1, X1 = 2, X2 = 2) .

Cvičeńı. (upraveno dle [Wasserman 2004]) Háźıme kostkou. Náhodná veličina Xt je ma-
ximum z prvńıch t hod̊u. Ukažte, že se jedná o Markov̊uv řetězec, najděte jeho přechodový
diagram a matici přechodu.

3.2 Permutace stav̊u

Pokud v popisu změńıme pořad́ı stav̊u, změńı se stejně pořad́ı složek vektor̊u i řádk̊u a
sloupc̊u matice přechodu.

Př́ıklad (basketbal – pokračováńı). Matice přechodu

P =


1 0 0 0
a 0 1− a 0
0 1− b 0 b
0 0 0 1


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1 2 3 41 a

1− a
b

1− b

1

se výměnou 2. a 4. stavu (=permutaćı stav̊u (1, 4, 3, 2)) změńı na matici
1 0 0 0
0 1 0 0
0 b 0 1− b
a 0 1− a 0

 .

Př́ıklad (zavřené restaurace ve vzdálenosti 2 – pokračováńı).

1 2 3 4 5

1

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

Sloučeńım dvou krok̊u do jednoho jsme dospěli k matici:

P 2 =


c 0 1− c 0 0

0 2 c− c2 0 (1− c)2 0

c2 0 2c (1− c) 0 (1− c)2
0 c2 0 1− c2 0
0 0 c 0 1− c

 .

Permutaćı stav̊u (1, 3, 5, 2, 4) dostaneme blokově diagonálńı matici:
c 1− c 0 0 0

c2 2 c (1− c) (1− c)2 0 0
0 c 1− c 0 0

0 0 0 2 c− c2 (1− c)2
0 0 0 c2 1− c2

 .

4 Klasifikace stav̊u Markovových řetězc̊u s konečně mnoha
stavy

Stav j je dosažitelný (angl. accessible) ze stavu i, jestliže se z i do j dá přej́ıt s nenulovou
pravděpodobnost́ı (pro nějaký počet krok̊u),

∃t ≥ 0 : pij(t) > 0 .

Značeńı: i→ j. Negace: i 6→ j.
Stavy i, j komunikuj́ı (angl. communicate), jestliže i→ j ∧ j → i. Značeńı: i↔ j.
Relace ↔ je ekvivalence.
Stav je trvalý (angl. persistent, recurrent), jestliže (podmı́něná) pravděpodobnost, že když
z něj vyjdeme, někdy v budoucnu se do něj vrát́ıme, je 1.
Speciálńı př́ıpad trvalého stavu: Stav i je absorpčńı (angl. absorbing), jestliže jej nelze
opustit.
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Jak se pozná, že i je absorpčńı stav?
pii = 1, tj.

pij = δij =

{
1 pro i = j,
0 pro i 6= j.

Stav je přechodný (angl. transient), jestliže neńı trvalý, tj. pravděpodobnost, že se do něj
(někdy) vrát́ıme, je < 1.
Jak se pozná, že i je přechodný stav?
Lze se z něj dostat do stavu, z něhož se nelze dostat zpět, tj. existuje stav j takový, že
i→ j ∧ j 6→ i.
Jak se pozná, že i je trvalý stav?
Neńı přechodný, neboli lze se z něj dostat jen do stav̊u, z nichž se lze dostat zpět, tj.
i→ j =⇒ j → i.
Důsledek:
Když i je přechodný, i↔ j, pak j je přechodný.
Když i je trvalý, i↔ j, pak j je trvalý.

Př́ıklad (basketbal – pokračováńı). Matice přechodu je

P =


1 0 0 0
a 0 1− a 0
0 1− b 0 b
0 0 0 1

 ,

1 2 3 41 a

1− a
b

1− b

1

prvńı a posledńı stav je trvalý (dokonce absorpčńı), zbývaj́ıćı 2 přechodné, protože se z nich
lze dostat do absorpčńıch (a zpět ne).

Věta. Stav i je trvalý ⇐⇒
∞∑
t=1

pii(t) =∞ . Stav i je přechodný ⇐⇒
∞∑
t=1

pii(t) <∞ .

D̊ukaz.
”

=⇒ “: Č́ıslo
∞∑
t=1

pii(t) je středńı hodnota počtu návrat̊u. S pravděpodobnost́ı 0 se

nevrát́ıme. S pravděpodobnost́ı 1 se aspoň jednou vrát́ıme. Pravděpodobnost, že 1. návrat
bude i posledńı, je 0. Pravděpodobnost, že n-tý návrat bude posledńı, je 0 pro všechna
n ∈ N. To je spočetně mnoho jev̊u, tedy pravděpodobnost, že počet návrat̊u bude konečný,
je 0. S pravděpodobnost́ı 1 se vrát́ıme nekonečněkrát.

”
⇐“: Předpokládejme, že stav i je přechodný. Označme q < 1 pravděpodobnost, že se

někdy vrát́ıme. Po prvńım návratu následuje druhý s podmı́něnou pravděpodobnost́ı q,
celkově s pravděpodobnost́ı q2, n-tý s pravděpodobnost́ı qn. Celkový součet pravděpodob-
nost́ı návrat̊u∑∞
t=1 pii(t) je roven součtu pravděpodobnost́ı n-tého návratu přes všechna n,

∞∑
t=1

pii(t) =

∞∑
n=1

qn =
q

1− q
<∞ .

11



Perioda stavu i je největš́ı společný dělitel všech č́ısel t, pro která pii(t) > 0, tj. největš́ı
č́ıslo t takové, že pii(u) = 0 pro všechna u, která nejsou násobky t.
Trvalý stav je periodický (angl. periodic), jestliže má periodu t > 1, v opačném př́ıpadě
je neperiodický (angl. aperiodic).
Nutná podmı́nka: Je-li stav i periodický, muśı být odpov́ıdaj́ıćı prvek na diagonále pii = 0.
Když i↔ j a stav i je periodický s periodou t, pak j je periodický s periodou t.
Stav je ergodický (angl. ergodic), jestliže je trvalý a neperiodický.

Př́ıklad (náhodná procházka v cyklu). Pro (obousměrnou) náhodnou procházku v cyklu
sudé délky maj́ı všechny stavy periodu 2 (přecháźıme mezi sudými a lichými), jsou trvalé a
periodické.
Pro (obousměrnou) náhodnou procházku v cyklu liché délky maj́ı všechny stavy periodu 1
(přestože se do nich nelze vrátit v 1 kroku!) a jsou ergodické.

Množina trvalých stav̊u je uzavřená, jestliže ji nelze opustit.
Komponenta je (každá) neprázdná uzavřená množina (trvalých) stav̊u, která neobsahuje
vlastńı (=menš́ı neprázdnou) uzavřenou podmnožinu stav̊u.

Věta. Všechny uzavřené množiny stav̊u jsou sjednoceńı (disjunktńıch) komponent (včetně
prázdné množiny komponent) a tvoř́ı σ-algebru podmnožin množiny všech trvalých stav̊u.

Každý absorpčńı stav tvoř́ı jednoprvkovou komponentu.
Každá množina absorpčńıch stav̊u je uzavřená.

Markov̊uv řetězec je nerozložitelný, jestliže množina všech jeho stav̊u je komponenta.
⇒ Nemá přechodné stavy.
Dosažitelnost (BÚNO: v obou směrech) rozděluje všechny trvalé stavy na disjunktńı kompo-
nenty. (Dosažitelné jsou právě ty dvojice stav̊u, které patř́ı do stejné komponenty.) Všechny
stavy v komponentě maj́ı stejnou periodu.

⇒ Pokud jsou všechny stavy trvalé a řetězec je rozložitelný, lze matici přechodu (po vhodné
permutaćı stav̊u) vyjádřit jako blokově diagonálńı,

P =


D1 0 · · · 0
0 D2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · Dk

 ,

kde každý blok odpov́ıdá jedné komponentě a 0 je nulová matice odpov́ıdaj́ıćıho řádu.
Pokud existuj́ı přechodné stavy a zařad́ıme je až za trvalé (pomoćı permutace stav̊u), matice
přechodu má tvar

P =

(
D 0
R Q

)
,

kde D vyjadřuje pravděpodobnosti přechod̊u mezi trvalými stavy, Q mezi přechodnými a
R vyjadřuje pravděpodobnosti přechod̊u z přechodných stav̊u do trvalých.
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Po rozkladu množiny trvalých stav̊u na komponenty dostaneme tvar

P =


D1 0 · · · 0 0
0 D2 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · Dk 0
R1 R2 · · · Rk Q

 .

Př́ıklad (basketbal – pokračováńı).

1 2 3 41 a

1− a
b

1− b

1

Matice přechodu po permutaci stav̊u byla
1 0 0 0
0 1 0 0
0 b 0 1− b
a 0 1− a 0

 =

(
D 0
R Q

)
=

 D1 0 0
0 D2 0
R1 R2 Q

 ,

kde prvńı 2 stavy jsou trvalé (dokonce absorpčńı), zbývaj́ıćı 2 přechodné,

D =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
0 b
a 0

)
, Q =

(
0 1− b

1− a 0

)
,

D1 =
(
1
)
, D2 =

(
1
)
, R1 =

(
0
a

)
, R2 =

(
b
0

)
.

Př́ıklad (otevřené restaurace ve vzdálenosti 2 – pokračováńı).

1 2 3 4 51

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

P =


1 0 0 0 0
c 0 1− c 0 0
0 c 0 1− c 0
0 0 c 0 1− c
0 0 0 0 1

 .

Permutaćı stav̊u (1, 5, 2, 3, 4) dostaneme matici přechodu
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
c 0 0 1− c 0
0 0 c 0 1− c
0 1− c 0 c 0

 =

(
D 0
R Q

)
=

 D1 0 0
0 D2 0
R1 R2 Q

 ,
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kde prvńı 2 stavy jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı 3 přechodné,

D =

(
1 0
0 1

)
, R =

c 0
0 0
0 1− c

 , Q =

0 1− c 0
c 0 1− c
0 c 0

 ,

D1 =
(
1
)
, D2 =

(
1
)
, R1 =

c0
0

 , R2 =

 0
0

1− c

 .

Př́ıklad (zavřené restaurace ve vzdálenosti 2 – pokračováńı).

1 2 3 4 5

1

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

Sloučeńım dvou krok̊u do jednoho a přeskupeńım stav̊u (
”

napřed liché, pak sudé“) jsme
dospěli k blokově diagonálńı matici:

c 1− c 0 0 0

c2 2 c (1− c) (1− c)2 0 0
0 c 1− c 0 0

0 0 0 2 c− c2 (1− c)2
0 0 0 c2 1− c2

 .

Tento řetězec lze rozložit na 2 komponenty: jednu se 3 stavy (odpov́ıdaj́ıćımi lichým, 1, 3, 5,
v p̊uvodńı reprezentaci), druhou se 2 stavy (odpov́ıdaj́ıćımi p̊uvodńım sudým, 2, 4). Všechny
stavy jsou ergodické.

Cvičeńı. [Wasserman 2004] Markov̊uv řetězec má matićı přechodu

P =


0.4 0 0.1 0 0 0.5
0.05 0.7 0.25 0 0 0

0 0 0 0 1 0
0.05 0.5 0.4 0 0 0.05

0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1

 .

Určete přechodné a trvalé stavy a jejich periodu.

Cvičeńı. [Hsu 1996] Markov̊uv řetězec má matićı přechodu

P =

 0 0.5 0.5
0.7 0 0.3
1 0 0

 .

Je stav 1 periodický?

5 Asymptotické chováńı Markovových řetězc̊u s konečně
mnoha stavy

Metody řešeńı:
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• Speciálńı př́ıpady lze řešit exaktně.

• Obecně potřebujeme určit lim
t→∞

P t. Pro matici řádu 2 viz Dodatek 10.

• Obt́ıžné úlohy lze simulovat na poč́ıtači (metoda MCMC=Markov Chain Monte Carlo)
a źıskat tak aspoň představu o jejich vlastnostech.

5.1 Přechodné stavy

Věta. Pravděpodobnosti přechodných stav̊u konverguj́ı k 0.

D̊ukaz. V konečném čase T se z přechodného stavu přejde do některého trvalého s pravdě-
podobnost́ı aspoň ε > 0, v některém z přechodných stav̊u z̊ustávame s pravděpodobnost́ı
nejvýše 1 − ε. V čase 2T z̊ustávame v některém z přechodných stav̊u s pravděpodobnost́ı
nejvýše (1− ε)2, v čase t T s pravděpodobnost́ı nejvýše (1− ε)t → 0 pro t→∞.

Důsledek. S pravděpodobnost́ı 1 se dostaneme do některé komponenty a v té jǐz z̊ustaneme.

Důsledek. Existuje trvalý stav.

Otázky:
Do jakých trvalých stav̊u přejdeme z přechodných?
Za jak dlouho?

Věta. Necht’ stavy 1, . . . , i jsou absorpčńı, i+ 1, . . . , n přechodné. Pak matice přechodu má
tvar

P =

(
Ii 0
R Q

)
,

kde Ii je jednotková matice řádu i. Pravděpodobnost, že z přechodného stavu j > i skonč́ıme
v absorpčńım stavu k ≤ i, je prvek na pozici (j − i, k) v matici

(In−i + Q + Q2 + Q3 + . . .︸ ︷︷ ︸
F

)R = F R,

kde In−i je jednotková matice řádu n− i a

F = In−i + Q + Q2 + Q3 + . . .

je fundamentálńı matice tohoto řetězce.

D̊ukaz. (částečný) Tvar matice přechodu jsme již odvodili. Matice Q popisuje
”
recyklaci“

přechodných stav̊u a matice R jejich nevratnou přeměnu na trvalé.

Pokud jsou pouze přechodné a absorpčńı stavy, pak je lze seřadit tak, jak požaduje předchoźı
věta.
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Věta.
F = In−i + Q + Q2 + Q3 + . . . = (In−i −Q)−1 .

D̊ukaz. (částečný) Označme

F t = In−i + Q + Q2 + Q3 + . . .+ Qt .

Pak

(In−i −Q) · F t = In−i −Q + Q−Q2 + Q2 −Q3 + . . .−Qt+1 = In−i −Qt+1 .

Matice Q má všechny součty řádk̊u nejvýše 1 a některé menš́ı než 1. O takových matićıch
je známo, že lim

t→∞
Qt = 0 a že In−i −Q je regulárńı. Tud́ıž

lim
t→∞

(In−i −Q) · F t = In−i ,

F = lim
t→∞

F t = (In−i −Q)−1 .

Př́ıklad (basketbal – pokračováńı).

1 2 3 41 a

1− a
b

1− b

1

Matice přechodu po permutaci stav̊u byla
1 0 0 0
0 1 0 0
0 b 0 1− b
a 0 1− a 0

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde prvńı 2 stavy jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı 2 přechodné,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
0 b
a 0

)
, Q =

(
0 1− b

1− a 0

)
,

F = (I2 −Q)−1 =

(
1 b− 1

a− 1 1

)−1
=

1

a+ b− a b

(
1 1− b

1− a 1

)
,

F R =
1

a+ b− a b

(
a (1− b) b

a b (1− a)

)
=

(
a (1−b)
a+b−a b

b
a+b−a b

a
a+b−a b

b (1−a)
a+b−a b

)
.

Zač́ıná Alice (stav 4, tj. posledńı; před permutaćı byl 2.), pravděpodobnosti přechod̊u do ab-
sorpčńıch stav̊u jsou tedy v posledńım řádku matice F R.

Alice vyhraje s pravděpodobnost́ı
a

a+ b− a b
, Bob s pravděpodobnost́ı

b (1− a)

a+ b− a b
.

Např. pro a = 1/2, b = 1/3 Alice vyhraje s pravděpodobnost́ı 3/4 , Bob s pravděpodobnost́ı
1/4 , což odpov́ıdá numerickému experimentu:

P 10
Z

.
=

 1.0 0.0 0.0
0.749 99 1. 693 5 · 10−5 0.250 00

0.0 0.0 1.0

 .
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Př́ıklad (otevřené restaurace ve vzdálenosti 2 – pokračováńı).

1 2 3 4 51

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

Permutaćı p̊uvodńıch stav̊u (1, 5, 2, 3, 4) jsme dostali matici přechodu
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
c 0 0 1− c 0
0 0 c 0 1− c
0 1− c 0 c 0

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde prvńı 2 stavy jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı 3 přechodné,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

c 0
0 0
0 1− c

 , Q =

0 1− c 0
c 0 1− c
0 c 0

 ,

F = (I3 −Q)−1 =

 1 c− 1 0
−c 1 c− 1
0 −c 1

−1 =

=
1

2 c2 − 2 c+ 1

1− c+ c2 1− c (1− c)2
c 1 1− c
c2 c c2 − c+ 1

 ,

F R =
1

2 c2 − 2 c+ 1

c (1− c+ c2
)

(1− c)3

c2 (1− c)2

c3 (1− c)
(
1− c+ c2

)
 .

Např. pro c = 2/3 dostáváme

F R =


14
15

1
15

4
5

1
5

8
15

7
15

 .

Souhlas s numerickým experimentem, je-li počátečńı stav prostředńı z přechodných:

P 10
Z

.
=

 1.0 0.0 0.0
0.799 76 3. 007 3 · 10−4 0.199 94

0.0 0.0 1.0

 .

Matice F R je stochastická, udává pravděpodobnosti výsledk̊u pro libovolný přechodný počá-
tečńı stav (i pro jejich směs, tj. počátečńı rozděleńı, kterým ji stač́ı vynásobit zleva). Např.
pro rovnoměrné rozděleńı počátečńıch stav̊u dostaneme

(
1
3

1
3

1
3

)
·


14
15

1
15

4
5

1
5

8
15

7
15

 =
(
34
45

11
45

)
.
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Co když trvalé stavy nejsou všechny absorpčńı?

Můžeme ignorovat rozd́ıly mezi trvalými stavy, které komunikuj́ı (jsou navzájem dosažitelné):
Každou komponentu nahrad́ıme jedńım

”
novým“ stavem, který již dále nerozlǐsujeme. Ten

je absorpčńı.
T́ım jsme převedli úlohu na předcházej́ıćı (máme pouze přechodné a absorpčńı stavy).
Dozv́ıme se, s jakou pravděpodobnost́ı skonč́ıme v které komponentě.

Kdybychom chtěli vědět pravděpodobnosti stav̊u uvnitř této komponenty, analýza by byla
složitěǰśı (zálež́ı nejen na tom, přes který stav do ńı vstouṕıme, ale také, kdy).

Už v́ıme, že s pravděpodobnost́ı 1 přejdeme do nějaké komponenty, kterou už neopust́ıme.
Otázka je, co se děje dál.

5.2 Nerozložitelné Markovovy řetězce

Stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı p je takové, které se zachovává, tj.

pP = p ,

neboli levý vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu č́ıslu 1.
Lze je naj́ıt vyřešeńım této (homogenńı) soustavy lineárńıch rovnic pro p s dodatečnou pod-
mı́nkou, že součet neznámých je 1.
Markov̊uv řetězec je ergodický, je-li nerozložitelný a má všechny stavy ergodické.

Věta. Ergodický Markov̊uv řetězec má jediné stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı; k tomu
konverguje při libovolném počátečńım rozděleńı.

Důsledek. V tom př́ıpadě lim
t→∞

P t existuje a je rovna matici, jej́ı̌z všechny řádky jsou rovné

stacionárńımu rozděleńı.

Př́ıklad (zavřené restaurace ve vzdálenosti 2 – pokračováńı).

1 2 3 4 5

1

c

1− c 1− c

c c

1− c

1

Tento řetězec neńı ergodický, ale pro liché stavy jsme dostali zjednodušený popis, v němž
2 kroky považujeme za 1, a ten ergodický je:

PZ =

 c 1− c 0

c2 2 c (1− c) (1− c)2
0 c 1− c


1 3 5c

1− c

c2

2c(1− c)

(1− c)2

1− c

c

Např. pro c = 2/3

PZ =


2
3

1
3 0

4
9

4
9

1
9

0 2
3

1
3

 .
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Tento Markov̊uv řetězec je nerozložitelný a má všechny stavy ergodické, takže má jediné
stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı, které dostaneme řešeńım soustavy lineárńıch rovnic

(a, b, 1− a− b)PZ = (a, b, 1− a− b) ,

(a, b, 1− a− b) =

(
8

15
,

2

5
,

1

15

)
.

Souhlas s numerickým experimentem:

P 10
Z

.
=

0.533 42 0.399 95 6. 662 2 · 10−2

0.533 27 0.400 03 6. 669 7 · 10−2

0.532 97 0.400 18 6. 684 7 · 10−2

 ,

P 20
Z

.
=

0.533 0.400 6. 67 · 10−2

0.533 0.400 6. 67 · 10−2

0.533 0.400 6. 67 · 10−2

 .

Uvažujme nerozložitelný Markov̊uv řetězec, který neńı ergodický.

Nutná podmı́nka: Matice přechodu muśı mı́t nulovou diagonálu.

Poznámka. Stacionárńı rozděleńı m̊uže existovat, ale nemuśıme se k němu přibĺı̌zit.
Např. pro

P =

0 1 0
0 0 1
1 0 0


je rozděleńı (1/3, 1/3, 1/3) stacionárńı, ale z počátečńıho rozděleńı (1, 0, 0) se k němu ne-
přibĺı̌źıme.

Všechny stavy maj́ı stejnou periodu T > 1.

Lze je rozdělit na T disjunktńıch tř́ıd M1, . . . ,MT tak, že z každé tř́ıdy lze v jednom kroku
přej́ıt pouze do následuj́ıćı (a z MT do M1).
Do každé tř́ıdy se vrát́ıme po T kroćıch.
Sloučeńım T krok̊u do jednoho dostaneme Markov̊uv řetězec s matićı přechodu P T .
Ten je rozložitelný, tř́ıdy M1, . . . ,MT odpov́ıdaj́ı komponentám, které maj́ı všechny stavy
ergodické, takže maj́ı jediné stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı.

⇒ Až na to, že se periodicky procháźı mezi tř́ıdami M1, . . . ,MT , můžeme asymptotické
chováńı uvnitř nich určit stejně jako v předchoźım př́ıpadě.

Cvičeńı. [Wasserman 2004] Najděte stacionárńı rozděleńı Markovova řetězce s matićı pře-
chodu

P =

 0.4 0.5 0.1
0.05 0.7 0.25
0.05 0.5 0.45

 .

Cvičeńı (rosnička). (upraveno dle [Wasserman 2004]) Rosnička skáče po k sch̊udćıch. Každým
skokem se s pravděpodobnost́ı c ∈ (0, 1) dostane o sch̊udek výš, s pravděpodobnost́ı 1 −
c spadne zpět do vody a zač́ıná od začátku. Z nejvyšš́ıho sch̊udku vždy spadne do vody
(=

”
nejnǐzš́ı sch̊udek“). Kde ji máme hledat, tj. jaká je pravděpodobnost jej́ıho výskytu na

jednotlivých sch̊udćıch po dlouhém pr̊uběhu? Řešte pokud možno obecně, pak pro hodnoty
k = 4, c = 1/2.
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5.3 Rozložitelné Markovovy řetězce

bez přechodných stav̊u se řeš́ı rozkladem na nerozložitelné (na komponenty). Mohou existo-
vat stacionárńı rozděleńı, ale nemuśı být limitou.

Př́ıklad. Pro

P =

(
1 0
0 1

)
= I2

jsou všechna rozděleńı stacionárńı. Pro

P =


1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


jsou stacionárńı všechna rozděleńı

(
c
2 ,

c
2 ,

1−c
2 , 1−c2

)
, c ∈ 〈0, 1〉;

z počátečńıho rozděleńı (1, 0, 0, 0) se dostaneme ihned do stacionárńıho ( 1
2 ,

1
2 , 0, 0);

z počátečńıho rozděleńı (0, 0, 0, 1) se k žádnému stacionárńımu nebĺı̌źıme.

5.4 Př́ıklady

Př́ıklad (chcete být milionářem? – zjednodušené zadáńı bez záchytných bod̊u). Hráč
zaplat́ı za vstup do hry. Odpov́ıdá na otázky, pravděpodobnost, že zná správnou odpověd’,
je c ∈ (0, 1). Po správné odpovědi m̊uže skončit s výhrou 1, 2, 4, 8, . . ., obecně 2k−1, kde k je
počet správně zodpovězených otázek. Po chybné odpovědi konč́ı a nedostává nic.

• Jak dlouho má hrát, aby maximalizoval zisk? (Délka hry a výše výhry neńı omezena.)

• Jaké je při optimálńı strategii rozděleńı, středńı hodnota a rozptyl výhry po k kolech
(resp. vyřazeńı v nejvýše k-tém kole)?

• Jaká je adekvátńı cena za vstup do hry?

Hráč zaplatil za vstup do hry, určitě má hrát prvńı kolo. Před k-tým kolem (pokud do něj
postouṕı) se rozhoduje mezi jistou výhrou 2k−1 a daľśı otázkou, která m̊uže vést k výhře
bud’ 0, nebo 2k (s pravděpodobnost́ı c). Optimálńı rozhodnut́ı tedy bude vždy stejné (závislé
na c, nikoli na k). Pro c < 1/2 konč́ı po 1. kole. Pro c > 1/2 je optimálńı hrát co nejdéle.
Pak matice přechodu je

P =

(
1 0

1− c c

)
,

prvńı stav (vyřazeńı) je absorpčńı, druhý (pokračováńı ve hře) je přechodný, takže pravdě-
podobnost výhry je nulová!
Výhra Xk po k kolech má alternativńı rozděleńı,

EXk = ck 2k−1 ,

DXk = EX2
k − (EXk)2 = ck 22(k−1) − c2k 22(k−1) = (1− ck) ck 22(k−1) .
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Pro c > 1/2 je

lim
k→∞

ck 2k−1 =
1

2
lim
k→∞

(2 c)
k

=∞ ,

tedy adekvátńı cena za vstup do hry je nekonečná!

Cvičeńı. Popǐste Markov̊uv řetězec, popisuj́ıćı hru
”

chcete být milionářem?“ se záchytnými
body a omezeným počtem kol.

Př́ıklad (ruinováńı v ruletě). V ruletě sázka na barvu přináš́ı výhru ve výši dvojnásobku
vkladu s pravděpodobnost́ı d o málo menš́ı než 1/2 (dle typu rulety 24

49 , 18
37 nebo 18

38 = 9
19).

Hráč vsad́ı nejprve 1000 EUR. Po prvńı výhře konč́ı. Po každé prohře vsad́ı dvojnásobnou
částku než v předchoźım kole. Jaké je rozděleńı a středńı hodnota jeho výhry?

Jde o obdobu hry
”

chcete být milionářem?“ s vyměněnými rolemi hráče a bankéře a c =
1 − d. Bankéři se hra

”
vypláćı“, přestože má nulovou pravděpodobnost výhry. Nereálný je

předpoklad, že hru lze hrát libovolně dlouho.

Cvičeńı. Jak bude vypadat
”

ruinováńı v ruletě“, jestlǐze hráč (př́ıpadně i bankéř) má ome-
zené finance?

Př́ıklad (petrohradský paradox). Hráč zaplat́ı za účast ve hře, v ńı̌z háźı minćı. Padne-
li ĺıc, vyhraje 1 EUR. Padne-li rub, hra pokračuje a výhra se zdvojnásobuje, tj. padne-li ĺıc
poprvé v k-tém hodu, výhra je 2k−1 EUR. Jaká je adekvátńı cena za účast ve hře?

Hra konč́ı v k-tém kroku s pravděpodobnost́ı 2−k a výhrou 2k−1 EUR, středńı hodnotu
výhry dostaneme součtem přes všechny možné délky hry,

∞∑
k=1

2−k 2k−1 =

∞∑
k=1

1

2
=∞ .

Cvičeńı (prodlužovačky). Prodlužovačky s pravděpodobnost́ı c ∈ (0, 1) měńı pořad́ı vodič̊u
(fáze ↔ nulák). Jaká je pravděpodobnost, že sériové spojeńı k prodlužovaček měńı pořad́ı
vodič̊u?

Cvičeńı (informačńı kanál). * Binárńı informačńı kanál přenese 0 s pravděpodobnost́ı 0.1
jako 1, 1 s pravděpodobnost́ı 0.2 jako 0. Spoj́ıme jich k do série. Jaké jsou pravděpodobnosti
chyb? Jaký bude výstup pro k →∞?

6 Reverzibilita

6.1 Odhady parametr̊u Markovových řetězc̊u

Co lze zjistit dlouhodobým pozorováńım?

A. Pokud můžeme pokus libovolně opakovat (včetně počátečńıho rozděleńı pravděpodobnost́ı
stav̊u), lze konzistentně odhadnout všechny parametry.
(
”
Dostatečně dlouhá doba sledováńı“ je Čebyševovou nerovnost́ı vázána na nejmenš́ı nenu-

lovou z odhadovaných pravděpodobnost́ı.)
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B. Nadále uvažujeme obvyklý př́ıpad, kdy Markov̊uv řetězec nastartoval jen jednou a my
můžeme sledovat jen jednu posloupnost, kterou vygeneruje.

Nemůžeme odhadnout počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u a nedov́ıme se nic o kom-
ponentách, do kterých jsme se nedostali.

Můžeme studovat jen tu komponentu, v ńıž jsme skončili, a to jen jej́ı asymptotické vlast-
nosti.
To postačuje ke konzistentńımu odhadu matice přechodu této komponenty.

6.2 Obráceńı časové osy (zpětný chod)

Co bychom pozorovali, kdybychom sledovali Markov̊uv řetězec pozpátku a chtěli pozorováńı
popsat rovněž Markovovým řetězcem?

1. Přechodné stavy by nám to mohly znemožnit, nadále je vylouč́ıme.

2. Má smysl studovat jen jednu komponentu, tedy nerozložitelný Markov̊uv řetězec.

3. Má-li periodu T > 1, pak při zpětném chodu vid́ıme pr̊uchod tř́ıdami stav̊u M1, . . . ,MT

dle kapitoly 5.2 v opačném pořad́ı.
Chováńı uvnitř nich popisuj́ı ergodické řetězce, vzniklé přechodem ke krok̊um délky T a
následnou dekompozićı na komponenty M1, . . . ,MT .

4. Pokud rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u neńı stacionárńı, pak při pohybu vpřed ke sta-
cionárńımu konverguje, při zpětném chodu

”
diverguje“. Z toho poznáme, že orientace času

je chybná a popis zpětného chodu Markovovým řetězcem neexistuje. (Souvislost s principem
r̊ustu entropie.)
Zbývá popsat ergodické Markovovy řetězce se stacionárńım rozděleńım pravděpo-
dobnost́ı stav̊u.

Podkladem pro odhad jejich parametr̊u jsou nám pouze (relativńı) četnosti přechod̊u v po-
sloupnosti stav̊u (libovolně dlouhé); ty konverguj́ı k pravděpodobnostem přechod̊u.
(
”
Konverguj́ı“ ve stejném smyslu, o jakém hovoř́ı Čebyševova nerovnost. Dı́ky nezávislosti

lze uplatnit i centrálńı limitńı větu.)

P−1 neńı matice přechodu zpětného chodu:
absolutńı hodnota vlastńıch č́ısel matice P je ≤ 1;
absolutńı hodnota vlastńıch č́ısel matice P−1 je ≥ 1.
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Př́ıklad.

P =

 0 2/3 1/3
1/3 0 2/3
2/3 1/3 0

 ,

1

23

2
3

1
3

2
3

1
3

2
3

1
3

stacionárńı rozděleńı p = (1/3, 1/3, 1/3).

”
Převládá pohyb po směru hodinových ručiček.“

Při zpětném chodu
”

převládá pohyb proti směru hodinových ručiček.“
Odpov́ıdá mu

”
obráceńı šipek“ a transponovaná matice

P> =

 0 1/3 2/3
2/3 0 1/3
1/3 2/3 0

 ,

1

23

1
3

2
3

1
3

2
3

1
3

2
3

23



Př́ıklad.

P =

(
1− a a
b 1− b

)
,

1 21− a

a

1− b

b

kde a, b ∈ (0, 1), stacionárńı rozděleńı p =

(
b

a+ b
,

a

a+ b

)
.

Zpětný chod nepopisuje matice P> (neńı stochastická!), ani(
1− b b
a 1− a

)
,

(má jiné stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u), nýbrž opět P (změnu orientace času
nepoznáme).

Takovým řetězc̊um budeme ř́ıkat reverzibilńı.

Definice. Ergodický Markov̊uv řetězec s matićı přechodu P a stacionárńım rozděleńım
stav̊u p = (p1, . . . , pn) je reverzibilńı, jestlǐze

pi pij = pj pji

pro všechna i, j.

Ekvivalentńı formulace:

P (Xt = i) · P (Xt+1 = j|Xt = i) = P (Xt = j) · P (Xt+1 = i|Xt = j)

sij := P (Xt+1 = j, Xt = i) = P (Xt+1 = i, Xt = j) =: sji

sij = sji

Převod na p̊uvodńı popis:

pi = P (Xt = i) =
∑
k

sik =
∑
m

smi ,

pij = P (Xt+1 = j|Xt = i) =
sij
pi

=
sij∑
k

sik
=

sij∑
m
smi

.

Pro libovolný ergodický Markov̊uv řetězec máme matici s prvky sij = P (Xt+1 = j, Xt = i).
Můžeme jimi ohodnotit hrany přechodového grafu; pak reverzibilitu snadno poznáme z grafu
i ze symetrie matice S.
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1

23

2
9

1
9

2
9

1
9

2
9

1
9

1 2
(1−a)b
a+b

ab
a+b

a(1−b)
a+b

ab
a+b

Proč jsme S nepouž́ıvali od začátku?
Protože popisuje řetězec se stacionárńım rozděleńım pravděpodobnost́ı stav̊u.
P je matice podmı́něných pravděpodobnost́ı, nezávislých na pravděpodobnostech stav̊u.
Obráceně:

Věta. V nerozložitelném Markovově řetězci reverzibilita

pi pij = pj pji

neboli
sij = sji

implikuje, že je ergodický a p = (p1, . . . , pn) je stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u.

D̊ukaz. Pravděpodobnost, že při rozděleńı pravděpodobnost́ı p bude v daľśım kroku stav j,
je ∑

i

pi pij =
∑
i

pj pji = pj
∑
i

pji︸ ︷︷ ︸
1

= pj .

Reverzibilita je silněǰśı podmı́nka.

6.3 Jak lze luštit šifry 1: model

Př́ıklad. Fragment motáku z americké věznice [Diaconis 2009]:
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Předpokládáme, že každý z n znak̊u odpov́ıdá právě jednomu znaku abecedy. Hledáme správnou
permutaci abecedy, těch je n! (moc).

Hledáme vhodně zjednodušený model.

A. Každý znak je nezávisle vylosován s nějakou pravděpodobnost́ı.
n pravděpodobnost́ı odhadneme relativńımi četnostmi v jazyce.
Maximalizujeme věrohodnost: Znaky obou abeced seřad́ıme podle relativńı četnosti a ztotožńıme
ty, které maj́ı stejné pořad́ı.

Snadné, ale neúspěšné; málo informace.
B. Každý znak je vylosován s nějakou pravděpodobnost́ı závislou na předchoźım znaku.
=⇒ Markov̊uv řetězec s n stavy (posledńı znak).
n2 prvk̊u matice přechodu odhadneme podmı́něnými relativńımi četnostmi dvojic znak̊u
v jazyce.
Maximalizujeme věrohodnost.
Jak?
Ukážeme, ale napřed uváž́ıme složitěǰśı modely.
C. Každý znak je vylosován s nějakou pravděpodobnost́ı závislou na ` předchoźıch znaćıch.
=⇒ Markov̊uv řetězec s n` stavy (posledńıch ` znak̊u).
matice přechodu má n2` prvk̊u, z nichž nenulových může být nejvýše n`+1, odhad je př́ılǐs
obt́ıžný.
Nemáme dost dlouhý text.
D. Každé slovo je vylosováno s nějakou pravděpodobnost́ı závislou na slově.
=⇒ Markov̊uv řetězec s tolika stavy, kolik slov v jazyce uvažujeme (např. 10 000).
n2 prvk̊u matice přechodu odhadneme jen s obt́ıžemi, i když se to dělá.
Nemáme dost dlouhý text, aby rozděleńı na něm bylo podobné...

6.4 Jak lze luštit šifry 2: rozluštěńı

Model B: Pravděpodobnost znaku záviśı na předchoźım znaku.
Hledáme správnou permutaci znak̊u abecedy.
Spoléháme na to, že v́ıme, co jsou mezery mezi slovy.
Pro každou permutaci znak̊u π dovedeme určit věrohodnost L(π) dané zprávy.
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Jak najdeme maximum věrohodnosti?
Sestroj́ıme nový nerozložitelný reverzibilńı Markov̊uv řetězec s n! stavy – permutacemi
abecedy.
Zvoĺıme matici přechodu P ∈ Rn!×n! tak, aby stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u
bylo úměrné věrohodnosti L,

pπ =
L(π)∑
%
L(%)

=:
L(π)

S
.

K čemu to bude?
Po deľśım běhu budeme dostávat převážně permutace s velkou věrohodnost́ı; správná per-
mutace bude nejčastěǰśı.

Problém: S :=
∑
%
L(%) přes všech n! permutaćı nespoč́ıtáme.

Řešeńı: Budeme použ́ıvat jen poměry věrohodnost́ı, na této sumě nezávislé.

6.5 Metropolis̊uv algoritmus

0. Zvoĺıme libovolnou počátečńı permutaci znak̊u π.

1. V π vyměńıme náhodně vybranou dvojici znak̊u (z
(
n
2

)
možnost́ı s rovnoměrným rozděle-

ńım); dostaneme novou permutaci %.

2. Porovnáme věrohodnosti:

aπ% =
L(%)

L(π)
=
p%
pπ

.

(Věrohodnosti lze snadno spoč́ıtat, na rozd́ıl od pravděpodobnost́ı pπ, p%.)

A. aπ% ≥ 1 (% je věrohodněǰśı) =⇒ změnu (π := %) provedeme.

B. aπ% < 1 (π je věrohodněǰśı) =⇒ změnu (π := %) provedeme s pravděpodobnost́ı aπ%.

3. Dokud nejsme spokojeni s výsledkem, pokračujeme od kroku 1.
Řetězec je nerozložitelný – ke každé permutaci se můžeme dostat.

Kdybychom změnu vždy provedli, řetězec by nebyl ergodický, měl by periodu 2.
Nav́ıc jsme splnili podmı́nku reverzibility (zobrazen detail přechodového grafu):
A. L(%) ≥ L(π): pπ pπ% = pπ

(n2)
= p% p%π
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π %

1

(n2)

a%π

(n2)
= L(π)

(n2)L(%)
= pπ

(n2) p%

π %

pπ

(n2)
= L(π)

S (n2)

p% a%π

(n2)
= pπ

(n2)
= L(π)

S (n2)

B. L(%) < L(π): pπ pπ% =
p%

(n2)
= p% p%π

π %

aπ%

(n2)
= L(%)

(n2)L(π)
=

p%

(n2) pπ

1

(n2)

π %

pπ aπ%

(n2)
=

p%

(n2)
= L(%)

S (n2)

p%

(n2)
= L(%)

S (n2)
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Pravděpodobnosti stav̊u podle věty 6.2 konverguj́ı k

pπ =
L(π)

S
=

L(π)∑
%
L(%)

,

takže jsou úměrné věrohodnosti.
Př́ıklad rozšifrováńı Shakespearova textu (vlevo počet krok̊u algoritmu):

Fragment rozšifrovaného motáku:

Úspěch, přestože to ani nebyla tak docela angličtina.

7 Markovovy řetězce s nekonečně mnoha stavy

Mı́sto násobeńı matic bychom potřebovali nekonečné sumy.

Klasifikace stav̊u je složitěǰśı o daľśı možnosti (nulový stav), nemuśı existovat trvalý stav...

Lze setrvat v přechodných stavech (nekonečně mnoha).
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Př́ıklad (nekonečná náhodná procházka). [Wasserman 2004, Zvára, Štěpán 2002]

• Pokud oba směry voĺıme se stejnou pravděpodobnost́ı, do výchoźıho bodu se vrát́ıme
s pravděpodobnost́ı 1. S pravděpodobnost́ı 1 navšt́ıv́ıme výchoźı bod (stejně jako všechny
ostatńı!) nekonečněkrát, přesto středńı doba mezi návraty je nekonečná.

• Pokud oba směry voĺıme se r̊uznou pravděpodobnost́ı, do výchoźıho bodu se vrát́ıme
s pravděpodobnost́ı < 1. Pak jsou všechny stavy přechodné.

Př́ıklad (nekonečná náhodná procházka ve v́ıce dimenźıch). [Enc. Math.] Při nekonečné
náhodné procházce se vždy vydáme do některého ze sousedńıch bod̊u, a to se stejnou pravdě-
podobnost́ı.

• V 1 dimenzi se do výchoźıho bodu vrát́ıme s pravděpodobnost́ı 1.

• Ve 2 dimenźıch (voĺıme ze 4-okoĺı) se do výchoźıho bodu vrát́ıme s pravděpodobnost́ı 1.

• Ve 3 dimenźıch (voĺıme ze 6-okoĺı) se do výchoźıho bodu vrát́ıme s pravděpodobnost́ı při-
blǐzně 0.35 < 1.

8 Př́ıklady aplikaćı

• Hromadná obsluha a fronty

• Klasifikace, rozpoznáváńı (od tř́ıděńı chmelu po rozpoznáváńı obličej̊u)

• Pohyb nosič̊u náboje v polovodič́ıch, rekombinace

• Chemické a jaderné reakce (řetězová reakce)

• Vývoj populaćı

• ...

Př́ıklad. Ve stabilńı populaci budou mı́t nakonec všichni stejná př́ıjmeńı.

Př́ıklad. S jakou pravděpodobnost́ı vymřeme.

9 Co zde nebylo

9.1 Kdy se vrát́ıme do stejného stavu?

Doporučená literatura: [Hsu 1996].
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9.2 Nehomogenńı Markovovy řetězce

Asymptotické chováńı je složitěǰśı.

9.3 Markovovy procesy

Doporučená literatura: [Apl. mat. 1978, Hsu 1996, Papoulis, Pillai 2002].
Dı́ky spojitému času dovoluj́ı modelovat např. Brown̊uv pohyb, difuzi...

10 Dodatek: Mocniny stochastických matic řádu 2

Obecná stochastická matice řádu 2 je tvaru

P =

(
1− a a
b 1− b

)
,

kde a, b ∈ 〈0, 1〉.

1 21− a

a

1− b

b

A. Pokud a = b = 0, je P jednotková matice a P t = P pro všechna t ∈ N.

Oba stavy jsou absorpčńı.
1 21 1

B. Nadále předpokládáme a+ b > 0. Pak

P = T D T−1 ,

kde

D =

(
1 0
0 λ

)
má na diagonále vlastńı č́ısla matice P , λ = 1− a− b ∈ 〈−1, 1),

T =

(
1 −a
1 b

)
má ve sloupćıch odpov́ıdaj́ıćı pravé vlastńı vektory (na velikosti nezálež́ı),

T−1 =
1

a+ b

(
b a
−1 1

)
má v řádćıch odpov́ıdaj́ıćı levé vlastńı vektory.
Mocniny diagonálńı matice lze pro všechna t ∈ N poč́ıtat po složkách,

Dt =

(
1 0
0 λt

)
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Protože

P 2 = T D T−1 T D T−1 = T D2 T−1 ,

P t = T D T−1 . . . T D T−1︸ ︷︷ ︸
t×

= T Dt T−1 ,

lze mocniny matice P vyjádřit ve tvaru

P t =

(
1 −a
1 b

) (
1 0
0 λt

)
1

a+ b

(
b a
−1 1

)
=

=
1

a+ b

(
1 −a λt
1 b λt

) (
b a
−1 1

)
=

1

a+ b

(
b+ a λt a− a λt
b− b λt a+ b λt

)
=

=
1

a+ b

((
b a
b a

)
+ λt

(
a −a
−b b

))
,

kde λ = 1− a− b.
Speciálńı př́ıpady:

• a = b = 1 ⇒ λ = −1,

P =

(
0 1
1 0

)
,

P t =
1

2

((
1 1
1 1

)
+ (−1)t

(
1 −1
−1 1

))
=


(

0 1
1 0

)
pro t liché,(

1 0
0 1

)
pro t sudé.

Oba stavy jsou trvalé s periodou 2.

1 2

1

1

• Pro |λ| < 1, tj. a+ b /∈ {0, 2}, je

lim
t→∞

P t =
1

a+ b

(
b a
b a

)
.

a > 0, b > 0: oba stavy ergodické,

1 21− a

a

1− b

b

a = 0, b > 0:
”
1“ absorpčńı,

”
2“ přechodný,

1 21 1− b

b

a > 0, b = 0:
”
2“ absorpčńı,

”
1“ přechodný.

1 21− a

a

1
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• a+ b = 1 ⇒ λ = 0,

P t =

(
b a
b a

)
=

(
1− a a
1− a a

)
nezáviśı na t. Klasifikace stav̊u jako v předchoźım obecněǰśım př́ıpadě.

Podobně lze poč́ıtat i mocniny matic vyšš́ıch řád̊u, pokud maj́ı bázi z vlastńıch vektor̊u
(k tomu stač́ı, jsou-li všechna vlastńı č́ısla r̊uzná).
Použ́ıvaj́ı se v kapitole 5.
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[Diaconis 2009] Diaconis, P.: The Markov Chain Monte Carlo Revolution. Bull. Amer. Math.
Soc. 46 (2009), no. 2, 179–205.

[Enc. Math.] Hazewinkel, M.: Encyclopaedia of Mathematics. Kluwer Academic Publishers,
1995.

[Hsu 1996] Hsu, H.P.: Probability, Random Variables, and Random Processes. McGraw-Hill,
1996.
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