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{10 Dodatek: Mocniny stochastickych matic radu 2| 31

1 O ¢em to muze byt?

Priklad (basketbal). [MN: PMS] Alice a Bob se stridavé strefuji micem do koSe, zacind
Alice. Kdo se pruni strefi, vyhravd. Alice se strefi s pravdépodobnosti a, Bob s pravdépodob-
nosti b. Jakd je pravdépodobnost visledku hry?

Reseni. Po pronim hodu s pravdépodobnosti a Alice vyhrdvd, s pravdépodobnosti 1 — a se
pokracuje. Po 2. hodu hra skonci vijhrou Boba s pravdépodobnosti (1 — a)b, nebo je situace
stejnd jako na zacdtku a Sance se déli ve stejném poméru, tj. a : (1 — a)b. Alice vyhraje

s pravdépodobnosti
a a

a+(1—a)b a+b—ab’

Bob s pravdépodobnosti
(1—a)d (1—a)bd

a+(1—a)b a+b—ab’

(Predpokldddme, Ze asponi jedna z pravdépodobnosti a,b je nenulovd. Vice viz [MN: PMS|.)

O
1-a
Q-0 _O—0=
1-9
Muzeme sdruzit 2 kroky do jednoho.

(I1—a)b
OO

(1—a)(1-0)

Piiklad (foton). [MN: PMS] Foton vnikne do tenké vrstvy s rovnobéingmi sténami. Na
jejim rozhrani muze projit, nebo se odrazi a dojde k druhému rozhrani, kterym projde, nebo
se odrazi atd. Vypoctéte pravdépodobnosti prichodu fotonu do jednotlivych poloprostori vy-
mezengch touto vrstvou.

Reseni. Jde o priklad ,basketbal® v jiné interpretaci. Obdobnd tloha se esi pri progra-
movani barevngch tiskdren. O

Piiklad (shoda v tenisu). Alice s Bobem hraji tenis, doslo ke shodé, takZe hru vyhraje
hrac, ktery jako pruni vyhraje o 2 mice vic nez souper. Alice vyhraje mic¢ s pravdépodob-
nosti c. Jaké jsou pravdépododobnosti vysledku hry? Jaké rozdéleni a stiedni hodnotu md
pocet micu hry?



0ol o e

Reseni. Sdruzime 2 kroky do jednoho: Po 2 micich bud vyhraje Alice (s pravdépodobnosti
a=c?), nebo Bob (s pravdépodobnosti (1 — c)?), nebo bude opét shoda. Jde o priklad ,bas-
ketbal“, kde

a=c*, (1—a)b=(1-rc)%.

2¢(1 —¢)
¢
2+ (1—c)?’
Takto bychom vsak nevyresili vysledek hry od jejiho pocdtku (misto od shody), setu, zdpasu,
turnage... [Papoulis, Pillai 2002]

Alice vyhraje s pravdépodobnosti napf. pro ¢ = 2/3 s pravdépodobnosti 4/5.

Piiklad (informaéni kandl se zpétnou vazbou). Odesilatel posle zprdvu v kédu, dovo-
lugicim odhalit chyby v prenosu. (Pro jednoduchost zanedbdvdme riziko nerozpoznané chyby.)
Zprava je dorucena sprdvné s pravdépodobnosti c. Prijemce za stejnych podminek posle zpét
(jednobitovou) zprdvu o dspésnosti prijeti. Chybnd zprdva o sprdvném prenosu vypadd stejné
jako sprdvnd zprdva o chybném prenosu. V téchto pripadech se prenos opakuje za stejnych
podminek. Chybnd zprdva o chybném prenosu vypadd stejné jako sprdvnd zprdva o spravném
prenosu. V téchto pripadech prenos kondi; prijatd zprdva mize byt spravnd nebo chybnd.
Jaké jsou pravdépodobnosti ukonceni sprdvngm/chybngm prijetim zprdvy?

Reseni. Jde opét o priklad ,shoda v tenisu®, resp. ,basketbal®. O

Dalsi otazky: Jaké je rozdéleni délky komunikace; jeji stfedni hodnota a dulezité kvantily?

Otazky: Jaké je asymptotické chovani systému? Jak zavisi na poc¢ateé¢nim stavu?

2 Matematicky model: (homogenni) Markovovy fetézce
(Markov chains)

Doporuéend literatura: [Hsu 1996, [Papoulis, Pillai 2003, [Wasserman 2004)].

Posloupnost diskrétnich ndhodnych veli¢in X, X7, X5, ... s hodnotami ze spo¢etné mnoziny
stavu, obvykle {1,2,...}.

Indexovéna je diskrétnim ¢asem s hodnotami z mnoziny Ny = {0,1,2,...}.

Z hlediska okamziku ¢ rozlisujeme minulost (< t) a budoucnost (> t).

Déno:



Pravdépodobnosti poc¢dtecnich stavi (=rozdéleni ndhodné veliciny Xj),
pi(0) = px, (i),
popt. dany pocatecni stav k, tj.
pO=da={ o BRIk
pravdépodobnosti prechodu ze stavu ¢ do stavu j v jednom kroku,
pij = P(Xep1 =7 | X = 1),
(nezavislé na ¢ase t); pro koneéné mnoho stavi je lze popsat matici prechodu
P11 - DPin
P={: :
Pn1 - DPnn

kterd je stochastickd (=m4 jednotkové Fadkové soucty),

n
Vizl,...,n:Zpijzl.
j=1

Homogenni: Matice prechodu nezavisi na case.

Retézce: S diskrétnim casem a diskrétnimi stavy; pro spojity ¢as dostavame Markoviiv
proces (Markov process).

Markovovy: Pravdépodobnost budoucich stavi je plné uréena souCasnym stavem, bez
ohledu na minulé stavy,

PXip1 =7 | Xe =i, Xem1 =t4—1,..., Xo=1t0) = P(Xe41 =7 | Xe = 4¢) = piyj -

(Stav nese ,,dostate¢nou informaci“ o predchozim prubéhu.)
To je podminénd nezdvislost budouciho a minulého stavu pifi daném soucasném stavu: pro
u < t < v a libovolné stavy i, j, k

3 Pravdépodobnosti stavia

Pravdépodobnosti stavi vyjadiuje na poc¢atku fadkovy vektor

p<0) = (p1<0)7 e apn(o)) = (pXo(l)’ - PXo (’I’L)) )

déle se vyvijeji podle rekurentniho vzorce

p(t+1)=p(t) P, i(t+1) sz ) Pij »
p(t—F’UJ) :p(t) Pu’ t+u sz pzj

p(u) = p(O) p* ’ sz ng



kde prvky matice P* znacime p;;(t) (# pi;), coz je pravdépodobnost piechodu ze stavu i do
stavu j v t krocich.
Chapmanova-Kolmogorovova rovnice:

PTU=P'P", pi(t+u) =) pri(t) pi(u)

kde s¢itame pres vSechny mozné stavy i v case t.
Princip superpozice (=linearita): Pokud jsou pocéteéni pravdépodobnosti p(0) kon-
vexni kombinaci (=smési) rozdéleni,

p(0) =cq(0)+ (1 =¢c)r(0), ce(0,1),

jsou pozdéjsi pravdépodobnosti dany stejnou konvexni kombinaci pravdépodobnosti jednot-
livych slozek,

p(u) =p(0) P*=cq(0) P+ (1—c)r(0) P* =cq(u)+ (1 —c)r(u).

Dasledek. Stacéi ndm vysetrit pripady, kdy pocdtecni stav je dany (=Diracovo rozdélent).

3.1 Priklady na pravdépodobnosti stavi

Priklad (oteviené restaurace). Pijik se pohybuje Sklonénou ulici mezi dvéma restaura-
cemi. Pred kaZdymi dverms, které mevedou do restaurace, se rozhodne, kterym smérem se
vydd; s pravdépodobnosti ¢ pujde z kopce, s pravdépodobnosti 1 — ¢ do kopce. AZ najde
restauraci, zustane v ni. Jaké jsou pravdépodobnosti dosaZeni obou restauraci? (Jedno-
dimenziondlni ndhodnd prochdzka s absorpénimi bariérami.) Reste specidlné pro restaurace
ve vzddlenosti 2 od vychozi polohy.

Reseni. Jde opét o priklad ,shoda v tenisu®, resp. ,basketbal®.

1-c 1-c
10 O 0 0 1 0
¢c 0 1—-¢c O 0 c c(l—c) 0 (lfc) O
P=[0c 0 1-¢c 0 |,P’=]¢ 0 2¢ (1—c) 0 (1—c)?
00 ¢ 0 1-c¢ 0 c? 0 c(l—-¢) 1-c¢
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1



Napt. pro ¢ = 0.7 dostdvdme

P2=1049 0 042 0 0.09],

1 0 0 0 0
0.94556 6.5346-1073 0 2.8005-1073 4.5103-102
P = [0.83379 0 1.3069 - 102 0 0.15314 ,
0.57298 1.5247-10"2 0 6.5346-1073 0.405 24
0 0 0 0 1

(001 00P=( 07 0 03 0),

(00 1 0 0)P*=(049 0 042 0 0.09),

(000 1 0 0)P?=(083379 0 1.3069-10"2 0 0.15314),
(000 1 0 0)P?=(084483 0 2.2322-10°% 0 0.15517) ,

t—o0 2+(1-c)? 2+(1

im (000 10 0)P = (5 00 0 029 )— (084483 0 0 0 015517)

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednoduseny popis, v némzZ 2 kroky povazZujeme za jeden
(z lichého stavu se po sudém poctu kroku dostaneme do lichého stavu, sudé stavy ignoru-
jeme):

1 0 0
2e(1=¢) Py=|(c 2c(1-¢) (1-¢)?
0 0 1
Napr. pro ¢ = 2/3 dostdvime
1 0 0
4 4
Pz=\5 5 5/|>
0 0 1
1 0 0
2
Pr;=|5& s a1
0 0 1
1.0 0.0 0.0
PY = 1079976 3.0073-10~* 0.19994 | .

0.0 0.0 1.0



Piiklad (zaviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovani).

ResSeni.

c c c 1
01 0 0 0 c 0 - 0
¢c 0 1—-¢c O 0 0 2c—c? 0 (1-2¢)
P=|0c¢ 0 1-c¢c 0 |[,PP=]|¢ 0 2¢(1 —¢) 0
0 0 c 0 1-c 0 c? 0 1—¢2
00 0 1 0 0 0 c 0
Napr. pro ¢ = 0.7 dostdvame
0 1 0 0 0
07 0 03 0 0
P=|l0 07 0 03 0],
0 0 07 0 03
0 0 0 1 0
07 0 03 0 0
0 091 0 009 0
P =1049 0 042 0 0.09],
0 049 0 051 0
0 0 07 0 03
0.594 76 0 0.360 14 0 4.5103-1072
0 0.846 86 0 0.153 14 0
P = ]0.58822 0 0.36387 0 4.7904 -1072
0 0.83379 0 0.166 21 0
0.57298 0 0.37258 0 5.4438-1072
0010 0P=(0 07 0 03 0),
(000 1 0 0)P*=(049 0 042 0 0.09),
(000 1 0 0)P?=(058822 0 0.36387 0 4.7904-1072),
(000 1 0 0)P°=(059138 0 0.36207 0 4.6552-1072),
(000 0 0 1)P°=(059138 0 0.36207 0 4.6553-1072),
(000 1 0 0)P"'=(0 084483 0 0.15517 0),

lim ((O 01 0 O) Pt) neeristuje.

t—o00

3

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednoduseny popis, v némz 2 kroky povaiujeme za 1:



2¢(l1—¢)

Napr. pro ¢ =2/3 dostdvdme

Py =

o v o

2 1
5 5 0
4 4 1
Pz=15 5 5]
2 1
0 3 3
16 10 1
27 27 27
2
Pz=|5 s & |-
8 14 5
27 27 27
0.53342 0.39995 6.6622-102
P} = 1053327 0.40003 6.6697-1072] |
0.53297 0.40018 6.6847-102
0.533  0.400 6.67-1072
P% = (0533 0400 6.67-1072

0.533 0.400 6.67-1072

Piiklad (oteviend a zaviena restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovani).

Reseni.
1—c¢ 1—c¢ 1-c
O——0_ O O O
c
c c 1
10 0 0 0 1 0 0 0 0
c 0 1—¢c O 0 ¢ c(l—c¢) 0 (1-¢)? 0
P=|0c¢ 0 1-¢ 0 |,P’=]|¢ 0 2¢ (1—c) 0 (1-¢)?
00 ¢ 0 1-c¢ 0 2 0 1—c? 0
0 0 0 1 0 0 0 c 0 1—c
Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednodusSeny popis, v némz 2 kroky povaZujeme za jeden:
(1-¢)”
C@ e
2
c
1 0 0
2¢(l1—c¢)



Napr. pro ¢ = 2/3 dostdvime

1 0 0
4 4 1
Py;=1|5 95 5],
2 1
0 35 3
1 0 0
52 22 7
Py=|5 & =31,
8 14 5
27 27 27
1 0 0
PY = (098613 1.0405-10"2 3.4683-1073 | ,

0.97225 2.0810-10"2 6.9366- 1073

1 0 0
PP = 109998 1.8-10%* 6.01-107°
0.9995 3.61-107% 1.2-1074

Cviceni. Upravte predchozi ulohy na jednodimenziondlni ndhodné prochdzky tak, Ze se
ndahodné nevoli smér, ale zména sméru.

(Ndvod: Potrebujeme zdvojit stavy, do nichz se lze dostat z obou stran, a tim pridat informaci
o tom, z kterého smeéru jsme prisli. Tu je potreba dodat i v popisu pocdtecniho stavu.)

Cviceni. [Wasserman 2004] Markoviv Tetézec X¢, t € N, md matici prechodu

01 0.2 07
P=|09 01 0
0.1 0.8 0.1

a poédteéni pravdépodobnosti (0.3, 0.4, 0.3). Najdéte pravdépodobnosti
P(Xo=1,X1=2,X2=3),
PXo=1,X1=2,X,=2).

Cviceni. (upraveno dle [Wasserman 2004)]) Hdzime kostkou. Ndhodnd velicina X; je ma-
ximum z pronich t hodu. Ukazte, Ze se jednd o Markoviv Tetézec, najdéte jeho piechodovij
diagram a matici prechodu.

3.2 Permutace stavu

Pokud v popisu zménime poradi stavi, zméni se stejné poradi slozek vektoru i fadku a
sloupcu matice pfechodu.

Priklad (basketbal — pokrac¢ovéni). Matice prechodu
1 0 0 0

0
0 1-b 0 b
1



<O——O_0O—0=

se vgmeénou 2. a 4. stavu (=permutaci stavi (1,4,3,2)) zménd na matici

10 O 0
0 1 0 0
0 b 0 1-5
a 0 1—a O
Piiklad (zaviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovani).
1 1-c 1-c l1-c
c c c 1

Sloucenim dvou kroku do jednoho jsme dospéli k matici:

c 0 1-c 0 0

0 2¢—c2 0 (1-¢)? 0
PP=| 0 2(l-¢) 0 (1-¢)?

0 c? 0 1—¢? 0

0 0 c 0 1—c¢

Permutact stavi (1,3,5,2,4) dostaneme blokové diagondlni matici:

c 1-c 0 0 0
2 2¢(l—c) (1—¢)? 0 0
0 c 1-c 0 0
0 0 0 2¢c—c2 (1-¢)
0 0 0 2 1—c?

4 Klasifikace stavii Markovovych retézci s konecné mnoha
stavy

Stav j je dosazitelny (angl. accessible) ze stavu i, jestlize se z i do j dé pFejit s nenulovou
pravdépodobnosti (pro néjaky pocet krokiu),

EItZOp”(t) >0.

Znaceni: i — j. Negace: i /4 j.

Stavy i, j komunikuji (angl. communicate), jestlize i — j A j — 4. Znaceni: i <> j.

Relace <> je ekvivalence.

Stav je trvaly (angl. persistent, recurrent), jestlize (podminénd) pravdépodobnost, ze kdyz
z néj vyjdeme, nékdy v budoucnu se do néj vratime, je 1.

Specidlni pripad trvalého stavu: Stav i je absorpéni (angl. absorbing), jestlize jej nelze
opustit.



Jak se poznd, ze i je absorpéni stav?

pii = 1, 1.
_s _ ) 1 proi=y,
p”‘;”{o pro i # j.

Stav je prechodny (angl. transient), jestlize nenf trvaly, tj. pravdépodobnost, Ze se do néj
(nékdy) vratime, je < 1.

Jak se pozna, ze i je pfechodny stav?

Lze se z néj dostat do stavu, z néhoz se nelze dostat zpét, tj. existuje stav j takovy, ze
T—=JNJ A

Jak se poznd, ze i je trvaly stav?

Neni ptechodny, neboli lze se z néj dostat jen do stavu, z nichz se lze dostat zpét, tj.
1] = j —1i.

Disledek:

Kdyz i je prechodny, ¢ <> j, pak j je pfechodny.

Kdyz i je trvaly, ¢ <> j, pak j je trvaly.

Piiklad (basketbal — pokracovani). Matice prechodu je
1 0 0 0
a 0 l1—a O

P=1g 12y 0o |-
0 0 0 1
1—a
cO——C_ O—"—0r
1 1
a

1-b

pront a posledni stav je trvaly (dokonce absorpéni), zbyvagici 2 prechodné, protoZe se z nich
lze dostat do absorpénich (a zpét ne).

o0 o0
Véta. Stav i je trvaly <= > pii(t) = co. Stav i je prechodny <= > pii(t) < o0.
t=1 t=1

Diikaz. ,, = “: Cislo Z pii(t) je stfedni hodnota po¢tu ndvratu. S pravdépodobnosti 0 se

nevratime. S pravdepodobnostl 1 se aspon jednou vratime. Pravdépodobnost, ze 1. navrat
bude i posledni, je 0. Pravdépodobnost, ze n-ty navrat bude posledni, je 0 pro vSechna
n € N. To je spocetné mnoho jevi, tedy pravdépodobnost, ze po¢et ndvratii bude koneény,
je 0. S pravdépodobnosti 1 se vratime nekoneénékrat.

,<=“ Predpoklddejme, ze stav ¢ je pfechodny. Oznatme ¢ < 1 pravdépodobnost, ze se
nékdy vratime. Po prvnim ndvratu nésleduje druhy s podminénou pravdépodobnosti g,
celkové s pravdépodobnosti ¢2, n-ty s pravdépodobnosti ¢". Celkovy souéet pravdépodob-
nosti navratu

> ey pii(t) je roven souctu pravdépodobnosti n-tého névratu pres vsechna n,

o0

oo
;pii Z 1—q < 00.



Perioda stavu ¢ je nejveétsi spolecny délitel vech ¢isel ¢, pro kterd p;;(t) > 0, tj. nejvetsi
¢islo t takové, ze p;;(u) = 0 pro vSechna u, kterd nejsou ndsobky t.

Trvaly stav je periodicky (angl. periodic), jestlize ma periodu ¢ > 1, v opa¢ném pripadé
je neperiodicky (angl. aperiodic).

Nutna podminka: Je-li stav ¢ periodicky, musi byt odpovidajici prvek na diagonéle p;; = 0.
Kdyz i <+ j a stav ¢ je periodicky s periodou t, pak j je periodicky s periodou t.

Stav je ergodicky (angl. ergodic), jestlize je trvaly a neperiodicky.

Piiklad (ndhodné prochdazka v cyklu). Pro (obousmérnou) ndhodnou prochdzku v cyklu
sudé délky maji vSechny stavy periodu 2 (prechdzime mezi sudymi a lichgmsi), jsou trvalé a
periodické.

Pro (obousmérnou) ndhodnou prochdzku v cyklu liché délky maji vSechny stavy periodu 1
(prestoze se do nich nelze vrdtit v 1 kroku!) a jsou ergodické.

Mnozina trvalych stavu je uzaviena, jestlize ji nelze opustit.
Komponenta je (kazdd) neprazdnéd uzaviend mnozina (trvalych) stavi, kterd neobsahuje
vlastn{ (=mens{ neprdzdnou) uzavienou podmnozinu stavu.

Véta. Viechny uzaviené mnoZiny stavi jsou sjednocend (disjunktnich) komponent (véetné
prdzdné mnoZiny komponent) a tvori o-algebru podmnozin mnoZiny viech trvaljch stavi.

Kazdy absorpéni stav tvoti jednoprvkovou komponentu.
Kazda mnozina absorpénich stavu je uzaviena.

Markovuv Fetézec je nerozlozitelny, jestlize mnozina vsech jeho stavi je komponenta.

= Nemd pfechodné stavy.

Dosazitelnost (BUNO: v obou smeérech) rozdéluje vsechny trvalé stavy na disjunktni kompo-
nenty. (Dosazitelné jsou praveé ty dvojice stavi, které patii do stejné komponenty.) Vsechny
stavy v komponenté maji stejnou periodu.

= Pokud jsou vSechny stavy trvalé a fetézec je rozlozitelny, 1ze matici pfechodu (po vhodné
permutaci stavi) vyjadiit jako blokové diagondlni,

D, 0 --- 0
0 D, --- 0
P = . . . . )

kde kazdy blok odpovida jedné komponenté a 0 je nulova matice odpovidajiciho fadu.
Pokud existuji pfechodné stavy a zafadime je az za trvalé (pomoc{ permutace stavii), matice

prechodu ma tvar
D|o
P= <?F> :

kde D vyjadiuje pravdépodobnosti piechodu mezi trvalymi stavy, @ mezi prechodnymi a
R vyjadiuje pravdépodobnosti piechodu z pfechodnych stavu do trvalych.



Po rozkladu mnoziny trvalych stavi na komponenty dostaneme tvar

D, O 0|0

0 D, 0 0
P= : :

0 0 Dy | 0

R, R; R. | Q

Piiklad (basketbal — pokracovéni).

C@—@/\E@—'@Dl

Matice prechodu po permutaci stavu byla

1 0 0 0

0 1 0 0 (DO

0 b 0 1-0 (R Q) ’
a 0|1—a 0

kde proni 2 stavy jsou trvalé (dokonce absorpéni), zbyjvagici 2 prechodné,

10 0 b 0 1-b
D:(o 1)’ R:(a o)’ Q:(la 0)’

Priklad (oteviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovéni).
1-c 1-c

C@\/@/\ZGD/J)/\@Q

0 0 0
1—c¢ 0 0
0 1-—c 0
c 0 1—c
0 0 1

Il
SO0
SO OO OO

o

Permutact stavi (1,5,2,3,4) dostaneme matici prechodu

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 DIlo

c 0 0 1—c¢ 0 =\ o) = ,
0 0 c 0 1—c

0 1—¢|O0 c 0



kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvagici 3 prechodné,

10 c 0 0 1—c¢ 0
D(O 1), R={(0 0 , Q=|c 0 1—c],
0 1—c¢ 0 c 0
c 0
Dlz(l), DQ:(I), R =101, Ry = 0
0 1—c¢

Priklad (zavf‘ené restaurace ve vzddalenosti 2 — pokracovani).
1-c 1-c

\ﬂ\?@/\\ﬁ/\)@

Sloucenim dvou krokiu do jednoho a preskupenim stavi (,napred liché, pak sudé®) jsme
dospeéli k blokové diagondlni matici:

c 1-c 0 0 0
2 2c(1—¢) (1—-¢) 0 0
0 c 1—c¢c 0 0
0 0 0 2c—c (1-¢)
0 0 0 2 1—¢2

Tento Tetézec lze rozlozit na 2 komponenty: jednu se 3 stavy (odpovidajicimi lichym, 1,3,5,
v puvodni reprezentaci), druhou se 2 stavy (odpovidajicimi puvodnim sudgm, 2,4). Viechny
stavy jsou ergodické.

Cviceni. [Wasserman 2004] Markoviv Tetézec md matici prechodu

04 0 01 0 0 0.5

0.06 07 025 0 0 O

p_ 0 0 0 01 0
0.06 05 04 0 0 0.05

0 0 1 0 0 O

0 0 0 0 0 1

Uréete prechodné a trvalé stavy a jejich periodu.

Cviceni. [Hsu 1996] Markowiv fetézec md matici prechodu

0 05 05
P=107 0 03
1 0 0

Je stav 1 periodicky?

5 Asymptotické chovani Markovovych retézci s konecné
mnoha stavy

Metody fesSent:



e Specialni pripady lze feSit exaktné.

e Obecné potiebujeme urcit tlim P!. Pro matici f4du 2 viz Dodatek
—

o}

e ODbtizné tlohy lze simulovat na poc¢itaci (metoda MCMC=Markov Chain Monte Carlo)
a ziskat tak aspon pfedstavu o jejich vlastnostech.

5.1 Prechodné stavy
Véta. Pravdépodobnosti prechodnijch stavu konverguji k 0.

Dikaz. V koneéném case T se z prechodného stavu piejde do nékterého trvalého s pravdé-
podobnosti aspoii € > 0, v nékterém z piechodnych stavii zistdvame s pravdépodobnosti
nejvyse 1 —e. V case 27T zustavame v nékterém z prechodnych stavi s pravdépodobnosti
nejvyse (1 —¢)?2, v ¢ase t T s pravdépodobnosti nejvyse (1 —¢)! — 0 pro t — oo.

O

Dusledek. S pravdépodobnosti 1 se dostaneme do nékteré komponenty a v té jiZ zistaneme.
Dausledek. FExistuje trvaly stav.

Otazky:
Do jakych trvalych stavu prejdeme z prechodnych?
Za jak dlouho?

Véta. Necht stavy 1,...,1 jsou absorpénd, i +1,...,n prechodné. Pak matice prechodu md

tvar
_( I;| O
P~ (i)

kde I; je jednotkovd matice rddu i. Pravdépodobnost, Ze z prechodného stavu j > i skoncime
v absorpénim stavu k < i, je prvek na pozici (j — i,k) v matici

I-i+Q+Q°+Q*+..)R=F R,
F

kde I,,_; je jednotkovd matice 7adu n — i a
F=1,.+Q+Q°+Q +...
je fundamentdlni matice tohoto retézce.

Diikaz. (Gastecny) Tvar matice piechodu jsme jiz odvodili. Matice @ popisuje ,recyklaci®
prechodnych stavu a matice R jejich nevratnou preménu na trvalé. O

Pokud jsou pouze prechodné a absorpéni stavy, pak je lze seradit tak, jak pozaduje predchozi
véta.



Véta.
F=I,,+Q+Q°+Q°+...=(I,_,—Q)™".

Dikaz. (¢dstetny) Oznacme

F,=1, i +Q+Q*+Q*+...+Q".

Pak
(In-i— Q) F; = - Q+Q-Q*+Q*-Q@*+...-Q"' =1, - Q"""

Matice Q mé vSechny soucty fadku nejvyse 1 a nékteré mensi nez 1. O takovych maticich
je znamo, Zetlim Q'=0aze I, ;— Q jereguldrni. Tudiz
—00

hrn (I'n.—i - Q) : Ft = In—i7
t—o0
F=1lmF,=(I,;-Q)".
t—o00

Piiklad (basketbal — pokracovéni).

C@—@f\/@—'@:>

Matice prechodu po permutaci stavi byla

1 0 0 0

0 1 0 0 ([ I,| 0
0 b 0 1-0 _<R Q)’
a 0|1l—a 0

kde pruni 2 stavy jsou absorpént, zbyvajici 2 prechodné,

10 0 b 0 1-b
I2_<0 1)’ R_<a 0)’ Q_<1—a 0 )
-1
A B R A 1 1-b
F=I-Q) (a—l 1> T a+b—ab\l—a 1 )

a(1-b) b
FR:l(a(l—b) b >:<+bb W)
a+b—ab a  b(l-a) aFb—ab  atbab

Zacindg Alice (stav 4, tj. posledni; pred permutact byl 2.), pravdépodobnosti piechodi do ab-
sorpénich stavu jsou tedy v poslednim tddku matice F R.
b(1—
Bob s pravdépodobnosti ( @)

a
a+b—ab’ a+b—ab’
Napr. pro a = 1/2, b = 1/3 Alice vyhraje s pravdépodobnosti 3/4, Bob s pravdépodobnosti

1/4, coZ odpovidd numerickému experimentu:

1.0 0.0 0.0
PY = 1074999 1.6935-10~° 0.25000
0.0 0.0 1.0

Alice vyhraje s pravdépodobnosti



Piiklad (oteviené restaurace ve vzddlenosti 2 — pokracovani).
1-c 1-c

C@Mf@@

Permutact pivodnich stavi (1,5,2,3,4) jsme dostali matici prechodu

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 I, | 0

c 0 0 1—c¢ 0 =\=r o)
0 0 c 0 1—c

0 1—¢c|0 c 0

kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvagici 3 prechodné,

10 c 0 0 1—-c¢ 0
I2:<O 1), R=10 0 , Q=|c 0 1—c],
0 1—c¢ 0 c 0

1 c¢-1 0
F=(I;-Q)'=|-¢c 1 c¢—1 =

l—c+c® 1—¢c (1—¢)
= 52 9041 1 c 1 1—c ,
¢ c? c cc—c+1
c(l—c+c?) (1—c¢)?
FR= > —— 2 (1—2¢)?
_2C+1 o (1-¢) (1—c+c?)
Napr. pro ¢ =2/3 dostdvdme
14 1
15 15
rr=(1 ]
8 7
5 15

Souhlas s numerickym experimentem, je-li pocdtecnt stav prostiedni z prechodnijch:

1.0 0.0 0.0
PP = 1079976 3.0073-10~* 0.19994
0.0 0.0 1.0

Matice F' R je stochastickd, uddvd pravdépodobnosti vijsledki pro libovolny piechodnij pocd-
tecni stav (i pro jejich smés, tj. poédteéni rozdélent, ktergm ji staci vyndsobit zleva). Napf.
pro rovnomeérné rozdéleni pocdteénich stavi dostaneme

14 1
15 15

G335 5|/=F B
8

ot
_
ot



Co kdyz trvalé stavy nejsou vsechny absorpéni?

MuZzeme ignorovat rozdily mezi trvalymi stavy, které komunikuji (jsou navzajem dosazitelné):
Kazdou komponentu nahradime jednim ,novym* stavem, ktery jiz dale nerozlisujeme. Ten
je absorpéni.

Tim jsme pievedli ilohu na predchdzejici (mame pouze prechodné a absorpéni stavy).
Dozvime se, s jakou pravdépodobnosti skon¢ime v které komponenteé.

Kdybychom chtéli védét pravdépodobnosti stavi uvniti této komponenty, analyza by byla

Uz vime, ze s pravdépodobnosti 1 pfejdeme do néjaké komponenty, kterou uz neopustime.
Otazka je, co se déje dal.

5.2 Nerozlozitelné Markovovy retézce
Stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti p je takové, které se zachovava, tj.
pP=p,

neboli levy vlastni vektor odpovidajici vlastnimu ¢islu 1.

Lze je najit vyfesenim této (homogenni) soustavy linedrnich rovnic pro p s dodateénou pod-

minkou, ze soucet neznamych je 1.

Markovuv Fetézec je ergodicky, je-li nerozlozitelny a ma vSechny stavy ergodické.

Véta. Ergodickyj Markoviv retézec ma jediné staciondrni rozdélend pravdépodobnosti; k tomu

konverguje pi libovolném poédtecnim rozdélent.

Dausledek. V tom pripadé 75lim P! existuje a je rovna matici, jejiz viechny Fddky jsou rovné
e el

staciondrnimu rozdélend.

Priklad (zaviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovani).

Tento tetézec neni ergodicky, ale pro liché stavy jsme dostali zjednoduSeny popis, v némz
2 kroky povazujeme za 1, a ten ergodicky je:

1—-c (1—-¢)?
2 c
Py = CC2 261(1_—00) (1—00)2 2¢(1=¢)
0 c 1—c

Napr. proc=2/3

Py =

O ©lk win
W00 O ol
W= ©l= O



Tento Markoviv Tetézec je merozloZitelny a md vSechny stavy ergodické, takie md jediné
staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti, které dostaneme resenim soustavy linedrnich rovnic

(a,0,1—a—b) Pz = (a,b,1—a—0),

8 2 1
l—a—b)=(—,2,—).
(a’b7 a b) (1575715)

Souhlas s numerickym experimentem:

0.53342 0.39995 6.6622-102
P} = 1053327 0.40003 6.6697-1072] |
0.53297 0.40018 6.6847-102

0.533 0.400 6.67-1072
P% = (0533 0400 6.67-1072
0.533 0.400 6.67-1072

Uvazujme nerozlozitelny Markovuv fetézec, ktery neni ergodicky.

Nutna podminka: Matice prechodu musi mit nulovou diagonélu.

Pozndmka. Staciondrni rozdéleni muZe existovat, ale nemusime se k nému pribliZit.
Napt. pro

0 1 0
P=|0 0 1
1 00

je rozdélent (1/3,1/3,1/3) staciondrni, ale z pocdtecniho rozdéleni (1,0,0) se k nému ne-
priblizime.

Vsechny stavy maji stejnou periodu T > 1.

Lze je rozdélit na T disjunktnich tiid My, ..., My tak, ze z kazdé tiidy lze v jednom kroku
prejit pouze do nésledujici (a z My do My).

Do kazdé ttidy se vratime po T krocich.

Sloucenim 7' kroku do jednoho dostaneme Markoviv Fetézec s matici prechodu PT.

Ten je rozlozitelny, tiidy M, ..., My odpovidaji komponentam, které maji vSechny stavy
ergodické, takze maji jediné staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti.

= Az na to, ze se periodicky prochazi mezi tiidami My, ..., Mp, muzeme asymptotické
chovani uvniti nich urcit stejné jako v predchozim piipadé.

Cviceni. [Wasserman 2004 Najdéte staciondrni rozdéleni Markovova Tetézce s matici pre-

chodu

04 05 0.1
P =005 07 0.25
0.06 0.5 045

Cviceni (rosnicka). (upraveno dle [Wasserman 2004)]) Rosnicka skdce po k schidcich. Kazdgm
skokem se s pravdépodobnosti ¢ € (0,1) dostane o schidek vys, s pravdépodobnosti 1 —

¢ spadne zpét do vody a zacind od zacdtku. Z mejuyssiho schidku vidy spadne do wvody
(=,nejnizsi schudek®). Kde ji mdme hledat, tj. jakd je pravdépodobnost jejiho vyskytu na
jednotlivijch schideich po dlouhém pribéhu? Reste pokud mozno obecné, pak pro hodnoty
k=4,c=1/2.



5.3 Rozlozitelné Markovovy fretézce

bez prechodnych stavi se fesi rozkladem na nerozlozitelné (na komponenty). Mohou existo-
vat stacionarni rozdéleni, ale nemusi byt limitou.

1 0
P=(p {)-1

jsou vsechna rozdéleni staciondrni. Pro

Priklad. Pro

1/2 1/2 0 0
112 172 0 0
P=109 0 o1

0 0 10

jsou stactondrni vsechna rozdéleni (%, 55 150, 150), ce(0,1);
2z pocdtecniho rozdéleni (1,0,0,0) se dostaneme ithned do staciondrniho (%, %, 0,0);
z pocdtecniho rozdéleni (0,0,0,1) se k Zddnému staciondrnimu neblizime.

5.4 Piiklady

Priklad (chcete byt milionafem? — zjednodusené zadani bez zdchytnych bodu). Hrdé
zaplati za vstup do hry. Odpovidd na otdzky, pravdépodobnost, Ze znd sprdvnou odpovéd),
je c € (0,1). Po spravné odpovédi mize skoncit s vijhrou 1,2,4,8, ..., obecné 2k=1 kde k je
pocet sprdvné zodpovézenych otdzek. Po chybné odpovédi konci a nedostdvd nic.

e Jak dlouho md hrdt, aby mazimalizoval zisk? (Délka hry a vySe vihry neni omezena.)

o Jaké je pri opltimdlni strategii rozdélent, stredni hodnota a rozptyl vyhry po k kolech
(resp. vyrazeni v nejuyse k-tém kole)?

o Jakd je adekvdini cena za vstup do hry?

Hrac zaplatil za vstup do hry, uréité md hrat proni kolo. Pred k-tym kolem (pokud do néj
postoupi) se rozhoduje mezi jistou vijhrou 2~1 a dalsi otdzkou, kterd miiZe vést k vijhre
bud 0, nebo 2% (s pravdépodobnosti c). Optimdlni rozhodnuti tedy bude vidy stejné (zdvislé
na ¢, nikoli na k). Pro ¢ < 1/2 konc¢i po 1. kole. Pro ¢ > 1/2 je optimdlni hrdt co nejdéle.

Pak matice prechodu je
1 0
P= <1 —c c) ’

prond stav (vyrazent) je absorpéni, druhy (pokracovdni ve hie) je prechodny, takze pravdé-
podobnost vyhry je nulovd!
Vighra Xy po k kolech md alternativni rozdélent,

EX; = cF 2kt
DX, = EX} — (EX,,)? = " 2201 — 2R 2=l = (1 — &) F 22(h= 1)



Proc>1/2 je

1
lim # 281 = 2 lim (20)" = o,
k— o0 2 k—oo

tedy adekvdtni cena za vstup do hry je nekoneénd!

Cviceni. Popiste Markoviv Tetézec, popisujici hru ,,cheete byt miliondrem?“ se zdchytnymi
body a omezenym poctem kol.

34

Priklad (ruinovani v ruleté). V ruleté sdzka na barvu prindsi vyhru ve vysi dvoynasobku
vkladu s pravdépodobnosti d o mdlo mensi nez 1/2 (dle typu rulety 2 49, ﬁ nebo = = 19).
Hracé vsadi nejprve 1000 EUR. Po pruni vghie konci. Po kazdé prohre vsadi dvoynasobnou
édstku nez v predchozim kole. Jaké je rozdéleni a stredni hodnota jeho vijhry?

Jde o obdobu hry ,chcete byt miliondrem?“ s vyménénymi rolemi hrdce a bankére a ¢ =
1 — d. Bankéri se hra ,vypldci“, prestoZe md nulovou pravdépodobnost vijhry. Neredlny je
predpoklad, Ze hru lze hrdt libovolne dlouho.

Cviceni. Jak bude vypadat ,,ruinovdnd v ruleté®, jestlize hrac (pripadné i bankér) md ome-
zené finance?

Priklad (petrohradsky paradox). Hrdc zaplati za icast ve hite, v néz hdzd minci. Padne-
lv lic, vyhraje 1 EUR. Padne-li rub, hra pokracuje a vyhra se zdvojndsobuje, tj. padne-li lic
poprvé v k-tém hodu, vijhra je 28~ EUR. Jakd je adekvdtni cena za ticast ve hie?

Hra konéf v k-tém kroku s pravdépodobnosti 27 a vyhrou 2¢¥~1 EUR, stfedni hodnotu
vyhry dostaneme souctem pres vSechny mozné délky hry,

o0

22 k2k1 ;5

k=1

—

Cviceni (prodluzovacky). Prodluovacky s pravdépodobnosti ¢ € (0,1) méni poradi vodici
(fdze < nuldk). Jakd je pravdépodobnost, Ze sériové spojeni k prodluovacek méni poradi
vodicu?

Cviceni (informaéni kanél). * Bindrni informacni kandl prenese 0 s pravdépodobnosti 0.1
jako 1, 1 s pravdépodobnosti 0.2 jako 0. Spojime jich k do série. Jaké jsou pravdépodobnosti
chyb? Jaky bude vystup pro k — oo ?

6 Reverzibilita

6.1 Odhady parametri Markovovych fetézca

Co lze zjistit dlouhodobym pozorovanim?

A. Pokud muzeme pokus libovolné opakovat (véetné poc¢atecniho rozdélen{ pravdépodobnost{
stavi), lze konzistentné odhadnout vSechny parametry.

(,,Dostatecné dlouhd doba sledovéni® je Cebysevovou nerovnosti vazana na nejmens! nenu-
lovou z odhadovanych pravdépodobnosti.)



B. Nadale uvazujeme obvykly ptipad, kdy Markovuv Fetézec nastartoval jen jednou a my
muzeme sledovat jen jednu posloupnost, kterou vygeneruje.

NemuZeme odhadnout poc¢ateéni rozdéleni pravdépodobnosti stavi a nedovime se nic o kom-
ponentach, do kterych jsme se nedostali.

Muzeme studovat jen tu komponentu, v niz jsme skonéili, a to jen jeji asymptotické vlast-
nosti.
To postacuje ke konzistentnimu odhadu matice prechodu této komponenty.

6.2 Obraceni casové osy (zpétny chod)

Co bychom pozorovali, kdybychom sledovali Markoviv fetézec pozpatku a chtéli pozorovani
popsat rovnéz Markovovym fetézcem?

1. Pfechodné stavy by ndm to mohly znemoznit, nadale je vylou¢ime.
2. M4 smysl studovat jen jednu komponentu, tedy nerozlozitelny Markovuv Fetézec.

3. Ma-li periodu T > 1, pak pii zpétném chodu vidime pruchod tiidami stavia My, ..., Mp
dle kapitoly v opacném pofadi.

Chovéani uvnit¥ nich popisuji ergodické Fetézce, vzniklé prechodem ke krokum délky T' a
néslednou dekompozici na komponenty My, ..., Mrp.

4. Pokud rozdéleni pravdépodobnosti stavu neni stacionarni, pak pii pohybu vpied ke sta-
cionarnimu konverguje, pii zpétném chodu ,diverguje®. Z toho pozndme, Ze orientace Casu
je chybnd a popis zpétného chodu Markovovym Fetézcem neexistuje. (Souvislost s principem
rustu entropie.)

Zbyva popsat ergodické Markovovy fetézce se stacionarnim rozdélenim pravdépo-
dobnosti stava.

Podkladem pro odhad jejich parametru jsou ndm pouze (relativni) ¢etnosti prechodi v po-
sloupnosti stava (libovolné dlouhé); ty konverguji k pravdépodobnostem prechodu.
(,,Konverguji“ ve stejném smyslu, o jakém hovoii Cebysevova nerovnost. Diky nezévislosti
lze uplatnit i centrdln{ limitn{ vétu.)

P! neni matice prechodu zpétného chodu:
absolutni hodnota vlastnich ¢isel matice P je < 1;
absolutni hodnota vlastnich &sel matice P~! je > 1.



Priklad.

0 2/3 1/3 2
P=|1/3 0 2/3], 3
2/3 1/3 0

staciondrnd rozdéleni p = (1/3,1/3,1/3).

, Prevlddd pohyb po sméru hodinovych rucicek. “

Pri zpétném chodu ,prevliadd pohyb proti sméru hodinovych rucicek. “
Odpovidd mu ,obrdcent Sipek* a transponovand matice

0 1/3 2/3
P =12/3 0 1/3
1/3 2/3 0

)




Priklad.

_(1l—-a a b
P=('" 1)

b
kde a,b € (0,1), staciondrni rozdéleni p = (a—l—b’ aa—|—b> .

Zpétny chod nepopisuje matice pT (nend stochastickd!), ani

1-0 b
a l1—a/’
(md jiné staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti stavi), njbrz opét P (zménu orientace casu
nepozndme).

Takovym fetézcum budeme fikat reverzibilni.

Definice. Ergodicky Markovuv Tetézec s matici prechodu P a staciondrnim rozdélenim
stavi p = (p1,...,Dn) je reverzibilni, jestlize

DiPij = DPj Pji

pro véechna i, j.

Ekvivalentni formulace:

P(Xy =) - P(Xeq1 = j| Xy = i) = P(Xy = j) - P(Xyq1 = i[ Xy = j)
Sij = P(Xt+1 :jq Xt = Z) = P(Xt+1 = i7 Xt :]) =!Sji

Sij = Sji

Pfevod na puvodni popis:

Di Xt—l Zszk—zsmzv

S S S
Dijg = P(Xt+1 = J|Xt = Z) R B Zj

Di Z Sik Z Smi
k m

Pro libovolny ergodicky Markovuv fetézec mame matici s prvky s;; = P(Xy41 = j, Xt = 10).
MuZeme jimi ohodnotit hrany prechodového grafu; pak reverzibilitu snadno pozndme z grafu
i ze symetrie matice S.



a+b
a(l—b)
a+b a+b

ab
a+b

Pro¢ jsme S nepouzivali od zacatku?

Protoze popisuje fetézec se stacionarnim rozdélenim pravdépodobnosti stavi.

P je matice podminénych pravdépodobnosti, nezavislych na pravdépodobnostech stavu.
Obrécené:

Véta. V nerozlozitelném Markovové Tetézci reverzibilita
Pi Pij = Pj Pji

neboli
Sij = Sji

implikuje, Ze je ergodicky a p = (p1,...,DPn) je staciondrnd rozdéleni pravdépodobnosti stavi.

Dukaz. Pravdépodobnost, ze pii rozdéleni pravdépodobnosti p bude v dalsim kroku stav j,

je
Zpipij = ijpji =pj iji =Dj-
i i i
1

Reverzibilita je silnéjsi podminka.

6.3 Jak lze lustit Sifry 1: model

Priklad. Fragment motdku z americké véznice [Diaconis 2009):
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Predpokladame, Ze kazdy z n znaki odpovidd prdvé jednomu znaku abecedy. Hleddme sprdvnou
permutaci abecedy, téch je n! (moc).

Hledame vhodné zjednoduseny model.

A. Kazdy znak je nezavisle vylosovan s néjakou pravdépodobnosti.

n pravdépodobnosti odhadneme relativnimi ¢etnostmi v jazyce.

Maximalizujeme vérohodnost: Znaky obou abeced sefadime podle relativni ¢etnosti a ztotoznime
ty, které maji stejné poradi.

Snadné, ale neispésné; méalo informace.

B. Kazdy znak je vylosovan s néjakou pravdépodobnosti zavislou na pfedchozim znaku.
= Markovuv fetézec s n stavy (posledni znak).

n? prvki matice pfechodu odhadneme podminénymi relativnimi éetnostmi dvojic znaki
v jazyce.

Maximalizujeme vérohodnost.

J ak"

C. Kazdy znak je vylosovén s nejakou pravdepodobnostl' zavislou na ¢ predchozich znacich.
= Markoviiv fetézec s n’ stavy (poslednich ¢ znaki).

matice prechodu ma n?* prvki, z nichz nenulovych muze byt nejvyse n‘t!, odhad je piilis
obtizny.

Nemame dost dlouhy text.

D. Kazdé slovo je vylosovano s néjakou pravdépodobnosti zavislou na sloveé.

= Markovuv fetézec s tolika stavy, kolik slov v jazyce uvazujeme (napi. 10000).

n? prvki matice pfechodu odhadneme jen s obtizemi, i kdyz se to déla.

Nemame dost dlouhy text, aby rozdéleni na ném bylo podobné...

6.4 Jak lze lustit sifry 2: rozlusténi

Model B: Pravdépodobnost znaku zavisi na predchozim znaku.

Hledédme spravnou permutaci znaku abecedy.

Spoléhame na to, ze vime, co jsou mezery mezi slovy.

Pro kazdou permutaci znaka 7 dovedeme uré¢it vérohodnost L(w) dané zpravy.



Jak najdeme maximum vérohodnosti?

Sestrojime novy nerozlozitelny reverzibilni Markovuv fetézec s n! stavy — permutacemi
abecedy.

Zvolime matici prechodu P € R™*™ tak, aby stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti stavii

bylo imérné vérohodnosti L,
L(m)  L(m)

D > 77 R

K ¢emu to bude?
Po delsim béhu budeme dostavat prevazné permutace s velkou vérohodnosti; spravné per-
mutace bude nejcastéjsi.

Problém: S := > L(p) ptes viech n! permutaci nespocitdme.
0

ResSeni: Budeme pouzivat jen poméry vérohodnosti, na této sumé nezavislé.

6.5 Metropolisuv algoritmus
0. Zvolime libovolnou poc¢atecni permutaci znaku 7.

1. V & vyménime ndhodné vybranou dvojici znaku (z (g) moznosti s rovnomérnym rozdéle-
nim); dostaneme novou permutaci g.

2. Porovname vérohodnosti:
o — L) _pe
" L(m) p

(Vérohodnosti 1ze snadno spocitat, na rozdil od pravdépodobnosti pr, p,.)
A. an, > 1 (0 je vérohodngjsi) = zménu (7 := p) provedeme.

B. arp <1 (7 je vérohodngjsl) == zmeénu (7 := p) provedeme s pravdépodobnosti ar,.

3. Dokud nejsme spokojeni s vysledkem, pokrac¢ujeme od kroku 1.
Retézec je nerozlozitelny — ke kazdé permutaci se muzeme dostat.

Kdybychom zménu vzdy provedli, fetézec by nebyl ergodicky, mél by periodu 2.
Navic jsme splnili podminku reverzibility (zobrazen detail prechodového grafu):

A. L(o) > L(7):  prPro = {i?) = Do Por

2







Pravdépodobnosti stavii podle véty konverguji k

) :@: L(m)
D SV

takze jsou imérné vérohodnosti.
Piiklad rozsifrovéani Shakespearova textu (vlevo pocet kroku algoritmu):
100 ER ENOHDLAE OHDLO UOZEOUNOCRU O UOZEOQ HD OITO HEOQSET IUROFHE HENO ITORUZAEN
200 ES ELOHRNDE OHRNO UOVEQULOSU O UOVEOQ HR OITO HEOQAET IUSOPHE HELO ITOSUVDEL
300 ES ELOHANDE OHANO UOVEQULOSU O UOVEO HA OITO HEOQRET IUSOFHE HELO ITOSUVDEL
400 ES ELOHINME OHINO UOVEOULOSU O UOVEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUVMEL
500 ES ELOHINME OHINO UODEOULOSU O UODEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUDMEL
600 ES ELOHINME OHINO UODEOULOSU O UODEO HI OATO HEOQRET AUSOWHE HELO ATOSUDMEL
900 ES ELOHANME OHANO UODEQOULOSU 0 UODEO HA OITO HEOQRET IUSOWHE HELO ‘ITOSUDMEL.
1000 IS ILOHANMI OHANO RODIORLOSR O RODIO HA OETO HIOQUIT ERSOWHI HILO ETOSRDMIL.
1100 ISTILOHANMITOHANOT ODIO LOS TOT ODIOTHATOEROTHIOQUIRTE SOWHITHILOTEROS DMIL
1200 ISTILOHANMITOHANOT ODIO LOS TOT ODIOTHATOEROTHIOQUIRTE SOWHITHILOTEROS DMIL
1300 ISTILOHARMITOHAROT ODIO LOS TOT ODIOTHATOENOTHIOQUINTE SOWHITHILOTENOS DMIL
1400 ISTILOHAMRITOHAMOT OFI0 LOS TOT OFIOTHATOENOTHIOQUINTE SOWHITHILOTENOS FRIL
1600 ESTEL HAMRET HAM TO CE OL SOT TO CE THAT IN THE QUENTIOS WHETHEL TIN SOCREL
1700 ESTEL HAMRET HAM TO BE OL SOT TO BE THAT IN THE QUENTIOS WHETHEL TIN SOBREL
1800 ESTER HAMLET HAM TO BE OR SOT TO BE THAT IN THE QUENTIOS® WHETHER TIN SOBLER
1900 ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION' WHETHER TIS NOBLER
2000 ENTER HAMLET HAM TO BE OR NOT TO BE THAT IS THE QUESTION WHETHER TIS NOBLER

Fragment rozsifrovaného motaku:
to bat-rb. con todo mi respeto. i was sitting down playing chess with
danny de emf and boxer de el centro was sitting next to us. boxer was
making loud and loud voices so i tell him por favor can you kick back
homie cause im playing chess a minute later the vato starts back up again
so this time i tell him con respecto homie can you kick back. the vato
stop for a minute and he starts up again so i tell him check this out shut
the f**k up cause im tired of your voice and if you got a problem with it
we can go to celda and handle it. i really felt disrespected thats why i
told him. anyways after i tell him that the next thing I know that vato
slashes me and leaves. dy the time i figure im hit i try to get away but
the c.o. is walking in my direction and he gets me right dy a celda. so i
go to the hole. when im in the hole my home boys hit doxer so now "b" is
also in the hole. while im in the hole im getting schoold wrong and

Uspéch, prestoze to ani nebyla tak docela angli¢tina.

7 Markovovy retézce s nekonecné mnoha stavy

Misto nasobeni matic bychom potfebovali nekoneéné sumy.
Klasifikace stavi je slozitéjsi o dalsi moznosti (nulovy stav), nemusi existovat trvaly stav...

Lze setrvat v pfechodnych stavech (nekoneéné mnoha).



Piiklad (nekonecnd ndhodné prochdzka). [Wasserman 200, \Zvdra, Stepdan 2002]

e Pokud oba sméry volime se stejnou pravdépodobnosti, do vyjchoziho bodu se vrdtime
s pravdépodobnosti 1. S pravdépodobnosti 1 navstivime vijchozi bod (stejné jako viechny
ostatni!) nekoneénékrdt, presto stiredni doba mezi ndvraty je nekoneénd.

e Pokud oba sméry volime se riznou pravdépodobnosti, do vijchoziho bodu se vrdtime
s pravdépodobnosti < 1. Pak jsou vSsechny stavy prechodné.

Piiklad (nekonetnd nahodnd prochézka ve vice dimenzich). [Enc. Math) Pri nekonecéné
ndhodné prochdzce se vidy vyddme do nékterého ze sousednich bodi, a to se stejnou pravdé-
podobnosti.

e V1 dimenzi se do vjchoziho bodu vrdtime s pravdépodobnosti 1.
e Ve 2 dimenzich (volime ze 4-okoli) se do vyjchoziho bodu vratime s pravdépodobnosti 1.

o Ve 3 dimenzich (volime ze 6-okoli) se do vijchoziho bodu vratime s pravdépodobnosti pri-
blizné 0.35 < 1.

8 Priklady aplikaci

e Hromadnéa obsluha a fronty

e Klasifikace, rozpoznavani (od tridéni chmelu po rozpozndvdni obliceji)
e Pohyb nosi¢u naboje v polovodi¢ich, rekombinace

e Chemické a jaderné reakce (fetézova reakce)

e Vyvoj populaci
o ...

Piiklad. Ve stabilni populaci budou mit nakonec vsichni stejnd prijmend.

Priklad. S jakou pravdépodobnosti vymieme.

9 Co zde nebylo

9.1 Kdy se vratime do stejného stavu?

Doporucend literatura: [Hsu 1996].



9.2 Nehomogenni Markovovy retézce

VVVVVV

9.3 Markovovy procesy
Doporuéend literatura: [Apl. mat. 1978, [Hsu 1996, [Papoulis, Pillai 2002].

Diky spojitému ¢asu dovoluji modelovat napi. Browntuv pohyb, difuzi...

10 Dodatek: Mocniny stochastickych matic radu 2

Obecné stochastickd matice fadu 2 je tvaru

1—-a a
P:( b 1b)’
a
b

A. Pokud a = b = 0, je P jednotkovs matice a P' = P pro viechna t € N.

Eolo=
Oba stavy jsou absorpéni.

B. Nadéle pfedpoklddame a + b > 0. Pak

kde a,b € (0,1).

P=TDT !,

1 0
p-(s 3)
mé na diagondle vlastn{ ¢isla matice P, A=1—a—b¢€ (—1,1),
1 —a
(%)
mé ve sloupcich odpovidajici pravé vlastni vektory (na velikosti nezdlezi),

_ 1 b a
l 1_—7
a+b (-1 1>

ma v fadcich odpovidajici levé vlastni vektory.
Mocniny diagonalni matice lze pro vSechna ¢t € N pocitat po slozkach,

. (1 0
oo )

kde



Protoze
PP=TDT'TDT '=TD*T !,
P =TDT'!. .. TDT '=TD'T!,

tx

Ize mocniny matice P vyjadfit ve tvaru
pt_ 1 —a\ (1 O 1 b a\
“\1 b 0 M) a+b \-1 1)
1 1 —alt b a 1 b+aX a—al
T a+b \1 bX -1 1 a+b \b—0bX a+b) )

()

kde A\=1—a—0.
Specidlni pripady:

ea=b=1 = I=-1,

pro t liché,

pro t sudé.

(=N )
—_ o o =

OO

")
OO

b

Oba stavy jsou trvalé s periodou 2.

e Pro |A\| < 1,tj. a+b¢{0,2},je

lim P! = 1 (

b
t—o00 a+b \b

a > 0,b > 0: oba stavy ergodické,

a=20,b>0: ,1“ absorpé¢ni, ,2“ pfechodny,
a

e O
a>0,b=0:,2“ absorpé¢ni, ,,1“ pfechodny.



ea+b=1 = X=0,
b a l1—a a
t _
P(b a)(l—a a)
nezavisi na t. Klasifikace stavu jako v predchozim obecnéjsim ptipadé.

Podobné lze pocitat i mocniny matic vyssich fadu, pokud maji bazi z vlastnich vektoru
(k tomu staci, jsou-li vSechna vlastni ¢isla ruznd).
Pouzivaji se v kapitole
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