
PST Písemná zkou²ka 30. 1. 2018

1. (18 bod·) Náhodná veli£ina X je po£et rub· p°i 400 nezávislých hodech mincí.

a) Pomocí �eby²evovy nerovnosti odhadn¥te pravd¥podobnost

P (|X − EX| < 30).

(9 bod·)

b) Formulujte centrální limitní v¥tu a pomocí ní vypo£t¥te £íslo ε tak, aby

P ∗ = P (|X − EX| < ε).

kde P ∗ je odhad z a) získaný pomocí �eby²evovy nerovnosti. (9 bod·)

�e²ení:

a) Náhodná veli£inaX má binomické rozd¥lení Bi(400, 0.5), pro které je EX = 400·0.5 =
200, DX = 400 · 0.52 = 100, σ(X) =

√
100 = 10.

Po dosazení do �eby²evovy nerovnosti

P (|X − EX| < ε) ≥ 1− DX

ε2

dostaneme odhad P ∗

P ∗ = P (|X − EX| < 30) ≥ 1− 100

302
= 1− 100

900
=

8

9
.
= 0.8889 .

b) Pro posloupnost (Xi)i∈N nezávislých náhodných veli£in, které mají st°ední hodnotu
µX a rozptyl σ2

X , posloupnost distribu£ních funkcí normovaných náhodných veli£in

norm
n∑
i=1

Xi

konverguje pro n→∞ k distribu£ní funkci Φ normovaného normálního rozd¥lení N(0, 1)
(v kaºdém bod¥).

Protoºe je binomické rozd¥lení sou£tem alternativních rozd¥lení, spl¬uje p°edpoklady
centrální limitní v¥ty. Vzhledem k tomu, ºe n = 400, m·ºeme p°edpokládat, ºe má
náhodná veli£ina X p°ibliºn¥ normální rozd¥lení N(200, 100). Její distribu£ní funkci
m·ºeme vyjád°it pomocí distribu£ní funkce normovaného normálního rozd¥lení ve tvaru

FX(u) = Φ

(
u− 200

10

)
, u ∈ R .

Pro interval spolehlivosti pro hodnotu P ∗ dostaneme podmínku

P (|X − EX| < a) = P (EX − a < X < EX + a) = FX(EX + a)− FX(EX − a) =

= Φ

(
200 + a− 200

10

)
− Φ

(
200 + a− 200

10

)
= Φ

( a
10

)
− Φ

(
−a
10

)
=

= 2Φ
( a
10

)
− 1 .

Pro poºadovanou pravd¥podobnost P ∗ dostaneme

P ∗ = 2Φ
( a
10

)
− 1⇒ Φ

( a
10

)
=

1 + P ∗

2
.
=

1.889

2
.
= 0.944 .

Tedy
a = 10 · qU(0.944)

.
= 10 · 1.645 = 16.45 .
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2. (18 bod·) P°i uvedení do provozu byl dávkova£ se°ízen tak, aby jeho sm¥rodatná odchylka
byla rovna p°esn¥ hodnot¥ 0.4. P°edpokládejme, ºe veli£ina X p°edstavující velikost dané
dávky má normální rozd¥lení. Po £ase byla provedena kontrola pomocí zm¥°ení n = 10
dávek, jejichº hodnoty byly:

(9.1, 9.5, 9.8, 10.3, 9.2, 10.2, 10.3, 10.7, 10.3, 10.6) .

a) Otestujte na hladin¥ významnosti α = 5 % hypotézu, ºe sm¥rodatná odchylka σ se
nezm¥nila. (6 bod·)

b) M·ºeme se spolehlivostí 1−α = 95 % tvrdit, ºe sm¥rodatná odchylka σ se nezvý²ila?
(5 bod·)

c) Ur£ete z vý²e uvedeného náhodného výb¥ru symetrický oboustranný 95% interval
spolehlivosti pro odhad rozptylu veli£iny X. (5 bod·)

d) Je v na²em p°íkladu p°edpoklad normálnosti rozd¥lení p°im¥°ený (i kdyº veli£ina má
jen nezáporné hodnoty)? Zd·vodn¥te. (2 body)

�e²ení:

Veli£ina X má rozd¥lení N(µ, σ2). Poloºme σ0 = 0.4.

a) Test rozptylu normálního rozd¥lení; výb¥rový pr·m¥r, rozptyl a sm¥rodatná od-
chylka:

x =
100

10
= 10, s2x =

2.9

9
.
= 0.322, sx

.
= 0.5276, n = 10,

Hypotézy:

H0 : σ
2 = 0.16 (= σ2

0), H1 : σ
2 6= 0.16 .

Testovací statistika je T = (n− 1)
S2
X

σ2
0

, její realizace je t = (n− 1)
s2x
σ2
0

=
2.9

0.16
= 18.125.

Zamítací kritérium je

t /∈
〈
qχ2(n−1)(

α
2
), qχ2(n−1)(1− α

2
)
〉
=
〈
qχ2(9)(0.025), qχ2(9)(0.975)

〉 .
=

.
= 〈2.7, 19.02〉 .

To neplatí, takºe H0 NEZAMÍTÁME.

b) Dal²í test rozptylu normálního rozd¥lení:

Hypotézy:

H ′0 : σ
2 ≤ 0.16 (= σ2

0), H ′1 : σ
2 > 0.16 .

Testovací statistika a její realizace je stejná, t = 18.125.

Zamítací kritérium je

t > qχ2(n−1)(1− α) = qχ2(9)(0.95)
.
= 16.92 .

To platí, takºe H ′0 ZAMÍTÁME.
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Alternativn¥ p°es intervaly spolehlivosti:

0.16 = σ2
0 /∈

〈
(n−1)s2x

qχ2(n−1)(1−α)
, ∞

)
=
〈

2.9
16.92

, ∞
) .
= 〈0.1714, ∞)

takºe NEM��EME tvrdit.

c) Intervalový odhad rozptylu σ2 je daný jako

(n− 1)s2x
qχ2(n−1)(1− α

2
)
≤ σ2 ≤ (n− 1)s2x

qχ2(n−1)(
α
2
)

0.152
.
=

2.9

19.02
≤ σ2 ≤ 2.9

2.7
.
= 1.074

d) Velikost dávky X je ur£ována mnoha r·znými nezávislými vlivy, takºe je na míst¥
(díky CLV) p°edpokládat normálnost tvaru N(µ, σ2). P°itom st°ední hodnotu µ odha-
dujeme výb¥rovým pr·m¥rem x = 10 a sm¥rodatnou odchylku budeme p°edpokládat
hodnotu ze zadání tj. σ = 0.4. Pak je P (X ≤ 0) = Φ(0−10

0.16
) = Φ(−25). P°itom z tabulek

kvantilu je Φ−1(0.99999) .= 4.265, takºe hodnota pravd¥podobnost P (X ≤ 0) = Φ(−25)
uº je velmi malá.

3. (14 bod·) Markov·v °et¥zec má matici p°echodu

0 2
3

0 1
3

0

0 0 1
2

0 1
2

1
2

0 0 0 1
2

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1


,

a) Oklasi�kujte v²echny stavy. (2 body)

b) Stanovte v²echny uzav°ené mnoºiny stav·. (2 body)

c) Stanovte rozd¥lení pravd¥podobností stav· po t°ech krocích, jestliºe za£ínáme ve
stavu 1. (3 body)

d) Stanovte asymptotické rozd¥lení pravd¥podobností stav·, jestliºe za£ínáme ve stavu 1.
(7 bod·)

�e²ení:

a) Nakreslíme si p°íslu²ný orientovaný graf p°i°azený matici:
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1 2

54

3

2
3

1
3

1
21

1
2

1
2

1
2

1

První t°i stavy jsou p°echodné, zbývající dva absorp£ní.

b) {∅, {4}, {5}, {4, 5}} .

c)
(
1

6
, 0, 0,

1

3
,
1

2

)
.

d) Permutací stav· (1′, 2′, 3′, 4′, 5′) = (4, 5, 1, 2, 3) dostaneme

3' 4'

2'1'

5'

2
3

1
3

1
21

1
2

1
2

1
2

1

a matici p°echodu ve tvaru

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

1
3

0 0 2
3

0

0 1
2

0 0 1
2

0 1
2

1
2

0 0


=

(
I2 0
R Q

)
,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =


1
3

0

0 1
2

0 1
2

 , Q =

0 2
3

0

0 0 1
2

1
2

0 0

 .

Fundamentální matice je

F = (I2 −Q)−1 =

 1 −2
3

0

0 1 −1
2

−1
2

0 1


−1

=


6
5

4
5

2
5

3
10

6
5

3
5

3
5

2
5

6
5

 =

1.2 0.8 0.4

0.3 1.2 0.6

0.6 0.4 1.2

 .
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Matice

F R =


2
5

3
5

1
10

9
10

1
5

4
5


udává pravd¥podobnosti dosaºení absorp£ních stav· z p°echodných. Její první
°ádek odpovídá zadání, ºe za£ínáme ve stavu 1. Asymptotické pravd¥podobnosti

p°echodných stav· jsou nulové, dohromady
(
2

5
,
3

5
, 0, 0, 0

)
po zm¥n¥ po°adí stav·,(

0, 0, 0,
2

5
,
3

5

)
p°i jejich p·vodním po°adí.
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