PST Pisemna zkouSka 30. 1. 2018

1. (18 bodi) Nahodna veli¢ina X je pocet rubtu pii 400 nezavislych hodech minci.

a) Pomoci éebyéevovy nerovnosti odhadnéte pravdépodobnost
P(|X — EX| < 30).
(9 bodi)
b) Formulujte centralni limitni vétu a pomoci ni vypoctéte ¢islo e tak, aby
P*=P(|X —EX| <e).
kde P* je odhad z a) ziskany pomoci Cebysevovy nerovnosti. (9 bodi)

Reseni:
a) Nahodna veli¢ina X ma binomické rozdéleni Bi(400, 0.5), pro které je EX = 400-0.5 =
200, DX = 400 - 0.5% = 100, o'(X) = /100 = 10.

Po dosazeni do CebySevovy nerovnosti

DX
€
dostaneme odhad P*
100 100 8
PP=PX-EX|<30)>1l—— =1— — = — =0.8889.
( | )2 302 900 9

b) Pro posloupnost (X;);en nezavislych nahodnych veli¢in, které maji stfedni hodnotu
px a rozptyl o%, posloupnost distribu¢nich funkci normovanych nahodnych veli¢in

n
norm g X;
i=1

konverguje pro n — oo k distribu¢ni funkci @ normovaného normalniho rozdéleni N(0, 1)
(v kazdém bodé).

Protoze je binomické rozdéleni souc¢tem alternativnich rozdéleni, spliiuje pfedpoklady
centralni limitni véty. Vzhledem k tomu, Zze n = 400, miazeme predpokladat, ze ma
nadhodna veli¢ina X pfiblizné normalni rozdéleni N(200, 100). Jeji distribuéni funkci
muzeme vyjadiit pomoci distribuc¢ni funkce normovaného normalniho rozdéleni ve tvaru

— 200
FX(u)z@(“ = > ueR.

Pro interval spolehlivosti pro hodnotu P* dostaneme podminku
P(|X —EX|<a)=PEX —a< X <EX+4a)=Fx(EX +a)— Fx(EX —a) =

:2@(1>—1.
10

Pro pozadovanou pravdépodobnost P* dostaneme

a a 1+ P* 1.889
P*:2¢<—>—1 @(-): - = 0.944..
10 =~ ?\10 2 5 U9

Tedy
a=10-qy(0.944) =10-1.645 = 16.45.

_ & 200 + a — 200 o 200 +a — 200 :@(g)_@ —a
10 10 10 10
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2. (18 bodu) Pii uvedeni do provozu byl davkovaé sefizen tak, aby jeho smérodatna odchylka
byla rovna piesné hodnoté 0.4. Predpokladejme, 7Ze veli¢ina X piedstavujici velikost dané
davky ma normalni rozdéleni. Po ¢ase byla provedena kontrola pomoci zméfeni n = 10
davek, jejichz hodnoty byly:

(9.1, 9.5, 9.8, 10.3, 9.2, 10.2, 10.3, 10.7, 10.3, 10.6).
a) Otestujte na hladiné vyznamnosti « = 5 % hypotézu, ze smérodatnd odchylka o se

nezmeénila. (6 bodi)

b) MuzZeme se spolehlivosti 1 —a = 95 % tvrdit, Ze smérodatna odchylka o se nezvysila?
(5 bodi)

¢) Urcete z vySe uvedeného nahodného vybéru symetricky oboustranny 95% interval
spolehlivosti pro odhad rozptylu veli¢iny X. (5 bodi)

d) Je v naSem piikladu predpoklad normalnosti rozdéleni priméfeny (i kdyz veli¢ina ma
jen nezaporné hodnoty)? Zdavodnéte. (2 body)

Reseni:
Velicina X ma4 rozdéleni N(pu, 0?). Polozme oy = 0.4.

a) Test rozptylu normélniho rozdéleni; vybérovy pramér, rozptyl a smérodatna od-

chylka:
100 2.9
T=— =10, s2 = — = 0.322, s, = 0.5276, n = 10,
10 9
Hypotézy:
Hy:0?=0.16 (= 0?), H,:0?+#0.16 .
AR % . s2 29
Testovaci statistika je T' = (n — 1) —, jeji realizace je t = (n — 1) 5 = — = 18.125.
op oy 0.16
Zamitaci kritérium je
t¢ <qX (n—1) % qX (n—1) > - <qx O 025 qXZ(g)(0975)> =

= (2.7, 19.02) .
To neplati, takze Hy NEZAMITAME.

b) Dalsi test rozptylu normalniho rozdéleni:
Hypotézy:
Hj:0?<0.16 (= 03), H;:0?>0.16 .
Testovaci statistika a jeji realizace je stejnd, t = 18.125.
Zamitaci kritérium je
t> gem-1)(1 —a) = ¢2(9)(0.95) = 16.92 .

To plati, takze H) ZAMITAME.
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Alternativné pres intervaly spolehlivosti:

_ 2 (n—1)sg —
0.16 = o ¢ <m, ) <16 09 ) 0 1714 OO)

takze NEMUZEME tvrdit.

¢) Intervalovy odhad rozptylu o2 je dany jako

(=D -
Bem-1)(1 — %) G2 (n-1)(5)
2.9 2.9
152 = " <g2 <2 21074
0.152= 1905557 =3 07

d) Velikost davky X je urcovana mnoha riznymi nezavislymi vlivy, takZe je na misté
(diky CLV) predpokladat normalnost tvaru N(u,o?). Pfitom stfedni hodnotu p odha-
dujeme vybérovym priumérem & = 10 a smérodatnou odchylku budeme piedpokladat
hodnotu ze zadani tj. o = 0.4. Pak je P(X < 0) = &(%2) = ¢(—25). Pfitom z tabulek
kvantilu je 71(0.99999) = 4.265, takze hodnota pravdépodobnost P(X < 0) = &(—25)

uz je velmi mal4.

3. (14 bodi) Markovuv Fetézec ma matici prechodu

020430
0043101
000 L],
00010
00001

a) Oklasifikujte v8echny stavy. (2 body)
b) Stanovte vSechny uzaviené mnoziny stava. (2 body)

¢) Stanovte rozdéleni pravdépodobnosti stavi po tiech krocich, jestlize za¢iname ve
stavu 1. (8 body)

d) Stanovte asymptotické rozdéleni pravdépodobnosti stavii, jestlize zaciname ve stavu 1.
(7 bodi)

Reseni:

a) Nakreslime si piislusny orientovany graf p¥ifazeny matici:
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Prvni tii stavy jsou prechodné, zbyvajici dva absorpcni.

b) {0,{4}, {5} {4,5}}.

1 11
~,0,0,-,= | .
C) <67?7372>

d) Permutaci stava (1',2',3',4',5") = (4,5, 1,2, 3) dostaneme

W=

2
3
1
2

!
1<:K:> \>i>_i/<f/JC):)l

a matici prechodu ve tvaru

10000
01000
I, 0
1 2 _ 2
$ 00 20 (RQ>,
02001
02100
2
Lo 0 020
b—Q]), rR={0 |, @=[0o0:
01 100
Fundamentalni matice je
) 1 6 4 2
1 -2 0 5 5 5 12 0.8 04
F=I,-Q)'=(0 1 -] =3 ¢ 2[=1]03 12 06
-3 0 1 3 2 6 0.6 04 1.2
5 5 b5
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Matice
2 3
5 5
11 o
1 4
5 5

udava pravdépodobnosti dosazeni absorpc¢nich stavu z prechodnych. Jeji prvni

Ffadek odpovida zadani, ze za¢iname ve stavu 1. Asymptotické pravdépodobnosti
2

prechodnych stavi jsou nulové, dohromady (

£ E 0,0, 0) po zméneé poradi stavii,

2 3
<O, 0,0, 5 5) pii jejich pivodnim poradi.
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